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Получено лилейное интегро-диффсрепцпальное уравнение, описы­
вающее динамику двухкомпонентпой смеси. При выводе уравнения 
смесь рассматривается как эквивалентная сплошная среда, для которой 
па основе линеаризованного уравнения Релея с учетом поверхностных 
и вязкостных эффектов найдено динамическое уравнение состояния. 
Последнее относится к классу функционалов и отражает релаксацион­
ные свойства среды.

Описание динамики двухкомпонентной газожидкостной смеси пред­
ставляет интерес для ряда областей современной техники, таких как 
электрогидроимпульсная и взрывная обработка деталей, транспортирова­
ние жидкости по трубопроводам, ракетостроение, исследование Мирового 
океана. Многочисленные экспериментальные исследования показали, что 
присутствие в жидкости даже небольшого количества газовых пузырьков 
существенно изменяет условия распространения возмущений, вызывая 
заметные дисперсионные, диссипативные и нелинейные эффекты [1 — 10].

Несмотря на значительный интерес к динамике двухкомпонентных 
сред, их математические модели в настоящее время далеки от завершения, 
они носят весьма приближенный характер или же сводятся к громоздким 
системам уравнений.

Цель настоящей работы состоит в' развитии нового подхода, предло­
женного в работах [11, 12] и приводящего к описанию динамики указан­
ной смеси линейным интегро-дифференциальным уравнением особого 
типа.

Следуя работе [10], введем эффективную плотность среды

где е начальная объемная концентрация газа, R — радиус пузырька, Р  — 
давление в среде.

В соответствии с принятой моделью полагаем, что плотность жидкой 
компоненты изменяется мгновенно и динамика средней (эффективной) 
плотности полностью определяется динамикой пузырька.

Из энергетических соображений нетрудно, получить уравнение пульса­
ции пузырька

(1_ т а ) М +  (  f  -  И  )  Я- + 1 ) , (2)

где В = Р 0Ио3\ К = г 1з/П0, ц — коэффициент кинематической вязкости жид­
кости, о — коэффициент поверхностного натяжения жидкости. Это урав­
нение замыкает систему соотношений, определяющих состояние эквива­
лентной сплошной среды. Отметим, что (2) формально справедливо для 
пульсации сферы в несжимаемой жидкости, однако оно может быть ис­
пользовано и в рамках данной модели. Действительно, как показано в ра­
боте [13], законы пульсации сферы в сжимаемой и несжимаемой жидко­
стях различаются слабо.

Уравнение (2) получено па основании закона сохранения энергии, 
записанного в интегральпой форме для ячейки, содержащей пульсирую­
щую газовую сферу. При этом учтена кинетическая энергия жидкости, 
потенциальная энергия сжатого газа, работа сил вязкого трения и поверх­
ностного натяжения и работа внешних сил, приложенных к поверхности 
ячейки. Кинетическая энергия жидкости представлена в виде суммы энер-
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гии несжимаемого потока и энергии, связанной с волновым процессом, 
причем последняя отброшена. Кроме того, ввиду малой сжимаемости 
воды, отброшена потенциальная энергия жидкой компоненты.

Таким образом, динамика эквивалентной сплошной среды описывается 
следующей системой уравнений

д\
dt

+  ( v V) v =
VP

Р

■^•+div(pv)=0

р=р  ( P , R ( P ) ) ,  (4)
где v — вектор скорости возмущенного движения жидкости, а соотноше­
ние (4) представляет собой функциональную запись системы уравне­
ний (1, 2).,

Полная система уравнений (3 ), (4) существенно нелинейна, что за­
трудняет ее исследование. Линеаризуем уравнения (3), (4). Воспользуем­
ся обычными допущениями, принимаемыми при выводе волнового урав­
нения. Будем полагать \8Р/(Ап) |2< 1 , |бр/р0|2< 1 , |у/ с0|<1 (или что то 
же \Й/с0\ < 1 . При этом уравнения (3) примут вид

др
dt

= —ро div v.

Воспользуемся принятыми допущениями о малости величии |6Р/(Л/г)| 
и | бр/ро | и пренебрежем их квадратами по сравнению с единицей, тогда 
из уравнения (1) получим

Далее заметим, что благодаря наличию независимого малого параметра 
концентрации пузырьков — использование линеаризованных уравнений
(5), (6) не требует, вообще говоря, линеаризации уравнения (1). Иными 
словами, при малых концентрациях нелинейность пузырьков может ока­
заться доминирующей.

В настоящей работе мы однако, не будем учитывать нелинейные эф­
фекты. Из уравнения (1) найдем величину (Л/Л0) и подставим ее выра­
жение в уравнение (2), после чего полученное уравнение линеаризуем от­
носительно величин бр/р0 и бР/(Ап).  В результате имеем

= Д р ' +  Др‘ +  ——— (т-2а*) Др\ (7)1—а  1—а
где Р * = ( Р - Р 0)/Л ; a = e v>; Г = (* //?0) (P0/po)Vi; Д р = р - 1 ;  р = ( м / Д 0) Х 
Х^оРо)""'''; р‘ = р /р0; Л*=А1Р0; o*=o/Ji0Po. Записанное выражение позволяет 
получить связь между давлением и плотностью в виде

I*
Р - Р 0=  \ G ( r - r - ) - A p-(x-)dx\  (8)

где ч пА Г,, ч 3гА'п  / 2ц* \
G (t ')  =  - — ----- Г7|-----—  • exp ( -    т )1—e l (1—a) (1—e)co \ 1—a /( l - a ) ( l - e )  

3 /  sA'n

X

Xsin co‘t ‘1  , (o)‘)2= - ---- ( - —-  + -f-2o ') -(-2 p V (l-a ))2.
J 1—a\ 1—8 /

Как и было отмечено ранее, уравнение состояния двухкомпонентной 
смеси является функционалом. Уравнения (8) и (5) образуют замкнутую
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систему, из которой при характерных для импульсных процессов пулевых 
начальных условиях можно получить искомое уравнение, описывающее 
распространение возмущений в двухкомионентной смеси

1 -е  дгФ
с02 dtг - Д Ф = Д  J (С ,(« -т )Ф )й т (9)

где
G ',=  [3 e i4 ‘ r e / ( ( 1 —а )  (1 —е )  <в‘ ) ] е х р  т  )  s in  w '

Полученное уравнение имеет простой физический смысл: оно свиде­
тельствует о том, что распространение волпы в жидкости вызывает появле­
ние в ней дополнительных равпомерпо распределенных источников волн.

Влияние дисперсии па характер распространения звуковых волн экс­
периментально исследовано достаточно надежно и может служить свое­
образным тестом для проверки модели.

Из уравнения (9 ), опустив член, ответственный за диссипацию энер­
гии, и приняв с= 0 , можно получить диснерсиопное соотношение для гар­
монической волны частоты <о, откуда находится выражение для фазовой 
скорости звука:

с - ’ =  ( 1 - е )  с„-г+  -4 ^ 4 -7 , (10)
(Оо —(О До2 ’

где o)02 = 3'yPolроД02 совпадающ ее с  работой [14].
К ак видно из выраж ения (10) предлагаемая волновая модель газож ид­

костной смеси справедлива при концентрациях порядка е^уРо/  ( А п ) .
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УДК 534.222.2

АКТИВНАЯ АКУСТИЧЕСКАЯ СПЕКТРОСКОПИЯ ПУЗЫРЬКОВ

Б у п к и н  Ф .В . ,  В л а со в  Д . В . ,  З а б о л о т с к а я  Е . А . ,
К равцов Ю. А.

Рассмотрены 2 схемы акустической спектроскопии пузырьков: вы­
нужденное комбинационное рассеяние звука на пузырьках и активная 
спектроскопия рассеяния звука. Анализ проведен на основе укорочен­
ных уравнений. Показано, что активная спектроскопия имеет ряд пре­
имуществ по сравнению с другими методами.

Как известно, многие нелинейные волновые процессы, реализованные 
в оптике, могут иметь свои акустические аналоги. В данной работе обра­
щается внимание на возможность осуществления активной акустической 
спектроскопии пузырьков, которая в своих существенных чертах повторя­
ет оптические схемы [1—3]. В первую очередь имеется и виду вынужден­
ное комбинационное рассеяние звука на пузырьках и активная спектро­
скопия пузырьков.

Вынужденное комбинационное рассеяние звука в жидкости с пузырь­
ками очень похоже на вынужденное комбинационное рассеяние света, при 
этом аналогом собственных колебаний молекул здесь служат собственные 
колебания пузырьков. Схематически возникновение вынужденного комби­
национного рассеяния звука может быть описано следующим образом.

Пусть в воде с пузырьками воздуха распространяется волна накачки 
с частотой со,. Рассеиваясь на собственных колебаниях пузырьков, обу­
словленных, скажем, тепловыми флуктуациями, волна накачки возбужда­
ет комбинационные волны, в частности разностную волну: о)2=(а ,—о, 
со~о)0. Разностная волна, взаимодействуя с накачкой, раскачивает коле­
бания пузырьков, а те в свою очередь рассеивают волну накачки и тем 
самым усиливают разностную волну.

Основные уравнения, описывающие процесс распространения и взаи­
модействия волн в воде с пузырьками воздуха, включают волновое урав­
нение

Здесь р — звуковое давление, v — изменение объема пузырька, с0 — ско­
рость звука в воде, п — концентрация пузырьков. Коэффициенты уравне­
ния (2) выражаются через равновесный объем и0 (или радиус пузырька 
До) и через показатель адиабаты в уравнении состояния газа "f следую­
щим образом: О)о2=3чр0/ро/?о2, а=в>ог(^+1)/2и0, е - “4яДо/р0, /=б(О0,
Р=1/6у0> где р0 — равновесное давление в среде, 6 — безразмерный коэф­
фициент затухания.

Решение уравнений (1) и (2) естественно искать в виде бегущих волн 
с медленно меняющимися амплитудами:

дх2 с02 dt2 r д 1 2 о )

и уравнение движения одиночном газовой полости
г;+о)о2̂ “Ь/г>—av2— ${2i)v+vz) = —ер. (2)
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Укороченные уравнения для комплексных амплитуд Р и Р2 имеют вид;
dP9

2 ^ - 1  =  41Р1Р*е“*ДАх—421 Pi 12Рг, 
ах (3)

dP
- 2  ik =  43Р1Р2'е - ,ЛА* - 44Р.

dx
(4)

Здесь &22= со22/ с02+  (р0̂ со22е ) /  (о)02—о)22) , Дк = к 1—к—к2,

Ti =po^o)22%e2/  [(о)о2- с о ,2) ( со02- со22) (со02—со2—to>/) ] ,  
42= p 0rcco22x V / [  (о>02—С012) 2(бЗо2—0)22) 2((Оо2-С02—td)/) ], 
^з=роГС(о2х е 7 [ ( с о 02- с о 12) (соо2—(022) (со02—со2+гсо/) ] ,  

ftf4=po^o)2e/(coo2—со2+ г с о /) ; % = а —^(со^+сог2—оцсог).

Члены exp ( —iAkx)  и 43P tP2* exp ( —гД/с.г) уравнений (3) и (4)
определяют параметрическое взаимодействие волн и зависят от расстрой­
ки между волновыми векторами, член же 4ДР, |2Р2, характеризующий вы­
нужденное комбинационное рассеяние, от расстройки не зависит. Заме­
тим, что этот член является, по существу, кубическим, хотя в исходных 
уравнениях учитывается только квадратичная нелинейность. Это связано 
с учетом повторных взаимодействий — «каскадный эффект». Предыстория 
члена 421 Pi 12Рг такова: основная волна Р 1? (щ взаимодействует с волной 
Р, сз, в которой учитывается не только часть, содержащаяся первоначаль­
но (первый член правой части уравнения (3 )) , но и часть, образованная 
взаимодействием основной волны с разностной волной Р2, о>2. Если рас­
стройка достаточно велика (Д /с£»1 , L — область взаимодействия), то мож­
но пренебречь параметрическим взаимодействием волн. Тогда уравнения
(3), (4) расщепляются, и из них сразу же получается выражение для 
амплитуды рассеянной волны: N

Р2= Р 20б,1Х, (5)

|л=Ро?гсо22х2£31Pi |2/ [2 (о)02—аз,2)2(б)02- о ) 22) 2оу0}к2] . (6)
Численные оценки величины коэффициента нарастания ц показывают, 

что |х максимально вблизи резонансной частоты. Например, при о)!=1,50о 
и g)2=0,5(i)0 имеем ц^О.З/ см-1, где I  — интенсивность волны накачки, вы­
раженная в Вт/см2. При вычислении р, удельный объем пузырьков пред­
полагался равным 7гу0= 1 0 -5, а для частоты собственных колебаний пузырь­
ков было принято значение Vn=co0/2;rc=20 кГц.

При учете параметрического взаимодействия воли коэффициент экспо­
ненциального нарастания амплитуды Р2 определяется выражением

(а2—6t4±V  (а2+ а 4) 2—4а,а3).

Здесь обозначено: а ,= 4,Р1/ 2?Ус2, a2= 42|Pi|2/2i&2, cc3= 4 3*Pi72i/i;, а 4=  
= 44V2t/c, а 4=а;-НД&. Анализ выражения (7) показывает, что прн боль­
ших расстройках, когда (a2+ 6u)2» 4aia3, коэффициент усиления стоксовой 
волны (т. е. волны с частотой co2=coi—со0) максимален и равен а 2=ц .

Вынужденное комбинационное рассеяние звука на пузырьках может 
быть использовано для усиления акустических волн, а также для спектро­
скопии пузырьков.

В акустике возможны также аналоги активных методов спектроскопии, 
широко используемых в оптике. Допустим, что в среде с пузырьками 
возбуждаются две волны накачки с частотами о), и со2, удовлетворяющими 
условию o)i—02= w~(oo. Эти две волпы раскачивают собственные колеба­
ния пузырьков. Зондирующий сигнал с частотой со3, рассеиваясь на коле­
баниях пузырьков, порождает комбинационные волпы с частотами 
со4=соз±о)0- Амплитуды этих воли пропорциональны числу пузырьков 
с собственной частотой со0, приведенных в интенсивное движение волнами 
накачки с частотами o)i и о 2. Изменяя одну из частот накачек (<о, или со2) 
и измеряя каждый раз амплитуду комбинационной волпы с частотой со4,
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можно определить функцию распределения пузырьков по размерам. Пред­
полагается, что функция распределения пузырьков по размерам такова, 
что частоты ©1? ©2, ©3 и ©4 не попадают в резонанс с колебаниями пу­
зырьков.

В данном случае решение уравнений (1), (2) целесообразно предста­
вить в виде

( p i e 4 * l t - h l x ) + p ^ e i < v2t - h & ) + p e i (u > t-h x ) +

+ р 3е^-ь>*) + p ^ t - k iX) +к> с

(V leH*tt- k'x)+ V 2ei(*2i- h2X)+ V e i{,at~hx)+

При этом укороченное уравнение для амплитуды комбинационной волны 
имеет вид

ft,2P4+ ® ‘
а х  с  о

+ оо
^-P4=po0)i2j  N ((д0) V4 (©о) ̂ ©о>

— оо

где
У  е 3[ а —P ( k>i2+ cq22—о)|Ю2) ] [ а —^ ( т 2+ й )зг+то)з)3 -Р 1-Р 2 'Р з

4 ( м , 2— © 02)  ( © 22— © о 2)  ( © / — © о 2)  ( ю 42— © о 2)  ( © о 2— © 2+ г © / )  ’

N (соо)^езо — число пузырьков с собственной частотой ©0̂ © ^© о+^© ; для 
определенности принято, что ©4=©з+о)0.

Решение уравнения (8) в предположении, что A/c=/c3+ ^ i—кг—о)4/с0=0, 
можно представить в виде

р  __________ р0СО42£ЛЧй)0) К^ЩгРьРъР
4/СлС1)п((1)«2—(пЛ (со-»2—

(9)

Через %, и %2 здесь обозначены выражения, стоящие в квадратпых скоб­
ках в формуле для Г4, а через L — длина области взаимодействия.

Анализ выражения (9) показывает, что амплитуда комбинационной 
волны jР4 пропорциональна числу пузырьков с собственной частотой 
6)0= 0),—©2, амплитудам накачки Р ,.2 и амплитуде зопдирующего сигна­
ла Р3. Определение функции N (о)0) по измеренным значениям P i|2, 3,4 
представляется не пампого более сложным, чем в случае регистрации 
комбинационных частот [4, 5 ]. В то же время активное возбуждение пу­
зырьков на их собственных частотах имеет и определенные преимущества. 
Главное из них связано с использованием только высоких частот ©i(2, з, 4, 
что позволяет избавиться от некоторых недостатков измерений па низких 
частотах (повышенные фоновые помехи и реверберации). Другое достоин­
ство заключается в возможности повысить отношение сигнал/шум за счет 
увеличения амплитуд накачек Р, и Р2.

Существенным преимуществом вынужденного комбинационного рас­
сеяния звука примепительпо к диагностике пузырьков является то обстоя­
тельство, что взаимодействие между волнами определяется только нели­
нейностью и не зависит от расстройки волн по скоростям. Здесь нс нужно 
заботиться о выполнении условий синхронизма. Кроме того, наличие 
повторных взаимодействий приводит к обострению резонансного пика, что, 
по-видимому, позволит увеличить точность измерений.

В заключение заметим, что в акустике, как и в оптике, возможны мно­
гочисленные разновидности активной спектроскопии. Например, в каче­
стве зондирующего сигнала может быть использована одна из накачек 
(с1)3=©1 или ©3= 0)2) или какая-либо комбинация накачек.
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