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УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОГО ПОГЛОЩЕНИЯ ЭНЕРГИИ 
В МНОГОСЛОЙНЫХ РЕЗОНАНСНЫХ СИСТЕМАХ

К р а с и л ь н и к о в  М . В .

Рассчитаны структуры полей, бегущих волн в симметричном и асим­
метричном резонаторах с зеркалами, состоящими из чередующихся слоев 
двух сред с близкими акустическими свойствами, и слабопоглощающим 
рабочим слоем. Получены условия оптимального поглощения энергии 
в таких системах.

И ссл едован и е вол н ов ы х  п р оц ессов  в  сл ои сты х  си стем а х  п редставл яет 
бол ьш ой  и н тер ес  к ак  с  ф и зи ческ ой  точ к и  зрения, та к  и  для прилож ений. 
М н огосл ой н ы е и н терф ерен ц и он н ы е си стем ы  (оп ти ч еск и е  и  а к у сти ч еск и е  
ф ильтры , п р осветл я ю щ и е п ок р ы ти я , в ы сок оэф ф ек ти вн ы е отраж ател и  [ 1 — 
3] и  т . п .)  в н а стоя щ ее  вр ем я  х о р о ш о  и зуч ен ы . В м есте  с  тем , оп редел ен ­
н ы й  и н тер ес  п р ед ста вл я ю т бол ее  сл ож н ы е си стем ы  с  я р к о  вы р аж ен н ы м и  
р езон а н сн ы м и  св ой ства м и  [4 ] .  В  этой  р а боте  и зучал и сь  в озм ож н ости  со з ­
дан и я  усл ов и й  м акси м ал ьн ого п огл ощ ен и я  эн ер ги и  в та к и х  си стем а х . Б ы л  
п р ед л ож ен  ряд  п ри н ц и пи ал ьн о н ов ы х  у стр о й ств  для д ости ж ен и я  этой  
цели  [5 , 6 ] .  О дн ако р а сч ет , вы п ол н ен н ы й  на ба зе  м етода  им п едан сн ы х 
ха р а к тер и сти к  [ 1 ]  дл я  си стем  с  «р езк и м и » границам и , н ебол ьш и м  числом  
сл оев  и  си л ьн ы м  отл и чи ем  и х  св ой ств  [ 4 ] ,  для си стем  с  бол ьш и м  чи сл ом  
вариаций  н еод н ор од н ости  п ри  сл абом  отличии  и х  а к у сти ч еск и х  св ой ств  
бы л  б ы  ч р езвы чай н о гром оздки м .

В  п р оц ессе  развития  теор и и  н ел и н ей н ы х вол н  бы л и  п р ед л ож ен ы  аси м п ­
тоти ч еск и е  м етоды  дл я  р а сч ета  вол н ов ы х  вза и м од ей стви й  в  п ер и од и ч еск и х  
стр у к ту р а х . Э ти  м етоды , осн ован н ы е п а  ф акте  су щ еств ов а н и я  м ал ого  п а ­
р ам етра -коэф ф и ц и ен та  гл уби н ы  п р остр а н ствен н ой  м одул я ц и и  св ой ств  
сл ои стой  среды , у п р ости л и  реш ен и е ряда сл ож н ы х  л и н ей н ы х задач и 
п озвол и л и  п р од в и н у ться  в п ер ед  в оп и сан и и  нел инейны х вол н овы х  п р о ­
ц ессов  [7 —9 . . . ] .

В  н а стоя щ ей  работе  р а ссм отр ен а  си стем а  ти п а  м н огосл ой н ого  и н тер ­
ф ерен ц ион н ого п огл оти тел я  вол н овой  эн ерги и  (геом етр и ю  задачи  см . 
[9 , фиг. 1 ] ,  где в р абоч и й  сл ой  2 в н есен а  слабая  д и сси п а ц и я ), расчет 
и н теграл ьн ы х ха р а к тер и сти к  к о то р о й  вы п ол н ен  на осн ов е  м етода  м ед­
л ен н о м ен я ю щ и х ся  ам плитуд.

Д л я оп и са н и я  вол н ы  в; сл а бон еод н ор од п ы х  средах  1, 3 в осп ол ьзу ем ся  
уравн ен и ем  [1 0 ] в к оор д и н а та х  Л агран ж а

3 2£ 1  д 2£
-------] — -  =  0 .дхг Со1 д{‘

З д есь  \  — см ещ ен и е; с0 — ск о р о ст ь  зв у к а ; ф ун кц и я  f(x)  оп и сы вает  п р о ­
стр а н ств ен н у ю  м одул яц и ю  св ой ств  ср ед ы ; /тг< 1  — коэф ф и ц и ен т глубин ы  
м одуляции.

П у ст ь  ак усти ч еск и е  п арам етры  зеркал  1, 3  и зм ен я ю тся  п о гарм они­
ч еск ом у  за к он у . Д л я  л евой  и  п р авой  си м м етр и ч н ы х  стр у к ту р  полож им  
соотв етств ен н о

/ i = —s in  2k (x+l ) ,  / 3= s in  2k (x—l) , ( 2 )

625



где к= 2 я /Я  — в ол н ов ое  ч и сл о . И з у сл ов и я  н еп р ер ы вн ости  j(x)  на  границе 
ст р у к т у р ы  s in 2 /c (L —I) = 0  сл ед ует  d= L—l=rik!4 , т . е . тол щ и н а  к аж дого  
зеркала равна ц ел ом у  ч и сл у  ч етв ер тьв ол н овы х  сл оев . П о ск о л ь к у  в ы б о р  (2 ) 
ф ун к ц и й  / 1(з обесп еч и ва ет  вы п ол н ен и е равен ств  f i (x= —l)= fs(x=l)=0,  
тол щ и н а  ср ед н его  сл оя  21 м ож ет  б ы т ь  л ю бой .

Р еш ен и я  ур авн ен и я  (1 )  дл я  ср е д  1, 3 , п ол учен н ы е м етод ом  м едленно 
м ен я ю щ и х ся  ам п л и туд , и  ф ун кц и я , оп и сы в а ю щ а я  р а сп р остр ан ен и е  волны  
в  сл а бод и сси п а ти вн ом  р а боч ем  сл ое  2, к ак  и звестн о  [9 , 1 0 ] ,  и м ею т  вид:

|1== { [Cie-a{x+L)+ D leaix+L)+  [Cie~riML)- D iea'{xW]X
Х е-^ х“ь)+т1}еш +к.с.,

%2=  {C2e^x- ihx+D 2e ^ ihx}  +к.с.,
£3=  { [C3ea{x-L)-i-D3e-a^ L)] e-ih(x~L)+  [C3eaix~L)-  

- D 3e-*(*-vXeihix+L)-i2bl} еш +к.с..

( з ;

(4 )

(5 )

З д есь  Ci, Di ( i = l ,  2 , 3 ) — ш е сть  к он ста н т  и н тегр и р ован и я ; a = r a /c /4 ;  
Р = Ь с о 7 2 с 03р0 — коэф ф и ц и ен т за тух а н и я  [ И ] ;  к .с . обозн а ч ен ы  вы раж ен и я , 
к ом п л ек сн о -соп р я ж ен н ы е  п о отн ош ен и ю  к  вы п и сан н ы м . Д л я  определ ен и я  
к он ста н т  в осп ол ь зу ем ся  сл ед ую щ и м и  гран ичн ы м и усл ови я м и  [9 ] :

зд е сь  |(+) и  ^<“ ) — к ом п л ек сн ы е п ол я  вол н  б е гу щ и х  в  п ол ож и тел ьн ом  и  
отр и ц а тел ьн ом  н ап равл ен и ях о с и  х. Г ран и чн ы е у сл ов и я  ( 6 ) и  сш ивание 
р еш ен и й  п о ф орм ул ам  (7 )  п озв ол я ю т  оп р ед ел и ть  в се  ш е сть  кон стан т:

6’, =  — ead(Ch a.dem+iM- S h  ade~m-iM) XZ"\

1 <8>
D , =  —  (C h  a d e 2B,+f“ '+ S h  ade-m - iM) XZ~l,

2

C?= A о Ch ade*l+izhl- ikLX Z -\  D2= - A 0 Sh ad<r*l- ihLX Z -\

C,=Ds =  ̂ e - aMX Z~\

зд е сь  Z = C h 2 ade2*l+i2kl- S h 2 ade-™~i2kl.
Р а ссм отр и м  п оведен и е и н теграл ьн ы х х а р а к тер и сти к  ст р у к т у р ы : к о эф ­

ф и ц и ен та  отр а ж ен и я  Д , п р озр а ч н ости  Т  и  п огл ощ ен и я  А> оп редел яем ы х 
ф орм ул ам и

\ R \ = \ lP  U - J A o ,  1Я-1|5+> \*=z/A0, (9)

А = \ - \ И \ г- \ Т \ \  (1 0 )

Из реш ен и й  (3 ) ,  (5 )  сл ед ует , что

(-) _  [ £ ^ -a (x+ L )_£^ a (:t+ L ) J gift(r-L) + m ^

( + )
,3 =  [Cle*<*-l-)+D3e-a,-*-L) ]«-*<-*•>.

( И )

( 1 2 )
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П ол ьзуя сь  ф орм ул ам и  ( 8 ) для к он ста н т  С ,, Du С3, D 3 в случае точн ого  ре­
зон ан са  (s in  2 W = 0  [ 9 ] ) ,  найдем

| Д  | = S h  2<xd S h  2 ^ /C h 2 a d e 2p,- S h 2 a d e r 2p‘, (1 3 )

| T  | = 1 /C h 2 a d e 2p,- S h 2 ade~m. (1 4 )

П одстави м  соотн ош ен и я  (1 3 ) ,  (1 4 )  в  ф ор м ул у  для коэф ф и ц и ен та  погло­
щ ен и я  (1 0 ) .  З атем , и сп ол ьзу я  разл ож ен и е эк сп оп ен ты  в  ряд  п о м алом у 
п ар ам етр у  (2 [3 /< 1 ) ,  п ол уч и м  А=2  Ch 2 a d (2 (W )/[ l - f -C h  2ad(2fil) ] 2. О бозы а-

Фиг. 1. Распределения нормированных амплитуд А ± / А о  прямой (сплош­
ные кривые) и обратной (штриховые кривые) волн в симметричном ре­
зонаторе. Кривые построены для a т —ОД. Толщина рабочего слоя 

2 1 = Х / 2 . Отношение масштабов рабочего слоя 2  и зеркал 1, 3  — 20 :1

ч а я  C h 2 a d ( 2 j }Z )= 0 , запиш ем

А  = 2 0 /  [ 1 + 0 ] 2. (1 5 )

Э то вы р аж ен и е и м еет  м акси м ум  п ри  0 = 1 ,  к отор ы й  равен  У*. С ледова­
тельно, при

6 = C h  2ad ( 2 JM) = 1 , (1 6 )

A = A MfkKC= 5 0 % . Т аки м  обр а зом , вы р аж ен и е (1 6 ) п редставл яет со б о й  у сл о ­
вие оп ти м ал ьн ого  п огл ощ ен и я  п адаю щ ей  на си сте м у  вол н овой  энергии. 
К а к  сл ед у ет  из анализа этого  вы р аж ен и я , отраж ател ьн ы е св ой ства  си сте ­
мы  (м н ож и тел ь  C h  2 a d) и  п огл ощ а ю щ и е св ой ства  ср ед н его  сл оя  связан ы  
таки м  обр а зом , ч т о  п ри  л ю б ом  ск ол ь  у год н о  м алом  коэф ф и ц и ен те п огл о­
щ ения ^ н ай дется  такая  величина d — толщ ин а зеркала, ч т о  усл ови е  (1 6 ) 
бу д ет  вы пол н ен о.

Н еобх од и м о  отм ети ть , ч т о  п ол учен н ы й  р езул ьтат  совп адает  с  данны ­
м и  р а б оты  [ 4 ] ,  п ол учен н ы м и  други м  сп о со б о м  дл я  аналогичной  систем ы , 
составл ен н ой  из п л асти н  с  «р езк и м и » гран и ц ам и  и  сильн ы м  различием  
свой ств  ч ер ед у ю щ и х ся  слоев.

И сп ол ьзован и е м етода  м едленно м ен я ю щ и х ся  ам п л и туд  для реш ения 
этой  задачи  дает в о зм о ж н о сть  п р осл ед и ть  за распределен ием  м одулей 
ам плитуд  п р я м ой  и  обр а тн ой  вол н  в си стем е. Д ей стви тел ьн о, после не­
сл ож н ы х  ал гебраи ческ и х  п реобразован и й , в сл учае  сл а бой  диссипации  в 
среде 2  ( 2 (М < 1 ) и  сл абой  отстр ой к и  о т  резон ан са  (s in  2 / с / = Д < 1 ) ,  для эти х



в е л и ч и н  в  с р е д а х  1, 2 , 3  п о л у ч и м  с л е д у ю щ и е  в ы р а ж е н и я :

IА  ,<+) I = 4 01 {[Ch a{L+x) +2$l Ch a (L - 2 l - x ) ]г- А 2 Sh 2adX

XSh2a(x+ l)Yh\X W -1,

u i +* l = 4 0C h a (Z - -a ; )X W 7- 1,

\A Г »| = k .l {[Sh a (L + x ) +2$l Sh a (x + 2 l- L ) ]2-  
-Д 2 Sh 2ad Sh 2a(x+ l) }*| Х Г 1,

\A2<_) I = A 0eV*-“ Sh  adX W ~\  U 3<_) I =A  „ S h  a  ( L - x )  X  W -\

гд е  T ^ = [ ( l + 2 p Z C h 2 a d ) 2+ A 2 S h 2 2 a d ] '/’ ; ЛЙ .з и ам плитуды  п р я -

м ой  и  обр атн о !! волн соотв етств ен н о .

m b a

Фиг. 2. Распределения нормированных амплитуд А ± / Л 0 прямой (сплош­
ные кривые) и обратной волн (штриховые кривые) в асимметричном 
резонаторе. Кривые построены для a d = n ,  т = 0,1. Толщина рабочего слоя 

2 1 = Х / 2 .  Отношение масштабов рабочего слоя 2  и зеркал 1  -  20:1

Р асп редел ен и е м од ул ей  ам п л и туд  п рям ой  и  обр а тн ой  вол н  в  си стем е  
в  сл учае  точ н ого  р езон а н са  и  вы п ол н ен и я  у сл ов и я  (1 6 ) п редставл ен о на 
ф и г. 1. З ам ети м , ч т о  с  п ом ощ ь ю  ф орм ул  (1 7 ) л егк о  у ч е сть  влияние р а с­
стройки  о т  р езон а н са  или, ч т о  т о  ж е  са м ое , р а зб р о с  зеркал  п о  тол щ и н е, 
а  та к ж е  влияние величин ы  ди сси п ац и и  в ср ед е  2 п ри  н евы п ол н ен и и  .у сл о ­
вия  (1 6 ) на ха р а к тер и сти к и  резон атора .

П р и  зам ен е п р а вого  зеркала р езон а н сн ой  си стем ы  (см . [ 9 ] ,  ф иг. 1) 
на и деал ьн ы й  отраж ател ь , р езон а тор  резк о  и зм ен яет  свои  свойства.. Эта 
зам ен а  дает  в о зм о ж н о сть  сч и та ть  коэф ф и ц и ен т п р озр а ч н ости  си стем ы  
равны м  п ул ю . Э то  озн ач ает  (см . оп редел ен и е ( 1 0 ) ) ,  что  у сл ов и е  пол н ого 
п огл ощ ен и я  эн ерги и  бу д ет  сл едовать  из у сл ов и я  равен ства  н ул ю  к оэф ф и ­
ц и ен та  отраж ен и я .

Ф ун к ц и и , оп и сы ва ю щ и е р а сп р остр ан ен и е  вол н ы  в та к ой  си стем е, о п р е ­
д ел я ю тся  ф орм ул ам и  ( 3 ) ,  ( 4 ) .  Д л я  н а хож д ен и я  к оп ста н т  ин тегри рован и я  
С ,, Du С2, D2 в осп ол ьзу ем ся  сл ед ую щ и м и  гран ичн ы м и усл ови я м и :
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Д л я  к о н с т а н т  м о ж н о  п о л у ч и т ь  с л е д у ю щ и е  в ы р а ж е н и я :

2
- 2̂ -* 2Ы) X Z - ‘ ,

(1 9 )

2

C2= A 0e*l+i2kl~ihLX Z - \  D , = - A 0e ^ l- ihLX Z - \

здесь  Z=Chade*l+i2kl- S h a d e - * l- i2hl. И сп ол ьзуя  ф орм ул ы  ( 9 ) ,  (1 1 ) ,  (1 9 ), 
в сл у ч а е  точ н ого  резон ан са  ( s i n 2 & £= 0 ) найдем :

О гр а н и ч и ва я сь  рассм отр ен и ем  сл у ч а я  сл а бой  ди сси п ац и и  в р а боч ем  слое 
(2 [М < 1 ), п роан ал и зи руем  ф ор м у л у  (2 0 ) .  Л егк о  п ок азать , ч т о  знам енатель 
э т о го  вы р аж ен и я  не об р а щ а ется  в  нуль. Д ей стви тел ьн о, и сп ол ьзу я  разл о­
ж ен и е  эк сп он ен ты  в  р я д  п о  м а л ом у  п арам етру , запиш ем  C h a de*'— 
— S h a d e - * 1= e - ad+ e ad (2^ 1) ¥=0У та к  к а к  в се  чл ен ы -п ол ож и тел ьн ы . Д л я на­
х ож д ен и я  у сл ов и я  п ол н ого  п огл ощ ен и я  эн ерги и  д оста точ н о  приравнять 
н у л ю  чи сл и тел ь ф ор м ул ы  ( 2 0 ) :  S h  adem —C h ade~zi*l= —e-ad+ead (2 $1) = 0 ,
т . e. 2 p Z = e -2ad. (2 1 )
Т а к и м  обр а зом , из оп редел ен и я  (1 0 ) сл едует , ч т о  у сл ов и е  (2 1 ) означает 
п ол н ое п огл ощ ен и е п адаю щ ей  на си сте м у  волн ы , т . е . А  =  1 0 0 % . П ол учен ­
н ы й  р езул ьтат  та к ж е  согл а су ется  с  дан н ы м и  р а боты  [4 ] .

И сп ол ьзуя  п р еи м ущ ество , к отор ое  дает  м етод  м едленн о м ен я ю щ и хся  
.амплитуд в  и ссл ед ован и и  д ан н ой  задачи, для м одул ей  ам п л и туд  прям ой  
и  обр а тн ой  вол н  в ср ед а х  1 , 2  в  сл учае  сл абой  ди сси п ац и и  в ср ед е  2  и 
-слабой отстр ой к и  от  р езон а н са  п ол уч и м  сл ед у ю щ и е  вы раж ен и я :

о б р а тн о й  вол н  соотв етств ен н о .
П оведен и е м одул ей  ам п л и туд  п р я м ой  и  обр а тн ой  вол н  в си стем е  в сл у ­

чае точ н ого  резон ан са  и  вы п ол н ен и я  у сл ов и я  ( 2 1 ) п редставл ен о на фиг. 2 .
П ри м ен ен и е м етода  м едленн о м ен я ю щ и хся  ам п л и туд  для реш ен и я  д ан ­

н ой  задачи  значительно у п р о щ а е т  р а сч еты  и  п озвол я ет  п ол уч и ть  бол ее  на­
гл я д н ую , с  ф и зи ческ ой  точ к и  зрения, к а р ти н у  п р оц ессов , п р ои сх од я щ и х  в 
м н огосл ой н ы х  р езон а н сн ы х  си стем а х . В  ч а стн ости , п оя вл я ется  принци­
п и ал ьн о новая  в озм ож н ость  (в  отл и чи е о т  м етода , и сп ол ь зу ю щ егося  в ра­
б о т е  [ 4 ] )  п р осл ед и ть  за расп ростран ен и ем  п рям ой  и  об р а тн ой  волн в си ­
стем е. С  п ом ощ ь ю  этого  м етода  не п р ед ставл я ет  тр у д н ости  рассчитать 
п ол е сто я ч е й  вол н ы  в таки х  и  ан ал огичн ы х р езон а н сн ы х  си стем ах . Р е зо ­
н аторы , р а ссм отр ен н ы е в этой  работе , п р ед ста вл я ю т и н терес к ак  накопи­
тел и  эн ергии , ч т о  значительно п овы ш ает эф ф ек ти вн ость  нелинейны х вол­
н о в ы х  взаи м одей стви й  в рабочем  сл ое  м н огосл ой н ой  систем ы .

А в т о р  бл агодарен  О. В . Р уд ен к о  и  Ю . А . П и р огов у  за  ценны е зам еча­
н и я  п о  р я д у  в оп р осов , за тр он у ты х  в дан н ой  работе.

• Shade*1 -C h a d e -2*1 
Chade*1- S h a d e - * 1 '

( 2 0 )

|4,(+>|=Л„| { [ e a<I+"+ 2 fM e -c‘ (*+' ) ] 2—2Д 2 Sh  2 a (a H -2 )}v’ | X F - i ,
( 2 2 )

A^+)\= A0e^ l- x,X V - \  \А Г \= А о \{[е^»+1)-2$1е-а<х+1)]2-

-2& 2Sh2a(x+l)Yu\ X V - \  \Az J \= A0e ^ - l)XV~\

гд е  V=[(e~ad+2$lead)2+2&z Sh2ad]'lt; А^г и  A [ J — ам плитуды  п рям ой  и
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