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ПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ УСИЛЕНИЕ АКУСТИЧЕСКИХ ВОЛН
В ЗАКРЫТЫХ ТРУБАХ

Г усе  в В .Э .

Исследовано нес*ационарное вырожденное взаимодействие акусти­
ческих волн, возбуждаемых колебаниями поршня в закрытой трубе. По­
казана возможность существенного усиления субгармоппки по ампли­
туде и мощности.

Результаты теоретических исследований параметрических взаимодей­
ствий акустических волн широко используются при разработке гидроаку­
стических приборов нового класса — параметрических излучающих и при­
емных антенн [1, 2]. К сожалению, усиление акустического сигнала по 
амплитуде (за счет взаимодействия в нелинейной среде с мощной волной 
накачки) незначительно. Это связано с тем, что синхронизм всех взаимо­
действующих гармоник приводит к перекачке энергии вверх по спектру: 
в волне накачки образуется разрыв, она эффективно затухает, усиление 
сигнала ограничивается. Поэтому в акустике для получения значительно­
го коэффициента усиления по амплитуде необходимо принимать дополни­
тельные меры (например, искусственно вводить в среду дисперсию [2, 3] 
и поглощение [4, 5 j , использовать сходящиеся пучки накачки [ 6 ]). В ра­
боте [7] показано, что, обрабатывая специальным образом профиль вол­
ны, формирующейся при взаимодействии сигнала и накачки, можпо одно­
временно измерить энергию всех новых компонент спектра и добиться 
существенного усиления сигнала по мощности в естественных условиях. 
В настоящей работе установлено, что периодическая подкачка энергии в 
распространяющиеся волны, которая осуществляется в случае их взаимо­
действия в резонаторе, приводит к возможности значительного усиления 
слабых сигналов как по мощности, так и по амплитуде.

Укажем, что исследователи уже обращались к изучению параметри­
ческих взаимодействий в трубах (см., например, работы [8, 9]). Однако 
они учитывали взаимное влияние лишь конечного числа комбинационных 
частот (спектральное описание [10]). Такой подход не позволяет выявить 
некоторые характерные для нелинейных волновых процессов в средах 
без дисперсии явления (например, образование фронта в волне). Поэтому 
результаты работ [ 8, 9] имеют узкую область применимости. Напротив, 
в настоящей работе на основе полевого описания изучено нестационарное 
взаимодействие воли всех частот как создаваемых в трубе колебаниями 
поршня, так и рождающихся в результате параметрических процессов. Та­
кой подход позволил при анализе вырожденного взаимодействия выявить 
смещение фронтов бегущих волн под действием слабого сигнала субгармо­
ники. Подобный эффект в случае взаимодействия акустических волн в сво­
бодном пространстве рассмотрен в работах [7, 10, с. 156]. В резонаторе он 
проявляется специфическим образом, так как потери энергии в слабых 
ударных волнах компенсируются постоянной подкачкой энергии извне 
(излучение поршня).

Другая характерная особенность рассматриваемого явления — сложе­
ние встречных волн. Оказывается, в некоторых точках резонатора при этом 
автоматически осуществляется оптимальная обработка [7] их профилей 
и выделяются колебания, параметрически усиленные по мощности.

Отметим также, что в отличие от работ [И , 12] здесь предполагается 
выполненным условие резонанса и для субгармоиики

L~nK, п = 1, 2, 3, . . . , ( 1)
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где L  — длина трубы, X — длина волны накачки. В случае же нелинейного 
резонанса [1 1 , 1 2 ] энергия на полуцелых частотах в трубе не накапли­
вается.

Будем использовать для описания слабонелинейных плоских волн в 
акустических резонаторах систему уравнений [13]

Медленно изменяющиеся как в пространстве, так и с течением времени 
встречные волны (2) связаны лишь условиями на границах резонатора. 
Для изучения параметрического усиления субгармоники достаточно задать 
граничные условия в виде

U=a=0, (3;

(i?++y_) Ix=l= — |"co “

(4)

Здесь функции a|)i (t) и ф«/*(0 описывают временную модуляцию накачки 
и сигнала соответственно (функции включения), а ср — фазовый сдвиг.

Решение задачи (2—4) будем искать по схеме последовательных при­
ближений [ 13] в виде v±= v±'+ v±" + . . . ,  | и±' | >  | v±"  | » . . .  . Из уравнений 
для первого приближения dv±'/dx—0, удовлетворяя граничному усло­
вию (3), получаем v+'=J(t, т+), v - '= —f( ty т_). Здесь /  — произвольная 
пока функция. Из уравпепий для второго приближения определяем

„ ,/ Г 1 d/fo'E*) 8 ^ /(£ , т±) 1
* L Со d t  со2 f  д х ± \ Х

Полученное решение удовлетворяет условию (3) на неподвижной стенке. 
Вид функции / удается определить, подчиняя решение условию (4) на 
поршне. Действительно, из-за периодичности функции / с периодом суб- 
гармоиики в случае точного резонанса (1) при x —L f(t, г т++ 
+4зш/о>) =/(£, х+)=/(£, т')- Используя это свойство, получаем уравнение, 
описывающее эволюцию профилей встречных волн с течением времени:

д/ s 3/ =  Со
dt со 1 dx 2 L [

sin сот'+ —  г;|/аф|/а sin
t-i

Для дальнейшего анализа удобно перейти в уравнении (6) к безразмер­
ным величинам: M =j/ca, /с0, M4,=v;,/c0, т=ш т', 0=есо£. Тогда это
уравнение принимает вид

дО
М = А  [ sin т+  М ^sin ~  cos ф'+cos c j i n  rrv

Параметр А^/ьП&п определяется нелинейными свойствами среды и чис­
лом длин волн накачки, укладывающихся на длине резонатора. Напомпим, 
что стоячая волна возникает при сложении вынуждепиых волн (7) :

v= v++v_=c0[M(0, х+)-A f(0, т -)] . (8)
В отсутствие накачки (ф,=0, i|)>/2= l )  уравнение (7) описывает уста­

новление в резонаторе нелинейных волп [13] под действием субгармони­
ческих колебаний поршня. Профиль стационарной (при 0—>-«>) волны име­
ет вид (фиг. 1 , а ):

U ^= M J21A M 4=  I c o s ^
I 4

sign (т+ 2ф—4nft),
к * -  •

2n (ft—1 ) ^ т + 2ф ^ 2л:(/с+1 ), ft= 0, ± 1 , ± 2, ± • • ■
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Фиг. 1. Профили возмущений скорости в нелиней­
ном акустическом резонаторе (в, д - 0 = 0 (Х./2, г —

0^ 0~)

В пучностях (х=  (2т—1)1/2, т  — натуральное число) стоячей волны 
(8, 9) средняя мощность колебаний

Рч,=Р07— \ v 2dx= — {п+2)рьсагАМч„ (10)
4 П J Л—2п

а амплитуда субгармонической компоненты
2 л

$■/,= —  f (2М „ )s i n d { т+2<р) =  У4Л/./,. (11)4я * • Z Зя
-2 .1

Именпо с этими величинами будем сравнивать характеристики волны, воз­
никающей в параметрическом процессе.

Для определенности исследуем параметрическое взаимодействие в слу­
чае, когда первой включается накачка (т. е. поршень начинает колебания 
па основной частоте), в резонаторе устанавливаются нелинейные стоячие 
волны и лишь затем поршень начинает излучать и субгармонику. На пер­
вом этапе (тр!=1 , 1ръ=0 ) в резонаторе происходит установление колебаний 
вида [13] (фиг. 1,6):

U^M /2VAM t= s i g n ( T - x 4* ) , х^= 2як,

(2А -1)я<т^(2А ;+1)л, А=0, ±1, ±2, ± . . .  (12)
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и а

Отметим, что положение слабых ударных фронтов тф* определяется усло­
виями М (0=0) = 0  и

—  \  M dx=0. (13)
(2fc—1)я

Закон сохранения (13) непосредственно следует из уравнения (7) в отсут­
ствие субгармонической составляющей колебаний поршня (^</,=0).

Проследим за эволюцией профилей бегущих волн в резонаторе после 
начала поступления сигнала субгармоники. Для этого достаточно по­
строить фазовые траектории уравнения (7) в случае ip1=i|;./I= l :

(14)
— ■ ■ 1 ■ ■■ ■ ■ ■ ■- < - -

U ^M /2У AM i= ± y  с+ +2 (  cos cos q>—sin-^-sin ф^

(с — параметр траектории [13, 14]) и перемещать вдоль них точки профи­
ля (12). Такой подход позволяет определить форму колебаний в произ­
вольный момепт времени при любом соотношении между амплитудами 
сигнала и накачки. Однако больше внимания будем уделять интересному 
для приложений случаю M>i2<Mi.

Для выяснения общей картины эволюции профиля волны рассмотрим 
сначала два частных случая фазового сдвига между накачкой и сигналом. 
Фазовые траектории (14) при ф=0 представлены на фиг. 2, а. Анализ по­
казывает, что в отсутствие косипуспых составляющих сигнала (sincp=0) 
фазовый портрет обладает такой симметрией, которая приводит к  эволю­
ции профиля волны (12) без смещения фронтов. На фиг. 2, а выделен про­
филь повой стационарной волны

( х  А Г ч . \
cos —  +  —— 1 sign (т—4яЛ). (15)

2 4Л/ 1 /
2л (к— 1)^т<2я(А '+1), /г=0, ±1, ±2, ± .. .
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Волна (15) меняет знак на разрывах и в точках cos т / 2=— Срав­
нение (15) с профилем (12) (штриховой профиль на фиг. 2, а) показыва­
ет, что последовательные периоды (12 ) исказились в параметрическом 
процессе различным образом. В результате период волны удвоился, что 
свидетельствует о появлении в спектре субгармонической составляющей. 
Амплитуда субгармопической компоненты в волне (15) равна Л?7а(<р=0) =  
= А ,/гМча/пМ\/г. Сравнивая ее с амплитудой (11), установим, что в случав 
ф =0 слабый сигнал субгармоники (М>,3<М {) при параметрическом взаимо­
действии существенно ослабляется: А!(ф=0) =Л?»/2 (<р=0)/А?»/*= (3/e) (M.J
/ЛГ4)* <  1.

Обратимся теперь к случаю, когда сигнал субгармоники содержит 
только косинусные составляющие (например, <р=зх/2). Фазовый портрет 
при таких условиях изображен на фиг. 2, б. Анализ движения различных 
участков профиля волны показывает, что в областях профиля (12 ) с чет­
ным к  начинает расти амплитуда положительных полупериодов волны и 
уменьшается амплитуда отрицательных. Вследствие этого ударный фронт 
становится несимметричным относительно уровня М =0 и начинает пе­
ремещаться справа налево. В областях с нечетными к  фронт движется в 
другом направлении. Если сигнал действует достаточно долго, то фронты, 
движущиеся навстречу друг другу, сливаются и устанавливается волна с 
профилем (выделен на фиг. 2 , б) :

= ] / cos, ^ -  +  ̂ - ( 1—s m ^ - ) s ign[T-n(4/c—1)], (16}

> я (4fc—3 )^ т^ я (4 /с+ 1 ), к = 0±1, ±2, ± . . .
В случае волна (16) практически имеет только субгармоническую
составляющую.

М  ( c p = - |- )^ 2 y 4 M jcos - | - ,  #% (ф а - |г )  е*1АМи (17)

Усиление сигнала по амплитуде в этом случае может быть значительно: 
А (ср=л/2) =Л? »/а (ф=тг/2) / Л? */,= (Зтх/8) V,>1. Однако, так как ампли­
туда волны (17) не зависит от амплитуды субгармоники, то использовать 
такой (стационарный) режим усиления для определения амплитуды сла­
бого сигнала нельзя.

Исследуем развитие параметрических взаимодействий в резонаторе с 
течением времени. В случае M ^cM i профиль бегущей волны в произволь­
ный момент времени может быть с хорошей точностью представлен в 
виде (12 ), но с зависящим от времени положением фронта тфА= т фА(0). 
Координату разрыва тфА(0) удается определить, используя тот факт, что 
решение должно удовлетворять интегральному соотношению, следующему 
из уравнения (7) при ср=л/2:

<»+*>* / я  \
J A f ( ? - j ,e1 t ) A - 2 H ) W  (18)

<2А-1)Я

Здесь и далее начало отсчета времени (0=0) соответствует моменту по­
явления субгармонической компоненты в колебаниях поршпя. Используя 
равенства (12 , 18), находим

тФ*=2 ( - 1 )A+1 arcsin (Л'/,Му,0/4М'!‘) +2пк. (19)
Соотношения (20) и (12) позволяют построить профиль волны в резона­
торе в любой момент времени (см., например, фиг. 1 ,6 ,г). Время уста­
новления стационарной волпы (17) определяется из условия тф2А(0от) =  
= т ^ ‘1 (0ф)=л(4А:-1),откуда находим в0о=Ш 11'1/А ,/гМч2. Оценки показыва­
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ют, что положение фронта (19) в приближенном решении (12) может 
отличаться от истинного лишь па величину | &хфк\~(Мч1/М 1)'!:< \  при 

Более того, при временах, не слишком близких к 0», решение 
(12, 19) определяет эволюцию профиля волны еще лучше: | АхфЛ | —̂Af»/a/Afi.

Для описания динамики параметрического процесса в акустическом ре­
зонаторе на спектральном языке проведем фурье-анализ профиля неста­
ционарной волны (12, 19). Получаем следующие выражения для синусных

Фиг. 3. Эволюция спектрального со­
става колебаний резонатора при вы­
рожденном параметрическом взаимо­
действии: 1  -  йу ,  2  -  « 2, 8  — Аз, 4  -  &'/„ 

5  -  Ы/з, б -  &*/*
времени (фиг. 3) показывает, что в слу­
чае, когда сигнал содержит лишь коси- 
нусные компоненты (ф =л/2): 1) не 
рождаются повые синусные компоненты 
на полуцелых частотах и косинуспые — 
на целых (av-i,=bp̂ 0, р — натуральное
число), 2) происходит перекачка энергии из синусных компонент на це­
лых частотах (накачка) (ар->-0 при б-^О») в новые косинусные компонен­
ты на полуцелых частотах (fcP-vI(O<0<0oo)^O ), а затем в субгармонику 
(при 0>0оо, только Ь>/а¥*0). В нестационарном режиме можно добиться су­
щественного усиления сигнала субгармоники по амплитуде при регистра­
ции спектральных составляющих на полуцелых частотах. Однако для 
определения величины слабого сигнала субгармоники по измеренной 
спектральной составляющей волны в резонаторе необходимо также знать 
время действия сигнала, так как коэффициент преобразования субгармо­
ники в любую из компонент 6р_.,г зависит от времени (при О<0<0оо). 
Например,

3̂ +arcsin _0_
в . ]

{K^SQ(AM4l)V 8  при 0<0оо, (Зтс/8) (М1/Мча)Ча>1 при 0 - 0 . ) .
Проведенный спектральный анализ показал, что рождаются лишь ко­

синусные компоненты на полуцелых частотах. В полевом описании им 
соответствует четная по т составляющая профиля бегущей волны (12, 19), 
которая изображена штриховой линией на фиг. 1, в. Если удастся выде­
лить эту составляющую волны, то можно измерить одновременно эпергию 
только всех повых компонент ЬР_у, спектра и получить информацию о сиг­
нале субгармоники. В акустическом резонаторе такая (оптимальная [7]) 
обработка профиля волны осуществляется при наложении встречных волн. 
В точках x= (2m —i)X/2 (т — натуральное число), где в отсутствие сиг­
нала были расположены некоторые из узлов нелинейной стоячей волны 
(8; 12), при его появлении выделяется четная составляющая профиля бе-



(21)

гущих волн (фиг. 1, д)

= с о[Л/(0, г ) —Щ 0, т+ (2ш —1)2я].

Согласно соотношению (21), в этих точках происходит вычитание волн, 
задержанных друг относительно друга на нечетное число периодов волны 
накачки. В частном случае т= 1 это в точности соответствует оптималь­
ной обработке, предложенной в работе [7]. Укажем, что в точках х =  
=  (т—1)Х узлы стоячей волны сохраняются.

Рассчитаем среднюю мощность колебаний (12, 21), которая представ­
ляет собой параметрически преобразованную мощность сигпала субгар­
моники:

Р =  —  роСоМ М, I - ^ ] / 1 -  ( — )  *+arcsin-^-l .

Ее отношение к величине P>i2 (10) определяет зависимость коэффициента 
усиления по мощности КР=Р/Ру, от времени. В частности, АГр»(ЛЛ/,)1/а0/ 
/2 (л+ 2) при 0<0„. При 0~0о* может достигаться значительное усилепие 
слабых сигналов по мощности: К Р~ [л/2 (л+ 2)  ] (Л/,/Л/>/,)>1. Отметим, что 
коэффициенты усиления как по амплитуде, так и по мощности в стацио­
нарном режиме не зависят от параметра А. Однако с увеличением этого 
параметра нарастание коэффициентов усиления с течением времени про­
исходит быстрее (6со~А~,/з). Укажем также, что графики зависимостей 
# (0 ) , ЛГр(0) и Р(0) не приводятся, так как они повторяют временной ход 
fcVj(0) (фиг. 3, кривая 4).

Если в некоторый момент времени О<0о<0« сигнал субгармоники пе­
рестает поступать в резопатор, а колебания поршня на основной частоте 
продолжаются, то движение фронта прекращается. Начиная с момента 0О 
профиль волны (12, 19) не искажается: Д/(6>0О) =М  (0О). Это связано с 
тем, что выражение с (12) при любых т#* описывает одну из стационар­
ных волн, возможных в резонаторе в отсутствие сигнала (api/2=0) [13, 14]. 
В том, что волна основной частоты, излучаемая поршнем, не • может 
сместить фропт особенно просто убедиться, используя закон сохранения
(13), который вновь начинает выполняться при 0>0О. Таким образом, 
в случае в резонаторе сохраняется информация о поступавшем
ранее сигпале, которая содержится в положении фронтов слабых удар­
ных волп.

Фазовый сдвиг ф=л/2 (а также ф = —я/2) между накачкой и сигналом 
является оптимальным для получения больших коэффициентов усиления 
в кратчайшее время. При произвольном сдвиге фаз фактически усиливает­
ся лишь косинусная составляющая сигнала субгармоники. Эволюция про­
филя волны при М%<М1 может быть описана соотношениями (12, 18, 19) 
при замене Д/у,—*-Мч, sin ф. Анализ показывает, что при этом стационарные 
коэффициенты усиления не изменяются, одпако возрастание параметриче­
ского усиления с течением времени происходит медленнее: 9оо (ф ^л/2) =  
“ Ооо/1 sin ф | . Направление движения разрывов в бегущих волнах зависит 
в общем случае не только от к, но и от знака sin ф.

Автор благодарен А. А. Карабутову и О. В. Руденко за обсуждение ре­
зультатов этой работы.
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