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Рассмотрены нелинейные колебания сферических полостей в твер­
дом теле при падении на них продольной акустической волны. Рассчи­
таны уровни рассеянных сигналов на частоте второй гармоники и раз­
ностной частоте. В рамках гомогенного приближения получены значе­
ния эффективного нелинейного параметра пористой среды.

В настоящее время изучаются возможности использования нелиней­
ных акустических аффектов для диагностики различных сред. Эти эффек­
ты уже используются для обнаружения газовых пузырьков в море [1, 2],. 
в трубопроводах f3J. Для твердых сред теоретически рассмотрены эффек­
ты генерации второй сдвиговой гармоники, позволяющие судить об оста­
точных деформациях в среде [4, 5], и экспериментально исследовано влия­
ние усталостных свойств материалов на взаимодействие акустических 
волн [6]. Экспериментальные исследования [7] показали, что пористая 
среда отличается повышенным значением параметра нелинейности. Для 
определения возможностей использования нелинейных акустических эф­
фектов для диагностики полостей в твердых средах в первую очередь не­
обходима теория нелинейного рассеяния на таких полостях.

Рассмотрим задачу о генерации волн с частотой второй гармоники и 
комбинационной частотой при рассеянии продольной акустической вол­
ны па сферических полостях в твердой 
среде, пустых или заполненных жидкостью 
или газом. На основе решения этой зада­
чи определим эффективные нелинейные 
параметры пористой среды и обсудим воз­
можности использования такого рассея­
ния для диагностики полостей.

Рассмотрим сначала рассеяние плос­
кой продольной волны частоты <о на сфе­
рической полости радиуса а<А , где Л — 
длина волны. Для этого запишем уравне­
ния нелинейной теории упругости в сфе­
рической системе координат. Для сферически-симметричных деформаций 
уравнение движения с учетом квадратичных по смещению членов имеет 
вид [8]

(dur , 2 ur
dr

+ г)
где г — радиальная координата, иТ — смещение в радиальном направлении, 
X, ц — коэффициенты Ламе,

дит д2иг± ( t _ ^ + £U ,
г \  дг ) г3 г \ г дг dr2 /  дг dr2) (2)

а=Зц+2Х+4-Ь4В+2С, £=Зр+ЗХ +4+65+4С, Т-Л+2В+2С, x=6p+3Ji+ 
+24+6В+2С; А, В , С — упругие модули третьего порядка [9]. Радиаль­
ную компоненту тензора напряжений можно представить в виде суммы, 
линейной и нелинейной частей: orr= a i+ a 2, где

аит иг
C i=(b+2p )— +2Ь — ,

дг г
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•Здесь б=АгЬ2В+4С. Уравнение состояния для газа (жидкости), заполняю­
щего полость, представим в виде

Р=Р*( р17р1) г,
где р /, pi — соответственно возмущенная и невозмущенная плотности за­
полнителя полости, Р — давление. Для газа — это уравнение адиабаты: 
Р* — статическое давление газа, Г=cP/cv — отношение удельных тепло­
емкостей газа. Для жидкости — это уравнение в форме Тэта с эмпириче­
скими параметрами. В частности, для воды Г ^7 , Р .= 3 ,2 -J08 Па [10]. При 
малых смещениях стенок полости иг<*а уравнение (5) можпо разложить 
в ряд. с точностью до квадратичных по относительному смещению иг/а 
членов:

Р '= Р -Р .= -З Г Р .
иг , ЗГ(ЗГ+1)Р.
а (6)

Система уравнений, описывающих рассеяние звука на полости для сфери- 
чески-симметричных деформаций состоит из уравнения (1) и граничного 
условия

CFrr (&r) | r=a+t* r=  Р |r=a+ur- (7)

Как видно из анализа соотношений (1) —(7), квадратичные члены присут­
ствуют как в уравнении движения, так и в граничном условии. Их нали­
чие в уравнении движения описывает нелинейные эффекты в акустиче­
ской волне, распространяющейся вне полости в сплошной среде. Такие 
эффекты неоднократно рассматривались, например, в книге [10], и здесь 
будем интересоваться лишь эффектами, связанными с наличием полости, 
а распространение волны в среде будем считать линейным (F=0).

Колебания границы полости описываются уравнением (7), которое учи­
тывает три вида нелинейности. Физическая нелинейность среды обуслов­
лена квадратичной зависимостью сгг(ггг), геометрическая нелинейность 
определяется граничным условием, задаваемым на движущейся границе, 
а  нелинейность среды, заполняющей полость, учитывается в правой части 
уравнения (7) в виде квадратичной зависимости Р'(иг).

Пользуясь методом возмущений, решение ищем в виде суммы:

ur=Ui+u2 (8)
(u2̂ Ui)  или для потенциалов смещения ср=ср!+ф2, где iii—d y jd r  — реше­
ние первого (линейного) приближения, и2=дцг/дг — решение второго 
приближения. Найдем решение линейной задачи. Отбрасывая в уравнении
(7) члены второго порядка малости, получим линейное граничное усло­
вие

ai(izi) |r=a—З Г Р ^ /al^a. (9)

Исходя из сферической симметрии задачи рассеяния, решепие ищем в виде 
суммы падающей волны (нулевой член разложения плоской волны по по­
линомам Лежандра) и рассеянной сферической волны [11]:

ф!==фо
sin кг

кг

gihr
е~**+Т---- гг

—iat (Ю)

где k=to/ct, Cj==(A,+2p,)'Vpo — скорость распространения продольных волн 
в твердой среде, ф0 — потенциал падающей волны, Т — искомый коэффи­
циент, определяющий амплитуду рассеянной волны. Подставляя пред­
ставление (10) в равенство (9), найдем

Т = Яфо
т ~ ~ ■

(со0/(а)2—1—iku
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(12)

Вводя диссипативные потери, соотношение (11) перепишем в виде

т _  Дфо_______
(соо/со)2— 1—it] (со)

Здесь т) (со) =&а+г)'((»))? V (со) — коэффициент, характеризующий дисси­
пативные потери в твердой среде и заполнителе полости на частоте со, со0=  
=  [ (4ц+ЗГР*)/р0] ъаг1 — резонансная частота заполненной газом или жид­
костью полости [12]. С учетом того, что (u/p0)v,= c f — скорость попереч­
ных волн в твердой среде, rP*=piC,2, где р, и Ci -  плотность и скорость 
звука в среде-заполнителе полости, выражение для резонансной частоты 
примет вид

(о0=  (4c(2+3ci2p!/p0) 1,га~\ (13)
Из сравнения этого выражения и выражения для резонансной частоты 

=^2ct/a [11] пустой полости видно, что наличие заполнителя может 
приводить к смещению резонансной частоты (см. таблицу). При условии 
Ci (pi/po) наличием заполнителя можно пренебречь. В обратном слу­
чае ct (pt/p0) ,7̂ >ct упругость полости-осциллятора определяется упругостью 
заполняющего полость газа (жидкости) и соотношение (13) совпадает с 
выражением для резонансной частоты газового пузырька в жидкости [11].

Тв. среда Резина [15J Биологические ткани [131

Заполнитель вакуум воздух под 
давл. 1 атм вода вакуум азот под 

давл. 1 атм. вода

COo/Oo' ' 1 1,06 44 1 1-10 10-103
£ 19,3 18,2 0,44 10-10* 10-102 0,6
e ' 1100 820 4,5 102-1 0 б 102-1 0 4 10
N 0,4 0,25 0 ,0 5 -> 0 ,5 * 0 ,0 5 -> 0 ,5 * —

6-109 3,3- Ю9 — 107-1 0 21 107-1 0 14 -
Примечание. Звездочкой отмечены высокие уровни второй гармоники, выходящие за рамки 

метода возмущений.

Поскольку рассматриваем длинноволновое рассеяние (а<Л ), то из ана­
лиза соотношения (13) видно, что в резонансе это условие выполняется 
для сред, в которых

(сс/2 с ) ,/а'»1, (14)
(po/pi)v,c*/ci»l. (15)

Условие (15) выполняется для любого заполнителя с плотностью, много 
меньшей плотности твердой среды, условие (14) соответствует условию 

и выполняется для резиноподобпых сред. В случае [х~А, длина вол­
ны резонансных колебаний полости становится сравнимой с радиусом по­
лости и приведенное рассмотрение справедливо при cd<(«)0.

Найдем нелинейную добавку ср2, характеризующую нелинейное рассея­
ние звука на полости. Из-за квадратичного характера нелинейности эта 
добавка имеет частоту 2со и ищем ее также в виде сферической волны

,Шг
ф2= < ?

2iQ* (16)

Это решение удовлетворяет линейному (F=0) уравнению движения. Из 
нелинейного граничного условия

^1 (^2) | т = а ~ ^ ~ & г  (^l) | r=a_̂-Oi (lit) I r=a+ui=
ЗГ(ЗГ+1)Р. / Hi

\  a  /  I r=a
+ЗГР.

uz
a

tti
+ЗГ Р .—

r = a  a

(17)

r=a+u,

определим Q :

<?= -
e'<po2(o )o /2 0 )

a [  (o)o/0 ) 2—1 —it ]  (со) ] 2[ ( o)0/ 2 cd) 2—1—irj (2a>) ]
(18)
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где е Гч/ 6Х+48|х+8-4+12Д+ЗГ(ЗГ+5) Р. 
2(4ц+ЗГР.)

(19)
В случае, если на полость падает бш’армоническая волна

<р= (фо^-'^'+фоге-'^'+К.С.) /2 (20)

(соответствующие длины воли Ai>2> a ) , аналогичная процедура нахожде­
ния решения нелинейно рассеянной волны разностной частоты cos=(Oi—со2 
дает

(©о/соз) Vq)0i<po2 е т к г Т ~ щ 1 )

ф 2 _ _ ' aRtRzR,  ’ г ’
(21)

где (©0/©Л2--1+*(-1Уг| (©,)], kj=tojlch 7=1, 2, 3; <p0i, <p02 -  амплитуды 
падающих на полость плоских воли.

Как видно из анализа соотношений (18) и (21), нелинейно рассеянный 
сигнал максимален при резонансных колебаниях полости, т. е. при ©=©0. 
В этом случае относительное смещение границы полости (при падении на 
полость гармонической волны) определяется выражением

Ur

а
. Г Ме

г=а Л

Ге'М*

Ч1
е-2га>0̂ (22)

где А£==Ро/ — число Маха для падающей волны, Ро^роО^Фо — давление 
в падающей волне, |= c i(4ci2+3ci2pi/p0)"',/a. При этом выражение для отно­
сительного уровня второй гармоники, рассеянной резонансной полостью, 
имеет вид 1

(23)

Следует отметить, ,что при распространении акустической волны в одно­
родной среде также генерируется вторая гармоника за счет нелинейности 
уравнения движения. Этот нелинейный сигнал, линейно рассеиваясь па 
полости, является помехой для приема нелинейного сигнала, генерируемо­
го полостью. Сравним эти два сигнала. На расстоянии I от излучателя пло­
ской продольной волны уровень второй гармоники в волне определяется 
выражением [10]

\(р2\=е0МЧ18к, (24)
где е0=(ЗАгЬ6р+2А+65+2С,)/(Л+2р). При линейном рассеянии на сфе­
рической полости амплитуда этого сигнала определяется выражением (10), 
в котором ф0 надо заменить на ф2; © и к  — соответственно на 2© и 2ft. От­
носительный уровень второй гармоники в рассеянном таким образом сиг­
нале при 2©=2©0 определяется соотношением

Ао=е0Ш /2|аУ16+9/г|2. (25)

Здесь I — расстояние от излучателя до полости. Из сравнения соотношений 
(23) и (25) видно, что при условии

2 |8е,лУ16+9/г)2
1<10 = --------- -— -------

е0т)

.уровень гармоники в рассеянном сигнале определяется в основном нели­
нейными свойствами полости.

В таблице оценены относительные уровни сигнала с частотой второй 
гармоники при резонансном рассеянии на сферических полостях в резино­
подобных средах и зпачения отношения lja,  характеризующего расстоя­
ние Z0, до которого могут быть использованы нелинейные методы обнару­
жения полостей. Оценки сделаны для М= 5 *10"7 (Р0= 650 Па в резине) 
без учета диссипативных потерь (tj' —O, ‘П==:£~1)- Поскольку для резины
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и биологических ткапей значения модулей третьего порядка не были из­
вестны, для грубых оценок е' в этих материалах считалось %>А+2В.

Как видно из таблицы, уровень гармоники при рассеянии на резонанс­
ных полостях в резипоподобных средах может быть очень велик и прак­
тически всегда превышает фоновый сигнал на частоте гармоники, обус­
ловленный нелинейностью однородной среды. Наличие заполнителя поло­
сти снижает нелинейное рассеяние, причем жидкостное заполнение сво­
дит его на пет.

Рассмотрим далее нелинейные свойства пористой среды. Будем исхо­
дить из гомогенного приближения, которое используется для описания 
пузырьковых сред [14]. Согласно этому приближению, содержащиеся в 
среде полости находятся друг от друга на расстоянии, много большем их 
радиуса, и ь то же время это расстояние много меньше длины акустиче­
ской волны. Как и для пузырьковых сред [14], знание рассеянного оди­
ночной полостью поля позволяет найти законы дисперсии, затухания и оп­
ределить эффективные значения нелинейного параметра в пористой среде. 
Для полостей, имеющих закон распределения по размерам п(а) (n{a))da — 
количество полостей с радиусами от а до a+da в единице объема), диспер­
сионное уравнение принимает вид

где к9 — волновое число для среды с полостями, ат — радиус самой боль­
шой полости. Представляя кя в виде fte=3co/(cz+A c)+ia, нетрудно получить 
выражения для малой добавки Дс к скорости распространения волны и 
коэффициента затухания а.

В среде с полостями одного радиуса п (а) =N6 (а—а0) , где N  — количе­
ство полостей в единице объема, дисперсионная кривая подобна соответст­
вующей кривой для жидкости с пузырьками газа. Максимальное изменение 
скорости звука достигается вблизи резонанса: Дст = Зс^2У/4т], где V=> 
=4naW /3 — объемная плотность полостей. В случае, когда собственные 
частоты полостей много выше частоты волны,

т. е. измерение скорости звука в такой среде позволяет определить объем­
ную концентрацию полостей.

При выражение (28) переходит в соотношение, определяющее
изменение скорости звука в жидкости с пузырьками газа [16], которое 
используется для определения объемной концентрации свободного газа 
в воде по измерению скорости звука.

Из (28) видно, что достаточно большие изменения скорости звука мо­
гут быть лишь в резиноподобпых средах, для которых |> 1 .

При плавном распределении полостей по размерам Дс«0, так же как 
и для пузырьков газа в жидкости [14], а затухание определяется в основ­
ном резонансными полостями:

где ат — радиус полостей с резонансной частотой, равной частоте со па­
дающей волны:

Зная уровень нелинейно рассеянного совокупностью полостей поля, 
так же как и для пузырьков газа в жидкости [ 14], можно определить эф­
фективные параметры нелинейности е пористой среды. В частности, при 
когерентном рассеянии в случае генерации второй гармоники

(27)

Дс=Зс*ГУ/2, (28)

a  ̂ J i2£n(a0)a 3 a , (29)

а[ ( coq/ co) 2— 1—и](со) ]2[ (со0/2со)2—1—гт| (2оз) ]
+  8о. (30)
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При генерации волны разностной частоты

_  4я е ' J  (со0/сo3)2n{a)da
е “ ‘ =  к*кг j  аВЖЙ,О

где определены при обозначении выражения (21).
Если тело содеряшт маленькие полости, резонансные частоты которых 

выше частоты волны, то
eb>3«e2aJ= e « 3 ^ ‘e/ F+eo. (32)

Поскольку гомогенная модель применима при F<1, то для материалов 
с эффективный параметр е~ е0. В этом случае наличие пор пе влияет 
на нелинейные свойства твердых сред. Для резиноподобных материалов 
(£»1) параметр нелинейности может быть существенно больше. Напри­
мер, для резины (параметры ^ и е' приведены в таблице) с пустыми 
порами

e~4,5-108F + e0. (33)
Видно, что малые значения объемной концентрации могут приводить к 
большим значениям е.

Еще сильнее возрастает нелинейный параметр резиноподобной среды 
при совпадении частоты падающей волны с резонансной частотой полости. 
В этом случае

еШ1~ е2и» 3 |4е/У/г)2. (34)

В случае плавного распределения полостей по размерам основной вклад 
в е вносят резонансные полости. Вычисляя интеграл (31) аналогично со­
ответствующему интегралу для параметра нелинейности пузырьковой сре­
ды [14], для Юз<со1)2, 'П1» ,П2~'Пз= 'П и п(а^)= п(аШ2)=п(аы) получим

+  е 0, (31)

еш, » — -----г—7-Ма„)+й1« («<*,)]• (35)
СйДсОТ] — т 3)  .

Таким образом, получены соотношения, позволяющие определять уро­
вень нелинейно рассеянного на сферической полости в твердой среде сиг­
нала. Такое рассеяние в резиноподобных средах существенно превышает 
уровень сигналов на второй гармонике и на комбинационных частотах, 
образовавшихся при распрострапепии акустической волны в среде и ли­
нейно рассеянных па полостях. Это открывает возможности для исполь­
зования такого рассеяния в целях диагностики полостей. В рамках гомо­
генного приближения показано, что резиноподобные пористые среды долж­
ны обладать высокими значениями параметра нелинейности. Такие среды 
можно использовать в качестве рабочего тела в различных устройствах, 
работа которых основана на нелинейных акустических эффектах, напри­
мер в параметрических приемниках или излучателях.

Авторы благодарны Л. А. Островскому и Ю. А. Кобелеву за интерес 
к работе и полезные замечания.
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