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НЕЛИНЕЙНЫЕ МОДЕЛИ ЗВУКОПОГЛОЩАЮЩИХ ГРАНИЧНЫХ
СЕЧЕНИЙ РАСЧЕТНОГО УЧАСТКА КАНАЛАв

Федорчбшф А . Т .

Рассмотрены некоторые способы падания нелинейных граничных 
условий на проницаемых концевых сечениях расчетною участка канала 
с вихревым потоком вязкого или идеального газа, исходя из необходи
мости поглощения продольных квазиилоских звуковых волн. Даны 
примеры численных решений.

Проблема задания звукопоглощающих граничных условий весьма 
актуальна в задачах численного моделирования нелинейных акустических 
процессов на конечном участке канала (с граничными сечениями Ти Г2), 
который является отдельным фрагментом протяженного газодинамическо
го тракта. Сечения Г,, Г2 должны обладать свойством максимального 
поглощения (пропускания) по крайней мере продольных квазиилоских 
волн (т. е. нормальных волн нулевого порядка) но всем расчетном спектре 
частот. В противном случае могут развиваться интенсивные резонансные 
явления, затрудняющие исследование реальных волповых процессов 
внутри расчетной области газового потока. Известно, что низкочастотные 
продольные колебания в протяженных каналах нередко являются наибо
лее интенсивными и наименее затухающими из-за эффектов вязкости, 
а также концевых потерь.

В последние годы рядом авторов (см., например, [1—4]) были пред
ложены некоторые способы задания звукопоглощающих граничных усло
вий на проницаемой границе расчетной области в основном для случаев 
квазиодномерного (нормального к границе) безвихревого потока газа. 
В данной работе, представляющей развитие результатов [5, 6], рассмот
рены нелинейные модели звукопоглощающих граничных сечений канала, 
которые могут обеспечивать эффективное демпфирование продольных 
акустических колебаний в условиях вихревого газового потока.

Рассмотрим задачу численного моделирования нестационарных дозву
ковых течений вязкого или идеального газа в ограниченной пространен 
венной области G. Эта область соответствует участку канала длины L с 
жесткими непроницаемыми боковыми стенками (граница Fw). Для описа
ния процессов в области G используется полная нелинейная система диф
ференциальных уравнений динамики вязкого теплопроводного газа (либо 
соответствующая система для частного случая идеального газа), т. е, 
пять скалярных уравнений в эйлеровой системе координат {Охи Ох2, Ох3) 
для пяти независимых параметров потока: щ, и2у и3, р, Т. Используется 
также равновесное (в условиях низкочастотного приближения) уравнение 
состояния одпокомнонеитного совершенного газа р=р'Г/^. Безразмерные 
значения координат х и хг, х3, компонент скорости ии и2у и3, времени t, 
плотности р, давления /;, температуры Т выражены соответственно в едини
цах г0, с0, г0/с0ро, р0с02, Т0. Здесь и далее г0 — характерная полуширина 
(радиус) канала; Т0 — характерная температура стенок; с0(Т0) — адиабати
ческая скорость звука; р0, ц0, х0, ср0, сг0 — плотность, вязкость, теплопровод
ность и теплоемкости при температуре Т0 и некотором характерном (на
чальном) давлении в канале. Основные критерии подобия: Re<.=poCor0/p.o> 
Рг=ЦоС?,о/хо, ч=сРо/с»о- Для исходной системы уравнений в области G па 
интервале £2= (0, th) может быть поставлена некоторая нестационарная 
краевая задача с начальными данными при *=0 и граничными условиями 
па Г- r iU I U J r .  (Г\, Г2 — проницаемые граничные сечения).
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Предлагаемые способы задания условий в сечениях Г,, Г2 изложим: 
на примере одного достаточно гладкого граничного сечения Гу, используя 
ортогональную систему координат {Охи Ох2, Ох3), в которой ось Охх на- 
направлена вдоль внутренней нормали п к Г, (art= 0  на Гу, их= ( и, п ) ) .

Предположим, что вблизи Гу течение квазипараллельно ( | sin (и, и )| <  
<1). Будем рассматривать как доминирующие лишь продольные квази- 
плоские акустические волны, пренебрегая явлениями рефракции в вихре
вом потоке и считая, что нелинейные эффекты не приводят к образованию
разрывов. В зависимости от знака массового расхода rrij(t)= ] рц, dx2dzs.

г
сечение Гу можно условно считать «входным» ( r r i j ( t ) > 0) или «выходным» 
(tfi;(£)<0). Обычно при подобном разделении знак rrij(t) соответствует 
знаку и, (г, t) на большей части Гу и не изменяется в течение характерного 
периода колебаний (при наличии среднего потока газа).

В первую очередь рассмотрим проблему постановки граничных усло
вий во входном сечении канала, допуская, что Гу=Гу+ U Гг (их>0  на ГД 
Hi<0 на Гг, причем по площади ГД составляет малую часть ГД  При 
этом преследуется цель: обеспечить значительный звукопоглощающий 
эффект сечения Гу во всем расчетном спектре частот продольных колеба
ний и одновременно задать на Гу с некоторой точностью характерные 
осредненные (во времени по колебаниям) профили м,(г, t), T(r,t), ге=Гуг 
/ е  Q.

Согласно общим моделям локально реагирующих проницаемых гра
ниц [7], на Гу+ зададим четыре независимые функциональные связи меж
ду Ю!,и2, Из,р, Т:

wx=p  °u,*,^ 1 - / 1  (/ > ,..., г, 0 = 0 ,
и2- / 2(и ,, . . . ,г ,  0 = 0 ;

и 3—/з ( и , , . . . ,  г, 0 = 0 ;

T - U ( p , . . . , r 9 0=0,

1*0; (1)
( 2)
( 3 )

(4)
где /,• — заданные функции. При гг, (г, 0 < 0, т. е. на Гу”, используется лишь 
одно условие вида (1).

Так как число граничных условий указанного типа 4, то при чис
ленном решении задачи пересчет всех пяти параметров потока на Гу про
изводится с привлечением дополнительных вычислительных алгоритмов, 
содержащих элементы пространственной экстраполяции по нормали из 
внутренних точек области (см. [6]). Эти алгоритмы в случае вязкого газа 
имеют смысл разностных аналогов краевых условий второго или третьего 
рода для и„ н2, ц3, Т.  ̂ 1

Пусть Гу=Г/УГ6; Г /— большая часть сечения Гу, соответствующая 
«акустическому ядру потока»; Гл — относительно тонкий слой вблизи 
Г*у=Гв П Гу с толщиной 6«=0[ci)mRec/2 ]-Va (Р г= 0(1 ), ют —основная час
тота спектра продольных акустических колебаний), где проявляются при
стеночные эффекты диссипации акустической энергии вследствие вязко
сти и теплопроводности. Разумеется, для идеального газа б<»=0, Г/=Гу. 
В большинстве случаев можно положить, что практически вблизи всего 
сечения Гу доминирующую роль играют локально-гиперболические процес
сы в переменных x {, t  (см. [8]). Тогда в (1), (4) положим

/*“ *  (ЧР) ,т- ,,/т+ * .  gi=gi(r,t)>  0, i—1,2, r e  Г,; (5)
gz=о, g,>0 при r e  г,; 

gi-^0, gi-*- Тш (rm i ) , *“0 при | г—Ги, | 0,
геГ«, гве Г и/.

Таким образом, g, определяет заданное распределение энтропии s на 
Г/ (далее с s будем отождествлять величипу T( fp)  <1_,)/т, однозначно свя
занную с энтропией).

Условия (2), (3) вида щ—и,т\ (г, t) = 0 , i—2,3 соответствуют заданию
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на Tj углов 0» входа потока (tg0i=rp), а при /,=/Дг, t), 1= 2,3 задаются 
компоненты скорости и2, us. Напомним, что в рассматриваемом случае 
IЛ21 ^  1, |т]3|< 1  практически во всем сечении Fj.

Очевидно, что заранее достаточно сложно задать вид функций /<, g„ g2 
(так же как и оценить величину б<о). Однако можно в качестве первого 
приближения задать некоторую величину 6<Д а также функции /<°, gj0, g2°, 
которые затем могут уточняться в процессе численного решения задачи 
путем использования данных наблюдения за развитием газодинамическо
го процесса па нредшес1 вующем (уже рассчитанном) интервале времени 
(см. [7]).

Если шаги пространственной сетки hn но нормали к стенке заведомо 
превышают б<оп, то фактически Г/ содержит все точки Г,-, кроме геГ^-. 
Необходимо, однако, учитывать, что при подобном «упрощении» задачи 
невозможно рассмотрение присюночпых эффектов поглощения звука 
вследствие вязкости и теплопроводности, явлений нестационарного отрыва 
из-за продольных колебаний и т. д.

Считая несущественным воздействие условий (2), (3) на продольные 
колебания, проанализируем соотношения (1), (4) с учетом следующих 
предположений: /,- (для £=1,4) имеют непрерывные производные по 
p ,xh, t \  dji/dt — достаточно гладкие явные функции t (при фиксированных 
р, геГ,-); на исследуемом интервале Qp( t )~ (t—tPl2, t-\-tpj2)<=-Q>, где tp — 
характерный (максимальный) период колебаний, величины | (dji/dt) tPl 
//i|p=const пренебрежимо малы, а значения о, £, g,, g2 практически неиз
менны во времени. Рассмотрим локальный элемент d T ^T j ,  на котором 
задано условие вида (1) (при щ >0 это условие дополнено еще тремя). 
Вблизи d T j  щ = й 1 + щ ' , р = р + р \  р* ~ р ' 1 с \  \ и / / й |< 1 , |р7р |< 1 . Линеари
зуя (1) и полагая и '= п 0ехр ( —£со£), //=/?<,'exp (—kot), нетрудно оцепить 
относительную величину нормальной акустической проводимости ($ и ко
эффициент отражения £ для элемента dГ/, не зависящие от частоты:

а  = С
1+р

р=р 1 -р
для

d p  d p

Здесь черта означает осреднение по характерному 
риоду колебаний tv:

Р*1.

(максимальному) пе-

4 *+<р/*

t p  J  
t - t p / l

При 1 ( |£ |< 1 )  реализуется практически полное (без отражения) 
прохождение квазиплоской нормальной волны через элемент dV,. Этой 
величине £} могут соответствовать следующие комплексы значений о, £,а:

{а=0, |=1, а ~ —1/(рс) <0 }, (7)

{а=1, | - 1 ,  а « (к ,/с -  1)/с<0}, (8)
{а=1, 1=2, а ~  ( u j c —2 )й 1/с<0) , . . (9)

Разумеется, величина 3~ —1 может определяться пе только целыми зна
чениями о, £, но и дробными, хотя последнее не всегда удобно в расчетах. 
Определенный недостаток такою подхода заключается в том, что для 
обеспечения —1 необходимо знать локальные значения м,, р, с. Для
этого в общем случае требуется анализ волпового процесса на предшест
вующем интервале времени £2*= (£,, £)<=Й, где £—£,>2л;/сот, со„, — основная 
(минимальная из спектра) частота колебаний.

В некоторых частных случаях возможны простые предварительные 
оценки необходимой величины а. Например, пусть средний температур
ный профиль на Tj не содержит значительных градиентов вдоль Ох2, Ох, 
(т. е. можно положить c=const на Г^). В данном классе задач также
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можно считать малыми величины \dp/dxi\lp, £=2,3. Тогда p=const на Tjr 
и можно сразу оценить величину а ~ —l/pc^const в (7), не зависящую от 
профиля й, па Tj. Если 1й/с|<1 на Г̂ , то а ~ —1/с в (8) практически не 
зависит от Однако в (9) величина а  уже существенным образом за
висит от профиля й, на Fj Заметим, что во всех трех рассмотренных при
мерах аФО (т. е. df j dp^O) .

Используя (6), можно задать (1) таким образом, что (3~—1 практи
чески во всех точках Г/. Если 5(Гв)/5(Г /)<1 (S(-) — площадь), то отли
чие р от —1 на Гб не играет особой роли.

В ряде задач для />> 1, Х>1, по-видимому, можно потребовать выпол
нения менее жесткого условия <(J>«—1, где <•> —величина, осредненная 
но сечению Г, (см. [5]).

Другой подход к обеспечению звукопоглощающих свойств Tj заклю
чается в задании условий вида (I) на основе использования инвариантов 
Римана. Известно (см. [1, 9 ]), что лишь для одномерных изэптроппче- 
ских течений идеального газа допустима запись уравнений динамики с 
помощью инвариантов Римана I i±= u t±2c/(^—\)  в эйлеровой системе ко
ординат. Поэтому обобщение результатов теории одномерных смешанных 
задач динамики идеального газа на пространственные вихревые течения 
вязкого газа может носить лишь приближенный характер. Тем не менее- 
успешная реализация описанных ниже моделей в ряде тестовых расчетов 
позволяет говорить о возможности такого подхода для решения достаточ
но широкого класса нелинейных задач вычислительной газовой дина
мики.

Допустим, что вблизи малого элемента dTf (г) ие некотором интерва
ле (/|,£2) с й  имеет место квазиодномерное изэнтропическое течение 
(^2=0, gl=s(r)>0  в (о)). Пусть на dY} задано условие (1), которое 
запишем в виде

F ^ u ^ p ,  Г, г, £ )=0 , г е Г *  (10 )
используя уравнение состояния р=рТ/^. Тогда аналогично одномерным 
смешанным задачам [9] можно потребовать необходимые условия кор
ректности для (10):

OF, t dFi , Т (т -1 )  9Fi
=ь

дих с др дТ
Ф0 при sign (w,) = ± 1 . ( И )

Если (10) представить в виде / \ ‘ ( / Д / г ,  s, г, £)=0, то (11) эквивалентно 
условию дР1’/д11±Ф0 при sign(w1) = ±  1. Если на условие (10) будет 
соответствовать заданию /Д  (при Wi>0), то нелинейная волна, характе
ризуемая распределением / г  (г, £), геС , будет полностью (без отраже- 
ний) проходить через элемент б£ГД. Аналогичное рассмотрение можно 
провести и дли сечения d T r  с щ<0. Таким образом, можно записать 
приближенное условие звукопоглощения на dTf в виде

dFt*!dIi±= 0 при sign(« i)= zFl 
или эквивалентное условие для F,

dFx ± 4P ay. ^ г(т-1) dFt
дил с др с дТ

при sign(u,)==Fl.

Рассмотрим некоторые конкретные типы условий (1) с учетом (12) для 
Г Д  Полагая Г=$(ч/>)(т_1)/т, нетрудно показать, что задание на ГД ин
варианта /Д  (/Д —/(г, t) =0) эквивалентно соотношению

^  +  - f i z ^ ( y p y - yl- f = ° -  (13)

Легко убедиться в том, что линеаризация (13) приведет к величине нор
мальной проводимости $=и/рс/р ' ~ —1 (полагая df/dt&O для достаточно 
гладких no t функций /). Очевидно, умножение (13) на некоторую диф
ференцируемую функцию (щ, р, Г, г, t) также приведет к звукопогло
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щающему граничному условию с (J«—1. Например, умножая (13) на 
р=(ЧР)1/т/$, получим граничное соотношение вида

которое может оказаться более предпочтительным в задачах, где требует
ся управление входным профилем рих. Аналогачные соотношения нетруд
но получить и для dTf~ с ^ < 0 .

Таким образом, проводя предварительные оценки р (г, £) (которые 
затем могут уточняться в процессе счета), можно задать на Г/+ профили
Mi(pHi,. . .  ), 5, Т и одновременно обеспечить значительное поглощение 
продольных квазиплоских волн, полагая, что и при да!дххФ0, i—2,3 ко
лебания вблизи каждого элемента dT, локально-изэнтропические.

Условие (1) в принципе может быть использовано одновременно с
(5), где gi=0, g2>0  па Г;+. Реальным аналогом подобной модели может 
быть система вдува вязкого теплопроводного газа через мелкопористую 
стенку с заданной температурой g2. Если g2 (г, t) — достаточно гладкая 
явная функция t , практически неизменная в пределах характерного пе
риода колебаний, то на Г,+ при любом условии (1) имеет место частичное 
поглощение волны из-за теплообмена (слабое для ^> 6(„). Кроме того, в 
этом случае возможны эффекты генерации энтропийных воли па Г;+.

Рассмотрим простейшую квазиодномерную модель течения вязкого- 
газа вблизи элемента входного сечения йГД на котором задана постоян
ная температура Т = 1 (g.=0, gz=1). Тогда акустические импульсы дав
ления с характерной амплитудой р0' вызывают изменения энтропии на 
йГ;+ с амплитудой Su'^/VCl—"f) (ур) (,“2т,/т. Образующаяся таким образом 
энтропийная волна переносится со средней скоростью потока газа вдоль 
канала и может вызывать генерацию акустических волн в выходном се
чении (например, если в этом сечении др/дт¥-0 (см. ниже)).

Отметим особенность задания граничных условии в выходном сече
нии (Г;)иых (и,<0 на большей части Г̂ , rrij{t)<0). В этом сечении (для 
определенности положим /= 2 ) не возникает необходимости задания про
филей Mi, Г, типичным же является задание характерного (осредненного- 
по сечению и по колебаниям во времени) давления pQ(t). Таким образом, 
для Г2± (5(Г-2+)< ^ (Г " )) , по-видимому, достаточно использование условия

/?(г, t ) - f ( p a(t)y <м-’i (t т )>, г, t) =0, геГ 2*, т^О, (14)

так чтобы <р>2̂ —1. В ряде задач может быть предпочтительным приме
нение (14) с о=1, |= 1 ,  где J=f{t)=pa(t)+ xV (m 2(t2) - m 2(tl) J ) ,  W (0 ,0  =  
=0, причем rri2(ti) t t (m i (ti)+m2(tl) ) /2y U=t—т,-, т.^О, i= 1, 2. Задание- 
Ti>0 (например, тi=h,, где h, — временной шаг численной схемы), так 
же как и использование аналогов (10) вида /'’ (м,(г, t), /;(г, t—т) , . . . )  =0 
с т>0, необходимо вызывает появление реактивной составляющей (}, за- 
висящей от частоты, однако при о)т{< 1  этим эффектом в ряде случаев 
можно пренебречь.

В случае существенно непараллельных вихревых течений (например,. 
при прохождении через Г2 интенсивного вихря, который может играть 
роль «тромба») вместо (14) необходимо использовать более сложные не
локальные условия.

С применением предложенных моделей была решена серия численных 
задач о развитии осесимметричного (в переменных х, г, t) течения вязкого ̂  
совершенного газа в области G =  {x^(0, L), ге=(0, 1), /у=8}, соответствую
щей конечному участку цилиндрического канала постоянного кругового - 
сечения. При этом использовалась полная нелинейная система дифферен
циальных уравнений динамики вязкого теплопроводного газа для 
u= {a , у}, р, Т. Во всех задачах было принято р = х= 1 ; ^=1,4; Рг=1. На
чальное поле задавалось в виде и(х, г, 0)=0, р(х, г, 0) = рв=1/ч; 
Г(х, г, 0) =1; х, r^U. На боковой стенке (х<=(0, L), r= 1) u=0, Т = 1; на 
оси (х^(0 , L), г=0) — условия симметрии i>=0, ди/дг=др1дг=дТ1дг=0.
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Выбор геометрии области G, а также характерных параметров потока 
(Afmax~0,2; Rec=10;{) определялся стремлением сравнить полученные ре
зультаты с близкими задачами [6].

Граничные условия во входном сечении r t (я=0) и выходном Г2 (х= 
=L)  задавались специальным образом, чтобы обеспечить быстрое демп
фирование квазиилоских акустических волн, генерируемых на Гi из-за

Фиг. 1

роста массового расхода в течение начального промежутка времени t[D=  
= 0  (10), и получить в результате стационарное течение с однородным 
профилем температуры Т~1  и профилем продольной скорости 0,2 
(1—г )  па Г„ а также заданным давлением на Г2. С этой целью на Г4+ 
были заданы условия

Т(0У г, t) =ф(г) [р(0, г, t)/pa]^- i)/(g 1 (г, t) “Ь1 ф(г), (15)

*Д0, г, 0 = 0 ,
1 при г е [ 0 ,1—6]

1— [ (г—1+6)/б ]2 при г е [1 —б, 1].
В данной серии расчетов 6=0,2 (б^~ (сох,Нес/2)“,/а»0,1 для со*,«л/2 
~0,2; Rec=103). Кроме того, на Г,* задавались различные варианты усло
вий (1), которые при t> t in обеспечивали эффективное демпфирование 
продольных колебаний во всем расчетном спектре частот ю*п с п<  10-5-20. 

На Г2*(5(Г2+)< 5 (Г 2_) ) использовалось условие
p(L, r1t ) =pa+a( t ) [m2( t ) - m 2(t)], ра= 1/f, m2~ (т{+т2)/2.

Специальным подбором величины а можно добиться, что <{}>2~1, 1Е1«1 
(см. [6]). Однако в представленных ниже вариантах было задано а= 0 
(т. е. <(5>2==0°), так как для эффективного демпфирования колебапий 
было достаточно звукопоглощающих условий только на Г,.

Все вычисления проводились на ЭВМ БЭСМ-6 с применением числен
ной схемы интегрирования уравнений динамики вязкого газа, описанной 
в [6]. В одном из вариантов па было задано

гг(0, г 0= Ф (0[0 ,2(1-г)]+ 5х< р,Ф(0 = 1 —ехр(—0,2г), х=1 -**[Т/><0, Г, t )  У ' - " ' 2' ,

причем на первом этапе решения (£<4 0 )  g i= l . Это условие на (Г / ) 4 эк
вивалентно соотношению вида (13) /,+ ((), г, £) ==и,+2с/(,у—1) =0,2(1—
—г2)ф(^)+5, причем d/i+/df~0 при £>£„. Отметим, что в данной задаче 
величину ps (среднее давление на Г, при нетрудно оценить заранее:
(Ps-pa)lpa~/iLumaK/(pa Re,)^9-10-3.

Для данного варианта на фиг. 1 сплошной линией представлен график 
р ( 0 ,  0 ,  t)lpa для 2<80. На фиг. 2 сплошными линиями 1,2 даны кривые 

m 2 ( t ) l n .  Выход на стационарный режим течения наблюдается 
уже практически при £>40. На этом режиме р(0, г, t)/pa—1«9Ю -3, 
7'(0, г, t )—1«2,6-10“3 на (Г/),, профиль u(0, г ,I) отличается от параболы 
0,2 (1 -г2) менее чем на 10% при г=0,8 и менее 0,7% при г=0. Если 
подобные отличия превышают необходимую точность задания м, Т на Гь 
то возможна дальнейшая коррекция этих профилей. Например, плавно
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изменяя gv от 1 до (1,009)(| т)/т~0,997 в ядре (Tf)i при £>40, удавалось 
с большей точностью обеспечить профили 740, г, и(0, г, £)~
« 0 ,2 ( 4 —г2) .

К аналогичному демпфирующему эффекту приводило условие
а (0, г, t) =ф(£) [ 0,2 (1 - г 2) -  to? <р], $ =  (р(0, г, t) - р,) /ра, (17)

где 6«1 /y« 0,7; р#//>в«1,009. Тогда, согласно (6), р « —1, |£ |< 1  на (Г /)j. 
Для этого варианта графики р(0, 0, t)/pa, rrh (£)/я, т2(1)/к близки к пред
ставленным на фиг. 1,2

Заметим, что в условиях (16), (17) величина /?(0, г, t) иногда может 
быть заменена средним но сечению 1\ давлением p(t )  (либо />(0, г1? £), 
r i= co n st^ (0 ,1)), что облегчает коррекцию профиля скорости на квази- 
стационарном режиме.

Для сравнения на фиг. 1,2 штриховыми кривыми даны р(0, 0, t)lpa, 
mi(t)/n,  m2(t)/n  из решения варианта, в котором использованы условия 
(17) с Ь=0. Тогда pt»0, £~1 на (Г/)4 и затухание колебаний происходит 
относительно медленно (при Re.^103 затухание обеспечивается в основ
ном вязким трением на боковой стейке).

Аналогичные модели звукопоглощающих входных сечений с дозвуковым 
вихревым потоком были также успешно использованы при расчетах транс
звуковых течений вязкого газа в сопловых каналах, в плоском канале со 
сложными изломами стенок и т. д.
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