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Рассмотрена возможность геперации акустической второй «запре­
щенной» сдвиговой гармоники в изотропной среде со случайным рас­
пределением микропсоднородностей линейной и нелинейной упругости. 
Проведен расчет эффективных модулей упругости 2-го и 3-го порядков 
в неоднородных средах.

Как следует из классической нелинейной акустики, при распростра­
нении упругих волн конечной амплитуды в однородном изотропном твер­
дом теле или вдоль акустических солей монокристаллов может генериро­
ваться только продольная вторая гармоника, независимо от поляризации 
основной волны [1, 2]. Однако в реальных твердых телах эксперимен­
тально наблюдается «запрещенная» вторая сдвиговая гармоника [3], ко­
торая по предположению, впервые высказанному в работах [4, 5], обус­
ловлена неоднородностью среды. В [6, 7] рассмотрена генерация второй 
сдвиговой гармоники для частного случая твердого тела с остаточными 
сдвиговыми деформациями, порождающими «запрещенную» гармонику. 
Между тем, по-видимому, наиболее характерными для реальных сред яв­
ляются пространственные микропеодиородности модулей упругости. Дей­
ствительно, в стеклах, например, структурная неоднородность которых 
является хорошо установленным фактом, существование мелкомасштаб­
ных неоднородностей модулей 2-го порядка заметно влияет на скорость 
звука и даже позволяет объяснить ее аномальную температурную зави­
симость [8]. Мелкомасштабная структурная неоднородность присуща 
также и другим твердым телам: ситаллам, металлам, полимерам, твердым 
растворам и электролитам, сегнетоэлектрикам и магнетикам в области 
фазовых переходов, кристаллам с дефектами структуры и др., что должно 
отражаться па наблюдаемых в них нелипейных акустических эффектах. 
Поскольку же нелинейные свойства среды коррелируют с линейными, то 
следует ожидать, что в неоднородном твердом теле существует неоднород­
ность и нелинейных модулей упругости. В связи с этим представляется 
интересным проанализировать нелинейные акустические свойства твер­
дых тел, обладающих пространственными неоднородностями модулей уп­
ругости различных порядков. В данной работе приводится расчет эффек­
тивных модулей упругости 3-го порядка в неоднородных средах и рас­
сматривается вопрос о возможности геперации второй сдвиговой 
гармоники при прохождении акустической волны в изотропном твердом 
теле с мелкомасштабными (по сравнению с длиной волны) неоднородно­
стями модулей упругости 2-го и 3-го порядков.

Компоненты тензоров этих модулей для неоднородной среды можно 
записать в виде разложений Фурье по волновым векторам к:

где С ц 1п и С ц ы т р —  модули упругости однородного тела. Подставляя вы­
ражения (1) в обобщенный закон Гука

о о

0 (;(г) — С н ы (г) 'И,п+с,,-,птР (г) - а 1 п - и т Р ( 2 )
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и учитывая, что деформации и,п также должны быть неоднородными,
т. е.

и1п (г) = u ln°+ ^  u lnk exp (ikr) ,

получим средние но кристаллу значения компонент тензора напряжений 
<о^>, отличающиеся от соответствующих компонент в однородном ма­
териале:

<o« > - c« U Iwh £  U'in>iL+Cijlnmpuln0ump0+
к

<Сцijlnmpi Uin̂  kWmp “ЬС

Здесь введены обозначения: <с^п, И1П'>к=с%п Щп , . . .  . С помощью урав­
нения равновесия дОц/дХ}=0, используя соотношения (1) —(3), нетрудно 
выразить корреляторы <Сщп, uhl>k, <cijlnmp, н/п>к и <uln, nwP>k через корре­
ляторы {Cijin, Cij'1'п'Уt  и <Cy/n, отражающие свойства среды.
Тогда уравнение (4) преобразуется к виду <о^=с^пи1п+ с^птрЩп11тр\ 
где Cijim и c.j/nmp — эффективные модули упругости 2-го и 3-го порядка. 
Для частного случая слоисто-неоднородного изотропного твердого тела 
модули упругости, входящие в уравнение <аях>=сн1гхх:0Н-снДи*/)2, равны:

<М,М)к/М°,

c „ . = i V 0 - ^  3 [ < M , N > k/ M 0+ № < M , M > J ( M ° y ] ,  ( 6 )

k
где М=К+4р/3, Л^=2[г+3^/2+Л+ЗЙ+С', ц, Z, 4̂, /?, С — коэффициенты 
в разложении энергии упругой деформации по степеням инвариантов 
тензора ui{ [2].

Формула (5) совпадает с соответствующими выражениями, получен­
ными в работе [8], и означает, что в упругонеодпородной среде эффектив­
ный линейный модуль упругости равен некоторому среднему значению 
М \  из которого вычитается сугубо положительная величина, пропорцио­
нальная среднему квадрату амплитуды пространственных флуктуаций 
упругости. Изменение этой величины, например вследствие отжига, за­
метно отражается на измеряемых в кварцевом стекле значениях скорости 
звука и температурного коэффициента скорости [9].

Аналогично из формулы (6) следует, что эффективный модуль упру­
гости третьего порядка сш в неоднородной среде также существенно за­
висит от флуктуациопной добавки, которая по своему смыслу может быть 
весьма значительной в стеклах, что, по-видимому, проявляется в большом 
разбросе измеряемых в них нелинейных модулей упругости [10].

Рассмотрим теперь вопрос о возможности генерации «запрещенной;) 
сдвиговой второй гармоники в неоднородном изотропном твердом теле. 
Уравнение движения, как обычно, запишем в виде

pd2uijldt2=d20uldxidxj, (7)
где р — плотность тела, щ  — деформации в акустической волне. Для 
изотропной среды в квадратичном по деформациям приближении тензор 
оц имеет вид [2]

ау= ц ( u i j + Щ г )  +  ( К — 2ц/3) u t , 8 i }+  (ц+А/4) ( и , ц и ц +

+ 11п Щ 1+ и и Щ ) + Ч г { К — 7‘/ г \ * ' + В )  [ ( и 1 т ) 2Ъ ц + 2 щ и н] +

-Ь#/2 Ы 1 т и т 1 8 ц + 2 и ц и ц )  + A ! A u l i u j l + C  (ю„) 26fi. (8)

Решение уравнения (7) будем искать в виде суммы иц +и{, +в*/, где 
— решение волнового уравнения для однородной среды в линейном
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приближении, vf£> — дополнительные деформации среды, обусловленные 
неоднородностью модулей 2-го порядка, цФ — вторые гармоники. Наи­
более интересным является случай, когда основная волна имеет попереч­
ную поляризацию, поскольку при этом, как показывает анализ, амплиту­
да «запрещенной» сдвиговой гармоники монотонно возрастает. Предпо­
ложим поэтому, что в плоскости х=0  на границе среды возбуждаются 
деформации и^{х=0) =uvxb exp (Ш ). Тогда в однородной среде в линей­
ном приближении в направлении оси х  будет распространяться сдвиго­
вая волна, поляризованная вдоль оси у :

Uyx = и уха e-a\>[i{a>t-qx) ], (9)

где g=(i)Vp/(x° — ее волновой вектор.
Дальнейшее рассмотрение проведем на примере двумерной среды, что 

позволяет, не теряя общности, существенно упростить расчет. В неодно­
родной среде при прохождении волны (9) возникают дополнительные 
деформации и® , уравнения для которых можно получить из выражений 
(7) и (8):

д2и<г> дги 12) дгп тух о и  Щ х  , „ О и Ху

де =  и дх‘
+ ц‘

дх2

+  1(л 0-
т - * )

Д2„(2)Q ихх п
дх ду 2—

d'ui? — 11° д2и% V • 0
ГО

!f
s

1

dt2 ду2

+1 ' К° +
т * * ')

д2и,ж гч
дх ду 2 -

д*и£> +
dt2 дхду дх ду

Н
К ° - -

4 ^ )
д2и44 ^

ду2

д2“~2) ..0 д2и™
+  ц°dt2 дх ду Ц дхду

+  (
к°  + -

U )
дги £  у

дх2 2 j

У , кх2цкаух°еЛге{

(
2_
3 ,• )

д2и ( 2 )
VV

дх ду
+

^  kv2\xkUyX°eikrei{at~qx\

д2а( 2 )
VV

ду- +

( 2 )

kayx°eikrei^ t-<lx)

( Ю )

При выводе соотношений (10) предполагалось, что размеры неоднород­
ностей меньше длины акустической волны, т. е. д</с, где к — волновые 
векторы в разложении Фурье (1). Решение системы (10) имеет следую-

(2) VI (2) 
щи и вид: U i j  =  > и», к ехр(гкг)ехр г (со̂ — дх),

( 2 )

Uyi'k
[X kiiyx0lcxki(kyzd—kx2)

к У
( 2 ) 

Uxi, к
1Хкиух°кукг(кхЧ - к и2)

к У
й= ( а:° -2 ц°/з ) /( л:0+4ц73), у. (И )

Аналогичным образом из выражений (7) и (8) могут быть получены Р 
уравнения для иФ. Однако если учесть, что интерес представляют толь­
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ко те решения, в которых амплитуды вторых гармоник не являются 
быстроосциллирующими функциями и, следовательно, не равны нулю 
при усреднении по элементам объема, малым по сравнению с длиной аку­
стической волны, но содержащим большое число неоднородностей, то в не­
однородной части системы уравнений для u,f) следует оставить слагаемые,

зависящие только от х  но закону ехр (—2iqx). Тогда иЦ] = и у<у) =0,
/3) /3)а уравнения для иух и оказываются независимыми:

о *Р а =  М- -------
( 5 )

dt2

— 4q2uVx° exp [2i (at—qx) ] £ < (  к +

dx2

•у- +  - у  +  В  j , (u« +  u™

' ' 4 -  „

X

ъ г  /
dtz \

£ [-§ (

(12)
«■иГ — Aqzuvx° exp[2i(<oi—ga:) ]X

A

Уравнения (12) при очевидных граничных условиях и (ух | х=о=и«> |х=о=0( 3 )

приводят к следующим выражениям для деформаций в волне удвоенной 
частоты:

С -  - т ^ < ( х + ^ + А + в
3 2 ) , ( С + С > ) X

Хехр[2г(оз£—gar) ],
( 3 )  _

(
2tg2KVI° sin[ (q—qi)x] у  Г_1_ /  / R  + 4р +

Я° + Р°)
4 j  L 2 \ \

+  у  + В  j , у  + ^ ( у +  5 ) , и ^ ’ ^  j exp{j[2co<-(g+g,)a:]}4-uisi)o,
(13)

где gz=co [ р/ (-ЙГ°+4/з|х°) ] 1/2 — волновое число продольной акустической вол­
ны, и ^ 0 — вторая гармоника, генерируемая в однородной среде. Как вид­
но из соотношений (13), амплитуда второй сдвиговой гармоники линейно 
растет с увеличением х , а добавка к амплитуде второй продольной гар­
моники, обусловленная неоднородностью твердого тела, осциллирует 
с ростом х  аналогично амплитуде второй продольпой гармоники, возбуж­
даемой в однородном теле. Если бы основная акустическая волна была 
продольной, то зависимость типа sin [ (q—qt)x]  описывала бы изменение 
амплитуды сдвиговой второй гармоники.

Нетрудно однако видеть, что для случайного распределения неодно­
родностей в отсутствие каких-либо избранных направлений, т. е. когда 
коэффициенты Фурье цк, 4 к и т. и. зависят только от величины вектора к,

( 2 ) , ( 2)но не от его ориентации, усреднение суммы uyyik+uXXik по возможным 
ориентациям вектора к  дает ноль. К такому же результату приводит

учет в уравнениях (12) тройных корреляторов типа <иух>kj, r- k„
jika”k,>. Следовательно, как показывает проведенное рассмотрение, в изо­
тропной среде с изотропными же мелкомасштабными неоднородностями 
модулей упругости второго и третьего порядка «запрещенная» вторая
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сдвиговая гармоника может генерироваться только при условии регуляр­
ного распределения этих неоднородностей.

Для того чтобы в изотропном твердом теле возбуждалась «запрещен­
ная» гармоника при случайном распределении неоднородностей, необхо­
димо, чтобы эти неоднородности представляли собой анизотропные обра­
зования. (Наличие анизотропных мелкомасштабных образований в изо­
тропной среде отмечается, например, даже в стеклах, где оно регистри­
руется по интенсивности центральной компоненты деполяризованного 
рассеянного света [11]). Так, если отлично от нуля локальное значение 
модуля упругости с6вб, то выражение для второй сдвиговой гармоники 
(после суммирования по всем ориентациям вектора к )  принимает вид

= ~ iqx(uyx°y  (2К* +  ̂ |х ° )  £  <с66с, ц>к /  [ 4 ( ц Т  (* °  +  й °)] X

Хехр[2г(со£—qx) ].
Полученный результат показывает таким образом, что неоднородности 

модулей упругости в изотропном теле приводят к генерации «запрещен­
ной» гармоники либо в случае регулярного распределения изотропных не­
однородностей, либо для случайного распределения анизотропных неодно­
родностей. При этом интенсивность сдвиговой гармоники зависит от сте­
пени неоднородности среды, так что отношение амплитуд «запрещенной» 
и разрешенной гармоники пропорционально квадрату величины относи­
тельной неоднородности модулей упругости.

Авторы благодарят В. П. Романова за обсуждение статьи.
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