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П олучено точное реш ен и е зад ач и  об о тр аж ен и и  п у ч к а  ограничен- 
ион длительности  от гран и ц ы  р азд ел а  двух ж идкостей.

Настоящая работа посвящена теоретическому исследованию отражения 
звуковых пучков ограниченной длительности от границы раздела двух 
жидкостей. Этот вопрос имеет важное прикладное значение, связанное с 
экспериментами по импульсному зондированию океана и модельными ла­
бораторными экспериментами [1—3]. Кроме того, в такой постановке 
задача интересна также и в теоретическом отношении, в частности, в свя­
зи с тем, что дает возможность ответить на ряд вопросов, возникающих 
при рассмотрении отражения плоских импульсов от границы раздела 
двух сред [3 -7 ] .

Следует отметить, что в задаче об отражении сосредоточенных возму­
щений от границы раздела двух сред существуют до сих пор некоторые 
неясности. В работах [3—6] рассматривается взаимодействие плоского 

-сосредоточенного импульса с границей раздела двух сред, причем пред­
полагается, что контакт падающего возмущения с границей осуществля­
ется во всем бесконечном интервале времени — оо</<оо. в  этих условиях, 
как следует из работ [3—6], в отраженном поле присутствует предвестник, 
т. е. возмущение, существующее в первой среде (из которой падает сиг­
нал на границу z > 0 ), сколь угодно далеко от места контакта падающего 
возмущения с границей. В настоящей работе предполагается, что контакт 
падающего возмущения с границей существует не всегда, а возникает в 
некоторый определенный момент времени (t = U )• Тогда результаты работ 
[3—6] могут рассматриваться как предельный случай результатов настоя­
щей работы при  ̂ 00• По истечении достаточно большого промежутка 
времени после того, как сигнал коспется границы раздела, передний 
■фронт боковой волны уходит на большое расстояние от плоского фронта 
падающего возмущения, а задний фронт боковой волны формирует пред­
вестник.

В работе [7] рассматривается случай, когда плоское сосредоточенное 
возмущение имеет контакт с границей во всем интервале времени — <*>< 

При этом решение волнового уравнения выбирается в таком виде, 
чтобы предвестник отсутствовал. Такая постановка задачи, по-видимому, 
мало интересна, так как она может рассматриваться как предельный слу­
чай причинной постановки задачи (когда контакт с границей падающего 
возмущения наступает в конечный момент времени t = t 0) только при усло­
вии существования при t = t 0 определенного возмущения и во второй среде 
(z< 0). Следует также указать, что в работе [7] необходимо уточнить 
путь интегрирования в комплексной плоскости со, распространив его 
чшмметричпым относительно оси Re со=0 образом на область Re со<0. 
В противном случае результаты [7] вообще не корректны, так как могут 
привести к комплексным выражениям для отраженного поля при дейст­
вительном падающем возмущении.

В связи со сказанным относительно плоских сосредоточенных возму­
щений заметим, что задача об отражении акустического сферического со­
средоточенного импульса от границы раздела двух сред была решена 
впервые в работе [8 ], а затем другим способом это решение было повто­
рено в статье [9]. В [10] также рассматривался вопрос об отражении
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Фиг. 1.

сферического сосредоточенного возмущения от границы раздела двух 
сред. Однако в этой работе для возмущения в первой среде используются 
формулы, полученные для гармонического точечного источника при по­
мощи метода перевала, справедливого, грубо говоря, при <o/?i/c,>l, где 
о  — угловая частота излучения, с, — скорость звука в первой среде, /?, — 
расстояние от зеркальной с источником точки до точки наблюдения 
(Д ,=  ( ( z + d ) 2+ x 2+ y 2) 4i, х ,  у ,  z  — декартовы координаты, d  — расстояние от 
источника границы). После интегрирования по к  с помощью метода 
перевала для углов, больших, чем угол полного внутреннего отражения, 
в выражении для отраженной волны появляется 
особенность при со=0 , так как коэффициент отра­
жения в этом случае имеет вид V'(<o)=exp (йрХ 
X sign о ) [7]. С другой стороны, применимость 
метода перевала в существенной мере определя­
ется тем, что после интегрирования по к  в подын­
тегральном выражении пе должно быть особенно­
стей при (!>-*-(). Поэтому выражения, полученные 
методом перевала (например, формула (8 ) из 
работы [ 1 0 ] ) ,  пе могут быть использованы для 
определения ноля отраженной волны сосредото­
ченных возмущений. В связи с этим очевидно, что 
результаты [10] не могут считаться корректными. Следует отметить, что 
выводы более поздней работы того же автора [9], согласующиеся с ре­
зультатами [ 8 ], существенно отличаются от результатов [10]. Кроме 
того, поскольку задача об отражении плоского импульса может быть рас­
смотрена как предельный случай задачи об отражении сферического им­
пульса, результаты работы [7] также некорректны, так как получаются 
предельным переходом из [ 1 0 ].

В настоящей работе рассматривается задача об отражении полубеско- 
нечиого пучка, который в начальный момент не имеет контакта с грани­
цей и касается ее лишь через некоторый промежуток времени. Для пучка 
определенной формы получено точное выражение для поля отраженной 
волны в элементарных функциях. Исследуется боковая волна, возбуждае­
мая пучком. Показано, что «предвестник», возникающий при отражении 
плоских импульсов, связан с возбуждением боковой волны.

Перейдем к постановке задачи. Пусть с,, с2, р,, р2 —скорости звука и 
плотности соответственно в верхней (z> 0 ) и нижней (z< 0 ) средах. 
Далее будем считать, что скорость звука в нижней среде больше, чем 
скорость звука в верхней среде, поскольку именно в такой постановке и 
возникают особенности, связанные с преломлением волн, падающих под 
углами, большими угла полного отражения. Предположим, что до момента 
времени t = 0  во всем пространстве звуковых возмущений нет. Далее, до­
пустим, что при t = 0  давление в верхней среде описывается формулой

А  X д р
Р  =

л  ( y - z  c tgp )H X
г о ( г - 1 ) ,

dt
0 . ( »

где

ё< * - 0 -  { *'
z > l

Z < 1

у ,  z  — координаты точки наблюдения, р —угол, характеризующий наклон 
возмущения к границе раздела (см. фиг. 1, где А В  — линия наибольшего 
возмущения). Требуется найти поло в верхней среде, т. е. решение вол­
новых уравнений:

д гР  1 
d t2 “ с‘2 (

д 2р 1 P p t

д у г dz  

д гр 2

H i-

л  X2+ ( y —z  ctgp)

* * )  = 0 ,+
dz-

S '  ( t ) Q ( z - l ) , (2)

(3)

*r



удовлетворяющих граничным условиям

Р ^ Р г ,  2 = 0 ,

d P i  д Р 2 /т  — — =  ——, т = р 2/р 1, 2 = 0 .
<72 02

(4)

(5) ,

•Здесь 6 ' (L) —■d 8 /d t  — производная 6 -функции по времени. Представим вы­
ражение для поля падающей волны в виде интеграла Фурье

— А  f f f 03 ехР { - i a t + i k x j z - l )  + i k y (у - l  ctg ц) ~  IК 1} , ,, „
P  ( 2 n ) 3 _м (/Сг+Аг,ctg ц) lo r—с ^ { к у 2+ к , г) ] ° "

( 6 )Здесь обычным образом из условия p ( t < 0 ) = 0  следует, что при интегри­
ровании по о  особые точки обходятся сверху (1шсо>0). При интегриро­
вании no k z полюс k z= —k y ctg \х обходится снизу, поэтому при z < l  вклад 
дает лишь полюс k z= — (со2с г 2—к у2) ,/я (1ш о)>0). Учитывая сказанное, по­
лучаем ;

i A
Р=~

8  я 2сг
со
f f со exp {—U o t + i (со2с г 2—к у2) 1,2 (l —z ) + i k y ( у —l  ctg ц) — X | к у | }

[ к у ctg p—( c o 2c r 2— J y 2 ) /г]  (с о2с г 2- к у2) ',г d k y dv).

Будем искать иоле отраженной волны в виде
оо

Ртр =  ^ F ( k y, o ) ) e x p { —m t + i ( ( i ) 2c r 2—k yz) 'l’z + i k ay } d k v d(i), z >  О,
—  ОО

а прошедшей — в виде

(7)

ОО

Р u p =  Я < н * „ со) ехр {—m t — i  (со2с2”2—k v2) ’hz + i k yy } d k y dco, z < 0 .

Тогда после подстановки этих выражений в граничные условия (4), (5) 
получим, что поле отраженной волны

Ротр
гЛ

8я%*
оои

—  с о

[т I  - Л у ) 1 / г  -  -  V )1/г] О )  exp { - i o £  +  i (£~ -  V ) 1' 2 (2+-г> i A ‘ i /  f r y  |} d c o d f r y

[ - ( # - v ) l/- + ( £  -  v ) * ]  ( ^ )1/2 h  ot, M- (-S- -  v ) vi

Произведем в формуле (8 ) замену переменных:

t o = C ik y 'x t к у = к у \

(8)

(9)

ills соотношений (9) видно, что 1 т я > 0  при & /> 0  и 1 т  # < 0  при к у <О 
(напомним, что 1 тсо > 0 ). Далее заметим, что для сходимости интеграла 
но ку на величину мнимой части х  при c {t > z + l  необходимо наложить 
следующее условие (#i=R ear):

0< lm  2-=v
X

и. >

0 > lm  x = v >

c  it — (z+ 0  x t ( x f — l )  ~  h 

l

c , t — ( z + l ) x  1 (ж,2 —1 ) - ,,г

k y >  0, (10)
/с„'< 0 .
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Выполняя интегрирование по к у , приходим к соотношению 

А  f  x V { x ) d x

Р01Р_ 8 п 2 [ ж (* - 1 ) [ Ctg р -  (х ^ - 1 ) ■'■ ] [ C .xi- (х2- 1 ) '"2 ' -  Р' - а  ] + К ' С<

( 11)
Здесь V(х) =  [т(хг-1 )',1- ( п гх2-1 )'/1] [т{хг-\.)'1!+{пгхг- \ ) ъ]-', контур 
интегрирования Ь х лежит выше действительной оси [ —оо+iv, <»+tv], z ' =  
= z + l ,  y ' = y —l  ctg p, n = c j c 2, l i m ( x ;!- l ) ' /,= x ,  l i m ( / i V - l ) v,= ^ .

x-> 0 0 X-»cc
В интеграле (11) удобно сделать еще одну замену: 0=(ж 2- 1 ) ''’з г 2, ж= 

=  (1—02) ~'Л. Тогда давление в отраженной волне определяется выражением
л  г у ( е м е

8 л 2 [  ( 1 —0 2) Л[ ( 1 - 0 )* ctg д - е ]  [ c , i - 0 z ' -  ( y ' + i l )  ( 1 - 0 *)*] +К' С‘

Здесь V (0) = [ш 0 —(02—а 2 ) ,/г]/[ш 0 + (0 2 —а 2)'Л] , 0 < 1 - и 2 ^ а 2<1,

lim ( 1 —0 г) 'Л= —£0 , И ш (0 г- а 2) ‘/’= 0 . (13)

Контур L о состоит из петли, охватывающей точку 0=1, отрезков, идущих 
вдоль мнимой оси, и полуокружности бесконечного большого радиуса 
(см. фиг. 2 ).

В формуле (12) 0 1 ,2,3.4 1, ± а  — точки ветвления. Проведем разрез от 
— 1  до + 1  ниже действительной оси, тогда 0 5= c o sp  будет полюсом, 
а 0 е= —cos р  лежит на другом листе 
римаиовой поверхности.

Наконец, корни уравнения

C it —Q z ' = ( y ' + i k )  (1—02)'А. (14)

также будут полюсами. Как показывает 
детальный анализ, корни этого уравне­
ния, лежащие на выбранном листе ри- 
мановой поверхности (см. (13)), суть

е ;= [с 1̂ , +  (р/+ а )  ( R * - c s e y ' ] i R \
(15)

p '> 0 , t > z ' ! c u X < ( y ' 2+ z ' y \

0̂ [ c j z ' - i y ' + i k )  (R2- c X ) ' h] IR \
Ф иг. 2.

(16)
y ' < 0 , t > z  /с,.

Здесь R 2= ( y ' + i X ) 2+ z ' 2, а корни следует понимать в следующем смысле: 
когда R < ?* a y '2+ z n > c X ,  то реальные части корней в выражениях (15),
(16) положительны, а когда R 0z< c {2tzy то как для случая у '> 0 , так и для 

случая у ' < 0  решение представляется в виде

0 , = [ с Х + 1 ( у ' + а )  { c X - R zy ,l) l R \  Re(c12i2—Д2 ) 7,> 0 . (17)
Из анализа уравнения (14) следует также, что при C i t < z '  полюса ле­

жат на другом листе римаиовой поверхности, особенностей внутри конту­
ра Ь 0 нет и интеграл (12) обращается в нуль. Укажем далее, что при 
# '> 0  полюс 07 (см. формулы (15), (17)) лежит выше действительной 
оси внутри контура Le, а при у ' < 0 07 (см. формулы (16), (17)) лежит 
внутри контура ниже действительной оси. Вычисляя далее интеграл (12),
получаем окончательный ответ:

i
Ротр = - I

AF(07)
4л [ ( 1 - 0 , 2 ) * ctg | i —07 ]  [ ( y ' + i k )  0 ;  z '  ( 1 - 0 , 2) ч- ]

+к. с. (18)

где 07 определяется выражениями (15) —(17).
Таким образом, для давления в отраженной волне получается точное 

вьтражепие в элементарных функциях. Представляет интерес здесь при-
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вести формулу для случая начального возмущения, сосредоточенного на 
прямой линии, удаленной от границы па расстояние Z, т. е. для правой 
части уравнения (2 ), имеющей вид

А

л  Х 2+ у ‘
a ( * - i ) 6 (o .

Для этого случая, как легко видеть выражение (18), следует умно­
жить на — дт/ c i  и положить р = я /2 . Таким образом:

Р о тр

V  (8 7)
к. с.

4л с ,  УД,2 —с / * 2
Д 1= У » , + * "

е , - - - - - - - - - - - - ^ - - - - - - - - - - . у >  о -

Проанализируем формулу (18) в простом предельном случае 1 = 0 .  
Пусть ? /> 0  и точка наблюдения лежит вблизи границы, т. е. z -* -0, тогда 
выражение для поля отраженной волны упрощается:

Р о тр

A F ( 0 7)
А л  [ (1—072) Vactg р 0 7 ] ( y ' + i X ) Q ’

+  к.с., е7=  [ 1  - c f f / w + a y ] Ч2

(19)
До момента t < U =  min ( t u t2) { t i = y  sin p/c,, t2= y / c 2) иоле отраженной 
волны и при Х -> 0  исчезающе мало. В этом случае в выражении (19) 
фактически стоит сумма двух комплексно-сопряженных мнимых величин. 
При t > t Q появляется поле отраженной волны. Здесь следует различать 
два случая: tt< t 24 sin р < c j c 2 (угол падения меньше угла полного отра­
жения) и sin р > с ,/с 2 (угол падения больше угла полного внутреннего 
отражения). Рассмотрим сначала случай s in р < с ,/с2. Выражение (19) 
имеет особенность при Х -+ -0 . Для ее выделения необходимо в сомно­
жителях, не имеющих особенности, положить 0 7=cos р и пренебречь там, 
где это можно, выражениями порядка X  (Л-*-0). Выражение c ^ c tg p — 
— [ ( y + i % ) 2—C i4 z ]'h следует разложить по степеням X. Опуская простые 
вычисления, получим

р<пР= ( Ч г ) А У ( с о 8  р)б(г/—c,£/sinp), Х -+ 0 ,  t-+ -tu t i < t 2. (20)

Исследуем случай sin \ i > c j c 2 ( t i > t 2) .  При t < t 2 Im  У(07 )~Я, и, посколь­
ку поле ~  (&У (07 )+ к .с .), то возмущение в этом интервале времени мало 
(P otv~ X ) .  При t > t 2 коэффициент отражения комплексен, а поле отражен­
ной волны, возбуждаемое краем сосредоточенного плоского начального 
возмущения, становится: отличным от нуля. Это связано с тем, что от края 
плоского начального возмущения распространяется цилиндрическая волна, 
при контакте которой с границей возбуждается боковая волна (t2 — мо­
мент прихода переднего фропта боковой волны). Выражение для поля 
боковой волны легко найти из формулы (19)

А
Ротр==~

sin Q = C i t / y , cos 0=

Р отр

ттъ (sin2 0 —д2)г\Ъ

2 л у  (m 2 cos2 0 + sin 2 0 —д2) (sin 0  ctg p—cos 0 )
(1—c 2t2l y 2) 4% t2< 1 < t {. При получаем (^-*0)

A  m 2 cos2 p—sin2 р + д 2
= -X---------г---- ----Г — 7----- — 8 ( y - c i t f sin p) -

2  n r  cos p r s i r  p —i r

(21)

A  Ctt ctg ц— ( у г—с хЧ 2) 'h

2 jt [ c ,t  ctg ( y 2- c X )  4' Y + X Y  ( y * - c t4 * ) -*
m (sin 2 |д,—гг2) Va

• t ' *' ... * .. .. Ш

( m 2 cos2 p+ sin 2 p—д2) cos p
Из формулы (22) следует, что отраженное волновое поле представляется 
в виде двух частей: сосредоточенного возмущения, описываемого 6 -функ­
цией, и распределенного возмущения, описываемого вторым слагаемым.
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Фиг. 3.

Укажем, что аналогичная ситуация имеет место и при отражении сфери­
ческого импульса [ 8 ]. Если использовать выражение (22) как функцию 
Грина для начального распределения давления произвольной формы, то 
очевидно, что это распределение должно описываться непрерывными функ­
циями координат (поскольку формулу ( 2 2 ) следует понимать как интег­
рал в смысле главного значения при c {t ctg р— ( у 2—Ci2£),/a-»-0). Это озна­
чает, что для начальных полей, у которых крутизна фронтов растет, от­
раженная волна будет логарифмически расти в соответствующей области. 
Отметим, что указанное замечание справедливо и для отражения сфери­
ческих волн.

В отличие от случая отражения плоского импульса, который находит­
ся в контакте с границей все время (—ос<^<оо ) 1 «предвестник» имеет 
конечную длительность M = t x—tz= y / c l ( s in  р—с,/с2). При t -* -y /C i в выра­
жении (19) для ротр имеется особенность типа ( y 2—c i 2t2)~ ',,1 что соответ­
ствует отражению цилиндрической волны, возбуждаемой краем началь­
ного возмущения.

Остановимся коротко на описании нолей в области у < 0. В этой обла­
сти первой в точку наблюдения приходит боковая волна, затем цилин­
дрическая, а плоской волны здесь нет. Приведем выражение для боковой 
волны:

Л  m  cos G (sin2 0—гс2) 7*
2 л  (cos 0  ctg p+ sin  0 ) { n r  cos2 0 + sin 2 0 —n2) { y 2—c 2t2) 4t'

sin 0 = c,£ /|y |, cos 0 =  ( 1 —с %Ч г1 у г) \  \ y \ / c t< t < \ y \ / c i .  Положение возмущений 
в пространстве иллюстрирует фиг. 3 (Х-^0). Прямые 1 ,  2  определяют со­
ответственно положение падающего и отраженного сосредоточенных плос­
ких возмущений. Полуокружность 5  определяет границу цилиндрического 
возмущения, обязанного краю плоского начального распределения. Пря­
мые 3  и 4  изображают границу области существования боковой волны.

В связи с фиг. 3 заметим, что в случае c2 >c,/sin  р (угол падения боль­
ше угла полного внутреннего отражения) можно считать, что локализо­
ванные в полосе z = 0 , \ y \ ^ c tt, источники, связанные с цилиндрической 
волной, изменяясь во времени, излучают распределенное поле в нижпей 
среде, граница которого y = c 2t. Кроме того, с источником, координата ко­
торого y = C i t / s i n  р (плоская волна), связано квазистатическое поле (z< 0 ), 
которое также дает вклад в распределенное возмущение. Именно эти поля 
и дают для z> 0  боковую волну (в частности, границы области локализа­
ции этой волны, как это и должно быть, наклонены к плоскости z= 0  под 
углом Маха, sin а = с,/с2). Если c2 < c,/sin  р, то при z> 0  области локализа­
ции возмущений аналогичны изображенным на фиг. 3 с тем отличием, что 
точка c,£/sin р лежит справа от точки c zt, т. е. в этом случае боковая волна 
приходит позднее, чем плоская. Так как для второй среды (z<0) скорость 
сосредоточенного источника, расположенного на прямой, движущейся с 
постоянной скоростью Ci/sinjA в направлении оси у , больше скорости вол­
ны с2, то его излучение в области z< 0  будет сохранять характер сосредо­
точенного возмущения. Его можно найти непосредственно, записывая па­
дающий, отраженный и прошедший импульсы в виде p = f ) ( t —у  sin р/с,+ 
+ z cos p/cj), РотР= К 6 (£-// sin р/с,—z cos р/с,), p np = W b { t —у  sin р/с2+
+z cos p/c2) . Используя граничные условия (4), (5), легко находим для 
V ,  W  соотношения, отвечающие формулам Фрепеля; sin p i= c 2 sin p/cf.
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Как угол отражения, так и угол преломления равны маховским углам 
для источника, образованного линией контакта падающей волны с грани­
цей и движущегося вдоль границы со скоростью c j s i n  \ х > с 2. Аналогичная 
трактовка закона преломления была предложена Хевисайдом [И ].

Как уже отмечалось, в случае, когда указанный источник движется 
со скоростью с, sin |х<с2, излучение Маха во второй среде отсутствует 
(поэтому в этом случае нет и сосредоточенного прошедшего поля). В пер­
вой же среде есть излучение Маха этого источника (опо образует сосре­
доточенную отраженную волну). Качественно описанное явление имеет 
место и для сферических и цилиндрических импульсов, где только в слу­
чае, аналогичном с,/sin |х<с2, благодаря зависимости источника от време­
ни появляется распределенное излучение во второй среде, которое и дает 
боковую волну в первой среде.
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