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ПРЕДЕЛЫ ПРИМЕНИМОСТИ
ДВУСТОРОННИХ ЭКВИВАЛЕНТНЫХ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ

В СЛУЧАЕ ШЕРОХОВАТОЙ ГРАНИЦЫ

Ж у к  I I .  I I . ,  Т р е т ь я к о в  О. А.

Сравнением приближении Крейчкана и Бурре для эквивалентных 
граничных условий найдены пределы применимости последнего.

Реальная поверхность раздела сред никогда не бывает идеально ров­
ной, а всегда имеет неровности (шероховатости), которые в ряде случаев 
можно описать посредством простых вероятностных моделей [1J. С фор­
мальной точки зрения наличие шероховатостей приводит к необходимо­
сти уточнения традиционных граничных условии для волнового поля на 
границе раздела, которые в задачах акустики жидких сред заключаются 
в непрерывности давления и нормальной компоненты скорости. К настоя­
щему времени эта проблема решена в фундаментальных работах [2, 3], 
где получены эквивалентные граничные условия для среднего волнового 
ноля на границе раздела однородных сред, которые в работах [4, 5] обоб­
щены на случай слоистых сред. В теории многократного рассеяния раз­
личные приближения для эквивалентных граничных условий заключают­
ся в учете определенной совокупности рассеяний ноля на шероховатостях 
границы.

Цель настоящей работы — исследование пределов применимости ши­
роко используемого приближения Бурре для этих граничных условий.

Приближение Бурре учитывает некоторую бесконечную последова­
тельность рассеяний на граничных возмущениях; более обширная после­
довательность учитывается, например, приближением Крейчнана [1]. 
Возможность перехода от более точного приближения Крейчнана к при­
ближению Бурре может служить критерием, определяющим пределы при­
менимости последнего.

Пусть жидкая или газообразная среда без вязкости, безграничная по 
горизонтальным координатам х , у характеризуется плотностью [x(z) и ло­
кальным волновым числом k ( z ) y а среднее монохроматическое волновое 
поле описывается скалярной функцией u(R), R=(x ,  у , z). Вне источни­
ков эта функция связана со скоростью v частиц среды и давлением р 
соотношением v—\Ju/ц, р = ш и  и удовлетворяет уравнению (|xV(l/p)V +  
+Kl)u (R )=  0. При z= 0 расположена плоская в среднем граница раздела 
сред 2(z>0) и l ( z < 0), характеризуемая гауссовыми статистически одно­
родными шероховатостями с дисперсией с и коэффициентом корреляции 
ИЦг), г=(х, у). Для пространственных гармоник среднего поля 
u(z, х)ехр(mr), где х = (х х, ху) — волновой вектор, двусторонние эквива­
лентные граничные условия на средней границе имеют следующий вид:

при {ц}=0. Здесь u=u(z , х ); фигурные скобки означают разность заклю­
ченной в них величины при z=  0 со стороны сред 2 и 1. Коэффициенты

(1)

при
и {du/dz}=Au, {гг} =0 (2)

197



A i . . .  F, А, которые зависят от x и учитывают наличие шероховатостей., 
в приближении Бурре получены в работе [4]. Пользуясь случаем, испра­
вим допущенную авторами ошибку —в формулах (9), (И) ,  (14) этой ра­
боты вместо оператора V всюду должен фигурировать оператор V*.

Ограничимся для простоты неограниченными по z однородными сре­
дами с вещественными постоянными параметрами i и кг, i (к2̂ к Д 
при z^O. Положим, что шероховатости почти изотропны с характерными 
размерами вдоль осей х , у: lx—ly=L

Примем сначала, что параметры р2( i обеих сред различны:
В приближении Крейчнана коэффициенты Л, . . .  F из формулы (1) явля­
ются решением системы нелинейных интегральных уравнений:

, . , ■. . , f dy.'W(x')
=Ь4|,2( х) =  ш J 

в ы = - в * 1

А (х—х ) [р2(1+^1 /'’+ £ .)  - p i  ( i - i f i F - E i )  ]piy,

сЫ' W (h ')
А (х—х')тг\ Рг(—  -  t iB + U i)  + Д  —  -" f2S+ji42)l ; 

) L x Hi 7 '  H* /J
, . f dx'VF(x') 

± £ , 2 ( x ) = o -  J . , т г  [^2( l+ ^ i)  + 71 ( l—̂ г) Д( х—x ) (3)

AC
Коэффициенты 41, 2, под интегралами зависят от х', W(x)  =

=  (2л )- 2 J  W  (r)exp(—i%r)dr— спектр шероховатостей Д (х) =Д 0(х)+Д , (х ); 
До (и) =Т * (х) /  Mi+T2 (х) /jxo; Д1(х )= г(Л 1(х )+ Л 2(х )) - (^ .(х )+ 'у 2(х))В (х) +

+ T 2 ( x ) S i ( x ) / p 2- - T i ( ^ ) S 2 ( ^ ) / P i + i { — }  Ti ( х ) Т 2 (тс); ‘Yil2(x )  =  (A1, a - x 2) Vs»
Р

Im Yi. 2̂ 0. Возможность пренебрежения лод интегралами в формуле (3) 
коэффициентами A {. . . F ,  по сравнению с остальными величинами опре­
деляет пределы применимости приближения Бурре в рассматриваемом 
случае. Для предельных значений параметров /с1( 2Z и углов скольжения 
ф|, 2 в 1-й и 2-й средах, определяемых соотношениями 7, (х) =А\ sin if /, 
x=ki  cos я|;., / = 1, 2. в результате асимптотических вычислений приходим 
к следующим требованиям: для мелкомасштабных (/сЛ<1) неровностей 
(o/Z)2< l ,  (fc2a)*« l.

В случае l \ K  1, Ы » 1  в области углов скольжения I (области всюду 
нумеруются по мере убывания угла 0<я|.ч^л./2 и соответствующего воз­
растания величины 1К:х</с2), где |я /2—ф2|<l/2/c2Z, требуется, чтобы 
xo2/Z< 1, (й2а )2<1 при k2l>\i2l[ii и (к2а)2<  1 при /c2Z<|a2/|Xi. Неравенства
k i l^ i iz lp ! эквивалентны здесь условиям &,г|(—0, x)Z«;l, где ц{—0, х) =  
=^,(х)р .2//с2р, — входной импеданс гладкой границы z= 0  со стороны 
z = —0. В области углов скольжения II: |зх/2—̂ 2|>2//с2/, ф2>1 /УкЛ при­
ходим к неравенству (a"fi)2< l ,  а в области III: 0<i|)2<l/Vfc2Z — к усло­
виям xo2/Z< 1, |o^i|2< l  при V&2Z| fii/j-Ц. Неравенства Vfe2Z< Ц|/|х2 эквива-
лентиы здесь требованиям |r)(+0, x) | ^1/Vfc2Z, где г)(+0, х ) = ,у2(х )р 1/ 
/fe,(.i2 — входной импеданс гладкой границы z= 0  со стороны z= + 0  верх­
ней среды.

Для крупномасштабных неровностей (/cfZ> 1) в случае близких акусти­
ческих свойств обеих сред: А к К  1, Дк=к2—к1 (это неравенство эквива­
лентно требованию г|‘1о,<1/УZc2Z, где i|)tot=arccos k j k 2 — угол полного внут­
реннего отражения) в области углов I: /Vft,Z имеем (о^,, 2)2,с1 , а в
области II: 0<я|)2<1/У&2Z — ха2/7<1. __

Для случая A’,Z>1, ДЫ>1 (последнее означает, что я|з,0,>1 /1/к;1) полу­
чаем неравенства в областях углов I: J lp^ i / k j— (<rf2)z<̂ l ;  II:
<1/У/с,/ — ха2/7<1 при УДkl | ( р 2/ц1) Уk j k z (последнее эквивалентно
здесь соотношениям ц{—0, x)<l /yfctZ. В области III: | | » 1 VЛ:,/г
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*|)2> 1 1к21 получаем условие |crfi|2< l t а в области IV: 0<г|?2< 1 //^  должны 
выполняться требования xa2/ /< l ,  |o"f»[2<1 при Pi/l-ь (последнее
эквивалентно условиям |r |(+ 0, х)

Заметим для ясности, что при (Хф2< я /2  соответствующий угол Ф1 
является вещественным: (Х\]'1< л /2 для и чисто мнимым:
lm  ф,> 0  для 0<ф 2<фчоь углы скольжения в обеих средах связаны обыч­
ным законом преломления cos ф1=&2 cos ф2.

Полученные здесь оценки но своему физическому смыслу совпадают с 
известными результатами для односторонних задач [1]. Так, для мелко­
масштабных по отношению к параметрам обеих сред (к2К  1) неровностей 
условиям применимости приближения Бурре является пологость неров­
ностей: (a/Z)2< l .  Для крупномасштабных по отношению к параметрам 
обеих сред (&,/>!) неровностей различаются случай крутого падения в
обеих средах: ф.М/У/с,/ (либо |г|),|>1 /Vfc,Z, если ф, мнимо) и ф2» 1 /Т Ы  
где требуется малость параметров Рэлея для каждой из сред: (о^г)2<1, 
|о^ ,|2< 1, и случай скользящего распространения по крайней мере в
одной из сред: 0<г|Ь2̂ Ц У к 21, либо |ф ,|<  1/УА:,/. В этом последнем случае 
наряду с малостью параметров Рэлея требуется выполнение условия 
xa2/Z< 1, означающего, как известно, малость высоты неровностей по срав­
нению с зоной Френеля однократно рассеянного поля.

Двусторонняя постановка задачи подразумевает существование поля 
в обеих средах, в том числе и в той среде, в которой иоле при импеданс- 
иой формулировке задачи игнорируется. Полученные нами пределы при­
менимости приближения Бурре для двусторонних граничных условий 
учитывают ограничения, проистекающие из этого последнего обстоятель­
ства. Например, если источники поля расположены в I, нижней среде, не­
возмущенная задача для волнового поля в этой среде допускает импе- 
дапсиую формулировку при выполнении условий |Wmi> 1»o kjk t» l ,
l izkJihfa^l ,  когда импеданс rj(—0, х) нс зависит от х и | ц(—0) | < 1. 
В этом случае дополнительные по сравнению с обычными для импедапс- 
ной задачи [1] ограничения являются более жесткими. Так, требование 
(072) 2<1 при изменении угла скольжения ф, в пределах (Х ф,<1я /2 при 
этом значительно сильнее требования (<J7i)2< 1, возникающего в односто­
ронней импеданс ной задаче.

Отметим, что в силу первоначального предположения получен­
ные выше оценки не являются равномерными по разности \х2—\хл и не 
.допускают предельного перехода

Если параметры ц2, i обеих сред одинаковы: p2= pi, то коэффициент 
Л (к) из формулы (2) в приближении Крейчнаиа удовлетворяет ин­
тегральному у равн е ни ю:

iA (х =  (vo)2j
d y 'W  (х—х')

v —k i —k*. (4)

Приближение Бурре для Л(х)  справедливо, когда этот коэффициент пре­
небрежимо мал по сравнению с остальными величинами в знаменателе 
подынтегрального выражения (4). В результате качественных оценок 
приходим к следующим ограничениям: при /с2/ < 1— (ov/)2< l ,  при kj<.  1, 
к21>1 во всех трех характерных областях углов скольжения, определен­
ных выше, приходим к неравенству (/г2а)2<  1.

При А:,/>1, Д/с/-c l  получаем следующие неравенства: в области уг-
G2

лов I — |ДА:а| sina|?|2< l ,  II — к —  (Ак1)2<1 (здесь к=к2̂ к и *ф=ф2—фО.

При /»:,/>], Д/*:/>! искомые условия записываются в следующем виде: 
в области углов I — (ov)2< ( 7,+ 72), которые выполняются, если 
(ДАго/sin ф2)2<1. II — (gv)2< 722 при a2v < l;  III — (av)2< | 7,+ 72|2 при 
a2v <  1, IV — (gv)2< | ,Yi |2 при o?v < 1.

Для оценки пределов применимости приближения Бурре в рассматри­
ваемом случае можно воспользоваться также теорией возмущений в фор­
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ме, изложенной в работе [1, с. 74—75]. Результирующее неравенство* 
имеет вид

av/[ (/с,2— (х+1/Z)2) ,/г+  {кгг— (х+1/Z)2) ,/а]« 1  (5)
и аналогично соотношению (5.38) упомянутой работы. Для разобранных 
предельных случаев отсюда получаем неравенства, приведенные выше. 
Отметим, что условие (5) выполняется тем лучше, чем ближе акустиче­
ские свойства обеих сред, а именно при v-Ч) граница раздела 2=0 стано­
вится все менее резко выраженной.

Исследуем теперь для описанной выше плоской в среднем границы 
раздела безграничных однородных сред изменение входного импеданса 
6г)(±0, х) под влиянием шероховатостей. В отличие от шероховатой им- 
педанспой поверхности, бывшей предметом исследования в статье [б], 
в нашей задаче добавка 6ц к входному импедансу границы раздела 2=0 
со стороны одной из сред — ее для определенности назовем исходной сре­
дой — в общем случае зависит от взаимодействия поля, рассеянного на 
неровностях в другую среду (которую далее будем называть соседней по 
отношению к исходной среде), с полем в исходной среде.

Прежде чем пояснить это, сделаем отступление относительно угловой 
ширины индикатрисы рассеянии в различных ситуациях. Как известно, 
индикатриса рассеяния па шероховатостях пропорциональна величине 
W ( x a—х<), где х., — волновой вектор волны, рассеянной в направлении 
а х, — волновой вектор падающей волны. Пусть волновое число среды, 
в которой рассматривается рассеянное поле, равно к. Для мелкомасштаб­
ных неровностей ( к К  I) при условии х ,/<  1 рассеяние происходит в вол­
ны, для которых кЛ< 1. Определяя угол скольжения ф обычным равенст­
вом х = й  cos ф, можно, следовательно, утверждать, что для этого случая 
углы скольжения рассеянных волн занимают отрезок вещественной оси 
0< 1|)я< л /2 для распространяющихся волн излучения и отрезок мнимой 
оси Rei|)e=0, 0^1 m -ф.<1п 1/kl — для пераспрострапяющихся воли, экспо­
ненциально затухающих при удалении от границы раздела. Определим 
для этого случая угловую ширину индикатрисы рассеяния Д равенством 
Д=1п(1 /к1). Для падающего поля при xfZ>l рассеяние происходит в 
основном в перасиростраыяющиеся волны, для которых |х«—xs|Z<l. Угло­
вая ширина индикатрисы рассеяния в этом случае равна: A =l/x ,Z <l. 
В случае крупномасштабных шероховатостей (kl> 1) для падающего поля 
с волновым числом 0<х*</е наибольшая ширина индикатрисы рассеяния 
равна: Д=1/Уй/ — при скользящем распространении. Рассеяние при этом 
происходит в осиовыом в ^распространяющиеся волны излучения.

Обозначим далее параметры исходной среды ц, к , а соседней — ua, ка,
о  о  о

так что ц = 70ц/Л:рп; г]а=ЧЦа/й«ц., где т) и ца — входные импедансы гладкой 
границы 2=0 со стороны исходной и соседней сред, ^(х) = (кг—х2) \  
^а(н) =  (ка2—х 2)7*. Тогда для соответствующих предельных случаев вы­
ражение для добавки 6г) имеет следующий вид: при xZ<l, | ,у/|2< 1, когда 
неровности в исходной среде мелкомасштабные ( к К  1),

кг\1-+0.

Если | yZ|2» xZ, 1 (что предполагает крупномасштабпость неровностей), то

6rj =

o ^ ( f - - k 2yy)/k, |фа|>Д«;

o ' f / k ,  | ф а  | « 1 / V W ,  I rj„| > 1 / 1 / k a l ;

к L ца '  ц ; V2xx J

(7)
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Если же х /> 1, (4/)2, то

—*П*о* J W ( х )  У2хх' dx', | яра | > Да, 11] | >1 /У/cZ;
о 7 \ 2

Л У 2 х х '
с /х ',  I фа | > Д а, I 1]  I < l/V /c Z ;

бг)

А(Ц-Ц/Ца) У 2 У. у /

(8)

[ (хх7)2—2хх'уа2/ (х)

ц /ц «  ] <*х', | Яря | <  1 /У  Ааг.

В формуле (6) легко узнать добавку к импедансу ц поверхности с мелко­
масштабными неровностями [6 J; первая из формул (7) дает добавку для 
импедансной границы и крутого падения, а первые два выражения (8) — 
для этой же границы и скользящего распространения. Последнее выра­
жение (8) и два последних в (7) аналогов в теории рассеяния волн на 
импедансной поверхности не имеют.

Таким образом, как видно из перечисленных выше формул, сущест­
вует следующая закономерность; если угол скольжения прошедшего в со­
седнюю среду поля больше угловой ширины индикатрисы рассеяния в
этой же среде, то добавка 6ц к входному импедансу ц границы раздела 
2=0 со стороны исходной среды дается теми же выражениями, что и во
задаче для импедансной поверхности [6] с невозмущенным импедансом ц, 
хотя в нашем случае граница раздела 2=0 отнюдь не предполагалась им-о
недансной в отношении ее физических свойств. Например, величина ц в 
общем случае не является малой по сравнению с единицей и зависит от 
волнового числа х.

Качественно иные выражения для 6ц получаются в противоположном 
•случае, когда углы скольжения прошедшего в соседнюю среду среднего 
поля малы по сравнению с угловой шириной индикатрисы рассеяния в 
этой среде (заметим для ясности, что величина Ай сравнивается с |*ф«| 
если этот угол является мнимым). В этом случае на формировании добав­
ки 6ц существенным образом сказывается взаимодействие рассеянного в 
-соседнюю среду поля с полем в исходной среде.
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