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ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ ОТРАЖЕНИЯ 
И ТРАНСФОРМАЦИИ ВОЛН НА ГРАНИЦЕ ЖИДКОСТИ 

И ТВЕРДОЙ НЕОДНОРОДНОЙ СРЕДЫ

К оваленко  Г . ГГ.

Определены коэффициенты отражения и преломления акустической 
полны на границе жидкости и твердой среды, слабонеоднородной по глу­
бине полупространства. Расчет выполнен в высокочастотном приближе­
нии для случая одной точки поворота продольного и поперечного типов.

Получение приближенных явных выражении для коэффициентов от­
ражения и преломления акустической волны в неоднородной среде связа­
но с использованием априорной информации о свойствах неоднородной 
среды и частоте колебапий. Так, в работе [1] из общего представления 
для коэффициентов выводятся приближенные явные выражения для вы­
соко- и низкочастотных колебаний при отсутствии точек поворота. Нали­
чие последних и их взаимное расположение существенно влияют на ал­
горитм интегрирования системы дифференциальных уравнений с пере­
менными коэффициентами. Так, при одной точке поворота продольного 
или поперечного типа решение уравнений строится с использованием 
функций Эйри — Фока, при двух точках поворота одного типа используются 
функции параболического цилиндра. Г1о-видимому, невозможно сочетать 
практическую полезность выражений для коэффициентов отражения и 
преломления с их пригодностью для любых неоднородных сред, парамет­
ры которых являются гладкими функциями одной из координат.

Ниже рассматривается твердая упругая среда, параметры Ламе л, ц и 
плотность р которой являются гладкими функциями координаты z — глу­
бины полупространства, запятого средой. Векторное уравнение движения 
такой среды имеет вид

£YVu—р VX V X u+//izVu+p/ (?гХ VXu+2u') =pii,

£=Х+2р,

где и — вектор смещений, V — оператор Гамильтона, штрих означает про­
изводную по z, а точка — производную по времепи, Ь — единичный вектор. 
Предполагая движение среды двумерным, зависимость от времени гармо­
нической, ищем вектор смещений и в виде u = P (a , z)exp(iax+iu)t), и=  
=  («*, uz), Р(се, z) =  (Pi (a, z), Р2(а, z)), где а  — параметр, <о — частота ко­
лебаний. Искомые функции Рп удовлетворяют системе двух дифференци­
альных уравнений второго порядка, которую запишем в векторном виде, 
перейдя к уравнениям первого порядка

Y '= (aA +B )Y , Y =(P ,, Р2, Р3, Р , ) \  (2)
где
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^n2= ( |x /p ) f -n, Л -ZY /a.

Верхний индекс т означает операцию транспонирования. Обозначим через 
Yb Y2 два линейно независимые частные решения системы (2), ограни­
ченные при Z-*°° Y„=(P,„, Р2п, Psny Pin)- Тогда u= [C (a)Y i(a , z) +  
+ D (a)Y 2(a, z) ]Хехр[*(а;г+со£) ], где C (a), D{a) находятся из граничных 
условий.

Потенциал падающей и отраженной акустической волны в жидкости, 
занимающей верхнее полупространство, запишем в виде

Ф =  [ехр(—zcos cp)+F exp (z cos cp) ] exp (i kx  sin <p), (3)
где к=ы/с — волновое число в жидкости, с — скорость звука, ср — угол меж­
ду нормалью к фронту волны п осью z, V — искомый коэффициент отра­
жения акустической волны. В плоскости z = 0 выполняются такие гранич­
ные условия

Ог=-р.со2Ф, oxz= 0, дФ/дг=й1у (4)

q i z= i — o zv l~2, q i 2= l - o 2iV 2, P3=iPi7a, o=coa \

где ог, о« — компоненты тензора напряжений. Используя закон Гука и 
условия (4), выразим Vy С и D через Р*п:

где

V~QiQt- \  C=2p1(iP22-P з2)(?2“^

; ; D=2pi(P3l—iP2i)Qz~l,

Qn= k  cos фЯ-/с4р ,р -1Й (—1) ", Й = Р 22Р31—PiiPny
Я=^Д43+ (7 -2 )Д ,2+*(тД«+(Т“ 2)Д13),

где р, — плотность жидкости, принятая постоянной, а

A«n=(PmiPn2~P«2Pnl) (“ I)"- (6)

Явный вид Ртп можно найти только приближенно. При этом метод опре­
деления и сам вид Ртп зависят от наличия точек поворота системы (2). 
Под точкой поворота здесь понимается значение z, при котором меняется 
кратность собственных значений =Fg„ матрицы А. Полагаем, что они рас­
падаются на две пары чисел ^ q \ y такие, что qx^qz, если о > 0. Как по­
казано в работе [2], при выполнении указанного условия существует глад­
кое невырожденное преобразование Y=77X, приводящее матрицу А к ква­
зи диагональному виду:

Г " 1 А Т  =  || Н ХУ Й 2 

0 1
=  //,

н п =
Яп2 о

Т  =

- 1 0 0 1
0 •i — I 0
0 — 1 я-? 0

Яг4 0 0 — i

О)

Вектор-столбец X удовлетворяет уравнению

Х '= (а  Н +К)ХУ (8)

где К = Т -ХВТ—Т-'Т'.  Далее предполагаем, что скорости продольной у, и 
поперечной и2 волн возрастают монотонно при z<zm, а при z>zm они по­
стоянны. Считая, наконец, что vx(0) < v2(zm)у замечаем, что для 
^ (щ (0 ), v2(zm)) найдется такое z, притом одно, когда o=vn(z)y откуда и 
находятся точки поворота zon соответственно продольного и поперечного 
типов.

Систему уравнений (8) решаем методом эталонного уравнения, пред­
ставив X в виде ряда <ю

Х =  X iM zJ a -'W , ( 9 )
V— 0
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где
W W

I a' v, < 1 - W - I W *  W%V Wn =  I -  - I .

WVl= 2 g t  91(a*'.0n), И'',,, =  aV‘
l^ n '

en = ( y  S K ( x’ a) lda')  ’ sign | z — zon |.

/ в п
-  в2 (a'/»0„),

0»

Здесь 5V — искомые матрицы, Э,, Э2 — функции Эйри — Фока. Учитывая, 
что матрица W  является фундаментальной для векторного уравнения и'= 
~ ( а Н + а ~ 1М ) у ,  | а | > 1 ,  М = \ \ М „  М 21|,

Tn =  ltn'7l|)„, lpn=(0n, )"V%

подставим (9) в уравнение (8) и приравняем слагаемые при одинаковых 
степенях а. Тогда получим S 0H—7/50=0, S J I -H S t^ K S o —So', Sm+1tf— 
—[fSm+l—KSm— S m\  m = ly 2, 3 . . .  Первое уравнение имеет общее
решение

Со Ъ о
М г2 со

где а0, &о, с0, d0 — произвольные функции. Они находятся из условий раз­
решимости следующего уравнения:

t r (KSo-S9') =0, t r ( t f (KSo—So')) =0, (10)
где символ tr означает след матрицы [3]. Условия (10) дают: d0=&n=0, 
Яо=Со=У (ро/р). Решая второе уравнение, получим

&i Лх 0
/1 0 Л2
Ях 0 &2 2̂

tt 0  Я  2 / 2  #2

Ро =  Р (0)

где а„, — произвольные функции, которые находятся из условий разре­
шимости уравнения для S>. Они записываются аналогично условиям (10) 
п дают а п=У рор-1,

_ _  г

9n"‘(2) I  (е2+ е '+ г„)qn (z)d z ,  г = ^ - - ~ .
2  ' ' Р  „ о 2Р  2 р

Итак, матрица S t определена полностью. Подобным образом можно найти 
и остальные матрицы. Однако ввиду возрастания громоздкости элемен­
тов следующих матриц ограничимся первым приближением, считая среду 
слабонеоднородной. С учетом изложенного выше фундаментальная матри­
ца решений системы (2) представится в виде

Y-УрЗрТ [ E+*--iytffrS t+ 0  (a-2) )W, (11)
где E — единичная матрица четвертого порядка, Т  и W  даны выше, а сим­
вол 0 { а " 2) указывает на порядок малости элементов следующих матриц. 
Первый и третий столбцы матрицы (11) дают приближенное представле­
ние элементов Ртп. Подставив их значения в формулы (5), (6), получим

Я=Яо+Я.-f О (а2), Й=Й0+Й1+0  (а2),
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(12)
Д о = ( 2 а 1 —k t ) *  W , W 2- 4 a 2W Y  W 2',

R , = 2 ( 2 a ' - —k S )  ( л , - п 2 ) ( W W . y + G W W S + G z W / W u

Gn=b n (2as—Aj2)1—4a‘/»-«; «=1,2 , Q ^ W tWt'-,
0 ,.-И V W 7M -W W 2(n,+ /,).

В зависимости от угла падения ф выражения для V, С и D можно упро­
стить. Покажем это на примере коэффициента отражения V. Пусть снача­
ла ф е(агсзт(с/г;„), л/2). Для определенности положим, что с<иг. Тогда 
из соотношений

sin 9= (c/i;1)sin (p,= (c/i;2)sinq)2, а* & „зтф п, A:n=(o/y„, (13)
где ф„ (л=1, 2) — углы, образованные нормалями к фронтам продольной 
и поперечной волн и осью z, следует, что оба угла ф„ будут комплексными. 
К функциям Эйри — Фока применим дебаевскую асимптотику

•

Э,„=[д,Г1'1(0<о )+ О (а - ,)]ехр ( - a  J  q„(z,a)dz) ,
-од

3 i n'= = - [ g n ‘', ( 0 , o ) + O ( a - 1) ] e x p (  - a j  gn ( z , a ) d z ) . (14)
z0n

Подставив выражение (14) в (21) и выполнив преобразования, получим
тг hl- g i+i(h2- g 2)

где
h i + g i + i { h t + g 2 ) '

(15)

Pi/г,=Д0*со8ф, ig2= — соэф,, ih2=kcosyRt, g t=p,p 1 (0) Q»,

/f0—COS2 2ф2 - Ъ и (0) COS ф, COS-1 ф28Н12 2фз,
/?i =  — 2 COS 2фг (JTi—Яг) ( f̂"Vj COS ф,+СОЭ ф2)+С , COS ф2+'у",/,С2 COS ФГ,

G n= b u cos2 2ф2—4 sin4 ф2/3-n, Q,=pip“l (0) [62Т‘ /л cos ф, cos ф2+ ni+/,].
Если отбросить поправочные слагаемые /?, и Q(, то формула (15) совпа­
дет после некоторых преобразований с выражением для F, полученным в 
работе [4] для однородных сред. В однородном случае |F |=1 имеет место 
полное отражение. Неоднородность среды приводит к изменению фазы 
отраженной волны. Приращение фазы ДЧГ, вызванное неоднородностью 
среды, находится по формуле

. 2 ( g t f h - h t g , )  , 2 A,ftАЧГ=  arctg ■ — —----- г---- г -  arctg —■ ,
h S + h S - g f - g S  g z  — h *

где второе слагаемое справа дает фазу отраженной волны в случае одно­
родной среды. Далее оценим модуль коэффициента отражения V .  Из вы­
ражения (15) находим

1-1  .> Q
1 1 (fe,+g,)4-(fta+g2) ’ ’

откуда следует, что | Е|<1. Если дальше уменьшать угол падения ф, то он 
достигнет значения ф—arcsin(c/vz). Тогда из зависимости (13) следует, 
что ф2=л/2, а фазовая скорость o=v2, т. е. имеется точка поворота попе­
речного типа. Поэтому дебаевскую асимптотику можно применить только 
к функции 3i. Выполнив преобразования, получим

V=VuV21-1
где

У„,= (Roi+Ru)kcos ф -  ( - 1 ) "р.р-1 (0) (Qoi+G„),
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я..=Э, (*.) -4  ( 1 - r 1 (0)) "1а-‘иЭг' (1,)у.2'+0 (а"*),
Q..'= [Э, (*.) + 0  (а-’1) ] А2  (1 - г  ‘ (0))v',

Д н = 2 (я ,-Я1) (УТ^рЭ* (i.) +Л.) +(гхЛ ,+ 0 2у 1 ^ Р ‘Эг(<.); 

Л ,«Э ,'(* .)а-*»е,'+0(а-*), С„=йп-4/з_п;

0 ..-Э Д 1 : : Г ГЛ,+Э,(*.) (Я.+/,),

t. -  ( 2  У-^-) 4  W )  -* I х-о (о—I». (0 )) а41,

х , '- —(ГГ, (!>,,)/)Ч,_<0.
Далее рассмотрим интервал (arcsin{c/Ui), arcsin(c/i>2). Здесь тоже при­

меним дебаевскую асимптотику, но с учетом того, что аргумент функции 
Эйри — Фока Э, становится мнимым. Записав У=У12У22~\ где Vn2 дается 
аналогично Fni с заменой индекса 1 на 2, имеем

floz^sin'FsCOs2 2ф2-4*Ут(0) |coscp,|cos (p2sin2cp2 cos WSJ

# 12= —2 cos 2ф2(я!—л 2) (cos ф2 cos Ч^+^соз <pt|sin Ч^) +
4"Gi cos ф2 cos 'F e"WG2|cos ф1 |sin Y e,

^ i2=ife21cos ф! |cos ф2 cos 4/ s+ (n 1+ /,)sin  xF e,
** :• -v  :• Г. Ло . :

Q02= ik l —  |созф, |sin Ws; Wt= a j  \q2{z1o)\dz.
P 0

Как и в случае однородной среды, коэффициент отражения V  является 
комплексной величиной, по модулю меньшей единицы. Приращение мо­
дуля и фазы, вызванное неоднородностью среды, можно оценить в первом 
приближении по формулам, аналогичным приведенным выше.

Пусть далее <p=arcsin (c/v4), при этом sincp4= l .  Отсюда следует, что 
о=г;,, т. е. имеется точка поворота продольного типа. Дебаевская асимпто­
тика применима только к функции Э2. После простых преобразований
получим F = У13К23~ \ Я03=  (2y“ 1 (0) — 1)2Э4 (£p)sin Ч** гМ У 'р1 (0) —IX
Xcos Ч ? ( t p )  х/ 't 1 (0), О0з= сг * sin ¥ ,Э /  ( t p )  х/, # 13= 2 (2^1 (0) -
—1) (я ,—я 2) (Л2 sin \Fe+3,(£p) cos xF e)+Gi8i (tp) cos y¥ B+G2A2 sin 4^,; Л2=
= а - ,АЭ / (tP)г 1 (0), Q i 3 = A 2ьгcos Ч'.+Э, (tP) (nt+/*)sin Ч'*, Gn=bn(2Г ‘X 
X (0) 1)2 4^2 (0) /з—n- В однородном случае здесь имеем У=1. Из приве­
денной выше формулы, также получается этот результат, ибо в случае 
однородной среды z02= 0, а поправочные слагаемые R l3, Qi3 исчезают, что 
и приводит к указанному результату.

Если <p<arcsin (c/vi), то оба угла ф1э ф2 действительны, обе функции 
Эйри — Фока имеют мнимый аргумент. Снова применив дебаевскую 
асимптотику, находим

V = V nV 2T\ #04=— cos2 2фъ sin Чг, sin 4f р—

-4У^(0)со8ф1 cos ф2 sin2 ф2 cos 4fs cos 4%, й 04= * 1  sin 4е*cos Ч'рСОБф!,

#i4=—2 cos 2 ф2(я1—я2) (V (̂0*)cos ф4 cos ^psin 4;,+ cosф2 sin 4%cos 4re) +
+Gi sin 4rp cos ф2 cos ^Vs+Gz sin Ч7* cos ф| cos 4%,

Й1Ь=Ь2Ут(0) сО8 ф1 cos ф2  cos 14% cos xPa+  sin 4rs sin Ч/р(я|+/1),
zO|

W v= a F „  (а)  + я /4 ,  J  19 l (z, a) | <fe.
0
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Аналогичные выкладки можно провести для коэффициентов преломления 
продольной и поперечной волн С и D

С = 2 ( р ! /р )  [cos 2^i (W2+ crib2W2 ) +a~ln2W / ]  Qz~\
(16)

D = 2(pi/p) [—2sin<p*WY+<*“1W'i(rti cos2<p2+2 fi)]Qz \
где значение Q2 приведено в формулах (5) и (12). Особенность выраже­
ний (16), отличающая их от случая однородной среды, состоит в том, что 
здесь не существует угла падения акустической волны, при котором 
в твердой неоднородной среде не возбуждаются продольная или попереч­
ная волны. Это и следовало ожидать, так как неоднородность среды дела­
ет процесс распространения продольных и поперечных волн связанным 
(см., например, работу [5]).
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