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О ГАШЕНИИ КОЛЕБАНИИ ШАРНИРНО-ОПЕРТОЙ 
ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПЛАСТИНКИ

Иванов В. II.

В работах [ 1, 2] исследуется задача активного гашения нагибных колебаний 
пластинок и оболочек. В настоящей работе предложен способ гашения изгибных 
колебаний пластинки с помощью впрыска несжимаемой жидкости в пространство 
иод пластинкой через специальные отверстия, расположенные в нижней стенке, 
ограничивающей данное пространство.

Квадратная пластинка размером LXL и толщиной б шарнирио-оперта на боко­
вые стенки, ограничивающие объем V=LXLXh. Средпнпая поверхность пластинки 
Г нагружена некоторым давленном p= p(x ,yyz) exp ( - Ш ) ,  где со -  круговая часто­
та колебаний, I -  время. На нижней стенке объема расположены достаточно малые 
отверстия, через которые периодически с периодом 2л/со впрыскивается^ п отводит­
ся идеальная жидкость плотности р. Поставим следующую задачу. Подберем число 
источников (стоков) и расход жидкости, впрыскиваемой в объем V, так, чтобы про­
гиб пластинки W, по модулю не превосходил наперед заданной величины е: 
IW, (я, у) | < е  для (д:, г/) ̂ Г , Т={х,у: 0<xyy<L}. Известно, что для малых переме­
щений отлична от нуля только вертикальная составляющая w =  w,/6 прогиба, кото­
рая удовлетворяет уравнепию

(У *-**) ю(£,  л) = Р - Л ,  l=x/L, Л = У/Ь, (I)

при £=z//* = 0, w=dzw/db>z= 0 для £=0, 1, w=d2w/dr\z=0  для 71= 0, 1. Здесь Р= 
=pLk/Db -  неизвестное безразмерное внешнее давление, Pi -  безразмерное давление- 
жидкости на срединной поверхности мембраны со стороны объема V. (Временной 
множитель exp (-not) опущен.) Предположим, что v/c<& 1, где v и с -  модуль скоро­
сти жидкости и значение скорости звука в жидкости для объема V. В этом случае 
потенциал течения (р в объеме V удовлетворяет уравнению Пуассона Дер—

-  ^  Qn6 (£ — £0п, ц-iion, £+1) ехр (-гы/) с условием непротекання дср/д/г=0 на
7 1 = 1

жестких стенках и условиям сшивания на пластинке дер/дп— р=  —q — на­
грузке на срединную поверхность мембраны, взятую с обратным знаком. В приве­
денных выше формулах введены обозначения: У4=  (д2/ д \ 2 + дг/дх\гу-‘, Г)= 
=Еб3/ 12(1—v2), /C4--=(i)2pi6L4Z}-1; Еу р,, V -  модуль упругости, плотность и коэффи­
циент Пуассона материала пластинки, Qn -  объемные расходы источников с коор­
динатами (£оп, lion, -1 ) , б(£,ц,£) -  6-фуикция Римана. Давление Р% в жидкости оп­
ределим из линеаризованного уравнения движения

/>t + pgA4/i~,Z)“ ,6" ,£=/o)pL4Z)“ ,6" t(p(£, т), £) ехр ( - Ш ) ,  (2).
£ -  ускорение свободного падения.
Воспользуемся формулой Грина и представим потенциал <р течения жидкости в 
объеме V в виде

N
ф =  ^  <?/" 1Ш6£2 ^ (ySj ds, (3)'

7 1 = 1  Г

где той же буквой Г обозначена срединная поверхность пластинки при 0 < |,» |< 1 :
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Здесь символ 2* означает, что параметры суммирования к. т одновременно в нуль 
не обращаются, б0о=1, 60а= 0  при кФ0. Подставим выражение (3) в формулу (2), 
а представление (2) в уравнение (1). В результате получим

(V4 — К*)и>
icopZ/4
П5б“

N

$пс'п (С =  0) -  -£Й Г “ 5  w G l  ^  = 0) ds = р - (/.>
7 1 = 1

Выражение (4) дает функциональную связь между прогибом w, расходами Qn и не­
известным давлением Р(£, ri, 0). Сформулируем вспомогательную задачу об опреде-



•i('пни неизвестпого давлении Р по результатам измерения прогиба w и расхода од­
ного источника (Л, расположенного в точке с координатами (£0, т)0, -1 ). Предполо­
жим, что при не слишком больших значениях волнового числа пластинки к  прогиб 
определяется первыми модами колебаний пластинки. С учетом краевых условий за­
дачи (1) его можно представить в виде

М
=
- L A ^ sin  npgsin nqx\. (5 )

Р ,  1

Расположим датчики смещений, определяющие прогибы w(£r, r̂ r) =  в точках с 
координатами £г, г = 1 , . . . ,Я ,  так, чтобы sin д£г*=0, sinnijr^O, sin [я(£г± £ ,) /2] ^

sin (Нг^т]0 /2 ] =̂=0 для s, r= 1, R, s ^ r ,  и положим R = М2. Подставим в со­
отношение (5) вместо параметров (£, rj) их значения (£г,г|г). В результате получим 
алгебраическую систему уравнений для определения коэффициентов A vq

м

р .
рпsin np£r sin nqv)r — W)%,

Определитель системы (0) равен кропекеровскому произведению определителей типа 
Вандермонда |fl<p=sin  | iM и | bjq = s in ^ T jj|,M, если координаты точек измерения 
прогибов удовлетворяют условиям Ё/=>£<=£м+<в -" = !м < м - 1)+* *—1, . . . ,  М; t |,e— 
=Ц\=  . . .  =Лм, . . . ,  Л>Г= 11м<м-о+1— • • • =Лмм, т. е. точки измерения прогибов на пла­
стинке образуют прямоугольную сетку. Решение системы (G) выпишем по формуле 
Крамера: Лр„=APfl/A.

м
Д =  [ 4м,м-1) Ц  sin Д  (sin \  -  \ * )  s i n " ( I *  +  «',•))!“  X

Р = 1  1 < Р < < 7 < М  Х 7 J

Определитель Apq равен определителю Д, в котором столбец с номером г=М(<у—1)+д 
заменен на столбец правых частей wr. Подставим в левую часть формулы (4) вместо 
w его представление (5), а вместо расходов Qh зиаченио расхода Q0. (Значение рас­
хода Qo можно вычислить, воспользовавшись условием разрешимости внутренней

м
шЬ \~Л

задачи Неймана: <?о =  — —̂  / ,  Дш [(— 1)р — Ц [(— I )7  — Щрд). В ре-
p. «7=1

зультате определим неизвестное давление Ру равное при §0= Цо =  !/г следующему вы­
ражению:

4 pq cos л к* cos ятт] [(—1)Р+А —1][(—1)*+т _ 1 ] х
___________Х[л4(Ра +  92)2- ^ ] __________  .

т  я 2 (1 +  60n) (1 +  60т) (р2 — к2) (д2 — го2)
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м

р6л:
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(* +  V-H1 +  \ J  (P2 -  k2) (92 -  '"2) +  »'2)'Uh'.m OP. a—
—  ( 4

nk nm
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Символ 2 . означает, что члены суммы при р=к  и q=m  равны нулю, символ 2 .* озна­
чает. что параметры суммирования одновременно в нуль не обращаются, а член сум­
мы при р=к  и q=rn равен нулю.

Вернемся к задаче гашения колебаний. Закроем отверстие с координатами цент­
ра < u  T)o, —1) и откроем отверстия с координатами центров (£0n, t]om —1), 
п— N.  Требуется определить расходы Qn таким образом, чтобы прогиб пластин­
ки w не превосходил наперед заданного числа е. Подставим и уравнение (4) вместо 
давления Р его значение Р \  определенное по формуле (7)

f  N
р ISK' (' ОюЬ* \Н  п

( ? 4 -  Ki) w~ “ М -  j  (S =  ° ) ds =  - Д Г  Z j  Qffi «  =  °) =  /*• (8 )
Г n = 1

Обозначим через А интегроднфференциальный оператор, определяемый левой частью 
равенства (8) на множестве достаточно гладких функций, удовлетворяющих крае-
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вым условиям задачи (1). Будем считать, что параметр со не является собственной 
частотой колебаний системы пластинка -  жидкость. Тогда существует обратный опе­
ратор А- 1  такой, что ш=Л” ‘/  и IMI<||A_i|l ll/ell<IIA“ 4lei=e. Следовательно, если
правая часть соотношения (8) по некоторой норме не превосходит г\, то задача га-N
шения будет решена полностью. Рассмотрим равенство Р* =  ^  (ь =  0),

71= 1
Qnu=i(opL!,D~l6~lQn. Это равенство можно интерпретировать как приближение из­
вестной функции Р' системой известных функций Gn с неизвестными коэффициен­
тами Qn . Поскольку система функций Сп линейно независима на Г [3], то данная 
задача разрешима и коэффициенты наилучшего приближения (V  определяются из 
алгебраической системы уравнений, определитель которой является определителем 
Грама системы Gn.

N

Z  <?»* I  0'Па'П dS =  d'U’ m 1 /V1  j  •  •  •  j  *  »  •

n = l Г Г

Число источников А определим из условия
N

p * ~ Y j <?n*-n (S =  0) <  81. (9)
71=1

Рассмотрим случай, когда инерционная и упругая составляющие колебательного 
движения пластинки и амплитуды прогиба Лря удовлетворяют соотношению

м

иРу 0=1
А щ  [л* (р« +  q2)2 -  К<\ [ ( -  I f  — 1 ] [(— i f  -  1 ] p-'q~l =  0. ( 10)

N
В этом случае удобнее сравнивать коэффициенты фурье функций Рв и ^  Qn*Gn

71 =  1
по системе функций созяг£ создот), 0< r, s ^ R - 1 . r2 + s2=*=0 и потребовать, чтобы пер­
вые N=R2 коэффициентов фурье функции /* обратились в нуль.

м

X sh [

. г................ .................PQ [ ( - i ) p+r — 1] К— 1)"+* - 1 ]  +  *а) . .
* Аш р *  (Р2 -I- чгУ -  А11------------я2(р2_ Г2) X

Р у < 1 ~ 1

[ ( - l ) p - l ] [ ( - l ) g- ^ ] c o s ^  C O S ^ -л h
~ТГ ( '2 + !)v*] - рбя8 рч,

[(— l)p+r — 1] [(— l ) ,+s — 1] pq C h  j[ ^ , r2 +  s2)V,j

(P* -  ' 2) (92 -  **)
( И )

К полученной системе уравнений присоединим соотношение, вытекающее из условия 
разрешимости внутренней задачи Неймана и условия (10):
N М

Q *  = d00, doo =  Л^ 2 р р -1 6 -1  ^  Ам  (р* +  9=) [ ( -  1)" -  1] [ ( -  1)" -  1 ] p-'q~l (12)
7 1 = 1  Р у < 1= 1

Определитель системы (11), (12) является кронекеровским произведением опреде­
лителей тина Вандермонда |« ,r=cos яг£0<* | и | bit=cos я$Ло/|в, 0<г, s < R - 1, К г . 
если ^oi" =  &oi=:&о(я+1)=  • • • =£о 1Л|л-1)+1 )= L / (Я+1) , . . . ,  |ол* =  !;ол=£оя= • • • =  6олл= 
= R L /  (/?+!), т|о1 *=Л о! =  . . .  =Л ол=£/ (Л + 1 ),. . . ,  г|ол*=Ло[Л(Л-1)+1 j=  • • • =Лолп=
=RL/(R+1), т. и. центры источников образуют сетку с квадратными ячейками на 
нижней стенке объема V. Решение системы (42), (13) выпишем но формуле Кра­
мера:

<4*=д«/д - д = [4<R_i)’ п  siV ( ^ f V sin^ l/ ^ + V F

A„ -  определитель, равный определителю А, в котором п-й столбец заменен столбцом 
правой части dra={d0о, rfio,. . . ,  dR- i% о,. . . ,  dn-t. л- i ] 7’. Положим для определенности 
Я—1>М, воспользуемся формулами (7), (9) и найдем число источников N=R2 из 
навенства

А* {
М2 (М +  2)2 А'* +  М' (М +  2)

+
М5ра)2/А

+4л (R — 1 )2 : Збл2Д sh {nhR/L)

+  8со2р£5М (М +  1) л" 3 (2Я -  I ) ' 2 cth [nh (2R -  1)/L]| =  еь  A* =  max | A | .
> p , q  14
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В качестве примера рассмотрим гашение изгибных колебаний с формой прогиба w=sin 2л£ sin лц при В этом случае можно пренебречь инерционной состав­
ляющей колебательного движения пластинки и присоединенной массой жидкости и

представить прогиб w в форме w =  ^ f*G2ds, где G2 -  функция Грина бигармониче-
Г ,

ского уравнения с краевыми условиями задачи (1):

Из неравенс ^

решение которой имеет вид <?Г=а[2+V31/36, (V =  -а[2+>'3]/36, (?з’=а[3+2УЗ]/36, 
<V =  —а[3+2УЗ]/36 при W  =  Ло1- =  '/з, т)ог=г1*.
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13 работе |1] исследовано влияние квантования по уровню детерминированных 
сингалов, принимаемых на фоне помех, на характеристики приемной системы при 
корреляционной обработке.

В настоящей работе рассматривается влияние разрядности аналогово-цифрово­
го преобразователя (АЦГ1) на отношение сигнал/шум и характеристику направлен­
ности антенно-приемной системы, реализующей квадратичную обработку случайного 
акустического поля.

Пусть с помощью М -  элементной линейной антенны наблюдается широкополос­
ное гауссовское поле, представляющее собой плоскую волну, распространяющуюся 
в свободном пространстве, на фоне распределенного шума. Шум считается белым 
гауссовским и независимым по элементам антенны. Можно показать, что в случае 
слабого сигнала и дискретной во времени обработки локально наиболее мощный ал­
горитм обнаружения сигнала основан на статистике

оо

причем Положим е = 0,01, тогда

4

1 1 = 2 , а расходы (J„* определяются как решение алгебраической
n=iг

71 =  1

4 4
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