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Рассматривается рассеяние плоской звуковой волны заостренным 
телом вращения, диаметр которого много меньше длины и по длине 
которого укладывается много длин волн. Найден главный член асимпто­
тики рассеянного поля.

В работе рассматривается дифракция плоской акустической волны па 
вытянутом заостренном абсолютно жестком теле вращения. Такая задача 
рассматривалась в работах [1—3]. В работах [1, 2] исследован случай 
тела, диаметр которого мал, а в [3] изучены тела, для которых k d ^  1, 
d /L ~ 0, где d и L  — соответственно диаметр и длина тела, к — волновое 
число звука.
. В данной работе расчет поля сделан для тела произвольного диаметра 

при условии, что отношение d/L мало. Рассеянное поле представлено фор­
мулой Грина, в которую вместо давления рассеянного поля р \8 на поверх­
ности тела приближенно подставлено давление рассеянного поля на ци­
линдре сравнения, а вместо др/дп | 3 взято точное значение.

Приближенная замена рассеянного поля полем на цилиндре сравнения 
широко используется (см., например, [4, 5 ]), хотя до настоящего времени 
не было обоснования такой замены. Необходимое обоснование можно по­
лучить из работы [3]. Если воспользоваться приведенными в [3] выраже­
ниями для нормальных производных потенциалов простого и двойного 
слоев вытянутого тела, то можно показать, что поле, представленное фор­
мулой Грина, в которую вместо др/дп |5 и p/S  подставлены соответственно 
нормальная производная рассеянной волны и давление рассеянной волны 
на цилиндре сравнения, асимптотически удовлетворяет условию др/дп\8= 
= —dpJdn \s, что и требуется (р0 — давление в падающей волне).

Гассмотрим рассеяние плоской звуковой волны на вытянутом заострен­
ном абсолютно жестком теле вращения, по длине которого укладывается 
много длин волн. Пусть ось х декартовой системы координат совмещена 
с осью тела и радиус а поперечного сечения тела задается в виде a=f (x), 
—L ^ x < L ,  причем f ( —L ) = f ( L ) =  0, f(L)=d¥=  0, f (х) — много меньше 
единицы и f(x)  имеет внутри интервала —L ^ x ^ L  ограниченные произ­
водные любого порядка. Нас будет интересовать давление р рассеянной 
длины на больших расстояниях от тела.

Запишем давление р в окружающей среде в виде
р {х, г/, z) =р0еЩсо* ^ +sln +р (х, у , z ) ,

где р0 и p ( x , y yz) — соответственно амплитуда давления падающей волны 
и давление рассеянной волны, а 0 — угол между направлением распростра­
нения падающей волны и осью х, к — волновое число звука в среде. Дав­
ление р будем представлять в следующем виде:

d S = p -+ 'h ’ (1 >

где S  — поверхность тела, g=e*r/r1 г — расстояние от точки на поверх­
ности 5  до точки (р'-г у у z) в среде, д/дп — производная по направлению 
внешней нормали п к S, р{ и рг — потенциалы соответственно двойного и 
простого слоя промежуточного равенства в выражении (1).
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Интересующее нас давление p найдем следующим образом. Вначале, 
воспользовавшись условием (др/дп) |s=0, найдем (др/дп) | s, подставив 
которое в выражение р2 через интеграл по поверхности, вычислим р2. 
Второе слагаемое в выражении (1) —давление pi вычислим приближен­
но. Для этого подставим в интеграл, посредством которого определено 
ри вместо величины р\Б давление рассеянного поля, создаваемого падаю­
щей волной на цилиндр сравнения. Цилиндром сравнения называется 
бесконечный цилиндр, ось которого совпадает с осью тела, и который про­
веден через кривую пересечения поверхности S  с плоскостью, перпенди­
кулярной оси и содержащей точку, в которой ищется значение р \а.

Перейдем к вычислению р2. Воспользовавшись условием (dp/dn\s, за­
пишем рг в виде ;;'-

Введем на S  координаты по формулам х= х0, y=f{x0)cos(p0, z— 
= /(^o) sin фо- . - __

В этих координатах выражение для вектора внешней нормали п и 
элемента поверхности dS записывается следующим образом:

— 1
п =  __— (х0) , cos ср0, sin сро), (3)

Vl+[/'(*o)P

d S = y i+ [ f ( x 0j4(xo)dx0d(p0. (4)

С помощью выражения для и из (3) находим

( У -дп 
ik

ih( сов aox+ s ln  а 0у) ^  |  _ _  ( ^ g ,ft( C08 a0x+ein а  0у) | ^  —

S &

V l + [  Г(Хо)]
(sin а 0 cos сро-/' (х0) cos а 0) е'Мсо8 “*>+s,n cos ).

Рассеянное поле р будем искать в сферических координатах x= R  cos a, 
y= R  sin a  cos ф, z= R  sin a  sin ф. Величина г в координатах R, а, ф может 
быть представлена в таком виде:

г=  V (R cos а —Хо) 2+  (R  sin a  cos ф—/(яо) cos ф0) 2+  (R  sin a  sin <p—

—/  (xQ) sin ф0) 2=VД2—2R (cos a^o+sin ct cos (ф—ф0) /  (x0) ) +

+x0z+f2 (x0) *=R— (cos a ^ o + s in  a  co s ( ф - ф 0) /  (x0) ) + 0  (6)

Подставив в формулу (2) вместо dS, ( —  eih{co6 a°*+8,n *»v> \  I и
'ОП ' I A

г пра­

вые части выражений (4), (5), (6), и, ограничиваясь членами порядка 1//?, 
получим следующее выражение:

L

Рг =  а ,^ ф ( * . ,  a ,  Ф ) / (* .)< * * .,  ( 7 )
- L

где
2 п

Ф (ж,, а, *р) = J (sin а0 cos ф (x0)cos а0)e'M,ln а°cos<*-s,n а «••<*-*»«*> dtp,
О

(8 )
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Вычислим этот интеграл. Воспользовавшись формулами

eiz =  £  (z)cos mq>,

0 0

С О З ф б iz c o s  ф- E imeтЛп'(з) cos mcp,
m=0

где e0= l ,  e2= e 3= . . . = 2 ,  7m( z ) - функция Бесселя порядка го, можно 
записать Ф (я0, а, ср) в таком виде:

2 л  оо

Ф(z0,a,q>) =  — (-i)mem/m(A:sma/(a:o))cosni((p—сро)] X
О т=*0

00

х { £  ^8; [ г sin а 0/ /  (к sin а 0/ (#о)) +
/ = 0

1

+ / ' (жо)соз а 0/ г (ft sin а 0/(яо)) ]cos /ф. }^ф о=
ОО

= —2я ^  е™Лп (& sin а /  (#<>)) [ i sin ао/™' (& sin а 0/(я 0) ) +
т = 0

+ / ' (я0) cos а 0Л» {к sin а 0/  (#0) ) ]cos гоф. 
Подставив выражение (9) в (7), получим

оо

Р г  =
кр„ у

2 R  ^ 8m*m(a)cos тф ,
т = 0

где

' т (а) =  |  ei't<008 П“- С08 “>* / т (А; sin а /(х 0) ) X
—L

(9)

(10)

X [sin а 07т' (A: sin a 0f(x „)) —i f  (ж0) cos а 0/ т (A: sin а 0/(ж0) ) ]/(ж0) йж0. ( И )

При N=(L/a0)-*-00, где а0=  шах /(а;), можно получить асимптотические
• —Ь̂ Хг^Ь

выражения функций xm(a) для значений а , не равных а 0. Воспользуемся 
тем, что при сс^ссо экспонента подынтегрального выражения является 
быстроменяющейся функцией, в то время как остальные функции ме­
няются медленно в силу плавности f (x ) .  Сделав замену x= Lt, получим 
следующее выражение для im(а):

1

im(a) =  La0 J eiK*lcot a°-°os a),Jm(ф sin a g ( t ) )X  
-1

X [ sin a j m' (ф sin aag(t) ) -  g' (t) cos a„/m (-ф sin a0g(t) ) j  g(t) dt,
( 12)

где g(t) — (i/a„)f(tL), \j!=kaa.
Из выражения (12) видно, что при больших /Va|)(cos а0—cos а )  экспо- 

нента меняется быстрее всех остальных функций, стоящих под знаком 
интеграла. Ограничиваясь главными членами по наклону f(x)  в точках
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x = ± L , имеем
^  ̂ (1 — COS Сйр COS cc) ^ g 2 g ihL ( c o s  a - c o s  a 0) __ ^ 2 g i f t L ( c o s  a 0- c o s  a )  J ̂

к2 (cos a 0—cos a ) 3
£(—l ) m(2tfi)! (sin a0 sin a) m (13)

—[czn,e>iftL( c o s  a —c o s  a 0) __

¥ 2 гттп\ (to—1)! (cos a 0—cos a ) Zm+
_^2m̂tAL(cos a0-cos a) j /72-̂ 1,

где c = f ( —L), d = f  (L).
Подставив выражение (13) в формулу (10), получим следующее 

асимптотическое выражение для поля р2 в области углов вне определен­
ного интервала, содержащего угол <х0 (этот интервал с ростом N умень­
шается, как 1 /N, при а 0̂ 0 , я  и, как 1/ViV, при сс0=О, я ) :

• е  Г (1 — COS cto COS a) г 2.*M,(cosa-cosan> 72„1ЛГ,(со8а0-соааЛ_|_
Ра—ф о тггтп  / . . . . ____ чз Lc е J2fefl  ̂ (cos a 0—cos a)

сю
у 1 (—1)m (2то)! (sin «о sin a ) m cos тоф 

2гт_1то! (то—1)! (cos a 0—cos a ) 2m+1
X

m=l
X  [ c2meikL̂C03 a_coe a o )_^2nigiftL(C08 а 0-.сю в a) J №

Перейдем к оценке вида pi. Подставив вместо p |s давление рассеян­
ного поля на цилиндре сравнения, получим

L  2 xt оо

р  1= J J ( | - g ) [ 0 0 8 tmem/ m' (fesina0/ Ы )X
4я_ь 0 4 3?г m=0

„„ # m(& sin a 0/ (жо))
X rr ' .n  ■-----Ti "TV cos TO(P0Дт (A sin a 0f{x0) )

] d 5 , (15)

где IJm{z) — функция Ханкеля первого рода порядка то. 
Выражение dg/dn получим из следующих равенств:

Г г&г—1 .. , 1 1  Г ikr—1
dg/dn =  1̂ ; — e ,Ar( V0r ,n )  J j = [ — — eihr X

^  flco sa  y0—R sin a  cos ф z0—R  sin a  sin cp j

fftn (/' (z0) cos cc—sin a  cos (q>—cp0) )

’ n + [ f ( x Q) Y

X  e - i h ( c o s  a x 0+ s l n  a  с о з ( ф- ф0) / ( х0) )  Ш } -

ik
=  —  г

R
X

(16)

где V0 — означает градиент г по переменным х 0, у», z0.
Подставив в (15) вместо dgjdn и dS выражения, задаваемые формула­

ми (16) и (4), получим
L  2  л

р ^    ikpa J  ^ i f t ( c o s  a fl- C 0 8  a ) » o ^ - i A  s i n  а  с о з ( ф - ф 0)/ (я -0) ^

—-L 0
oo

X ( f  (x0) cos a —sin a  cos (cp—q>0) ) [ £тетЛ»' (к sin a„/ (ж0) ) X
t n = 0

^  Hm(ksinctof(xo)) ^
Hn'( k  sin a 0f(.x0))

Тоф0 j / O 0)cfo;0 drp0 =
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L  2 Л

—ikp 
4 jiR и0 eihR I |^ 'A<c08ao

—L 0
- cos a,I° [ (k sin a 0f  (*„)) X

7 П ~  0

CO
(17)

Um(k sina„/(:c0))X -------------------------cos
tfm'  (A sin a0f(x 0))

mcpo ]{E (—0 'e, [cos aj'(x„)Jt (к sin a f  (xQ) ) —
1 = 0

—i sin a / f' (к  sin a /  (z0) ) ] cos l(<p—фо) } /  (ж0) dx0 dcp0=
oo

—ikpc 
2R

,ihlt j  gifticoe «„-cos a>*o |  ^  em cos тпф/т ' (/c sin a 0f(x 0) ) X
—L rn=0

f fm(k sin ocof (xq) ) p f \ j  /, i t  w%■ u. .-----— v r tc o s a /  ( ^ / « ( i s m a / W ) -
Ят (A s m a o /w )

—г sin ce/m' (A sin а /(я 0) ) ]}  /  M  dx0.
Найдем для py асимптотическое выражение, аналогичное выражению (14) 
для р2. Проделав необходимые вычисления Ш. оставив в каждой гармонике 
но ф главные члены разложения по наклону f(x)  в точках х = ± Ц  из 
формулы (17) получим следующее выражение:

Pl=p0 —  { { (sm asm  a o ) Z Г '(5)+2-3!nisgn(cosa0—cos a ) —41 X
2kR  ̂ 4 (cos a 0—cos a)

I cos a 0—cos a  I [
X In -------- :---------

I c s i n a o  1 J

cos a  sn r  a 0
X

2 (cos a 0—cos a)'
[ ч ..., I cosa0—cosa I ’ll

Г ' (4) +3ni sgn (cos a Q—cos cc) —3! In -------?--------- f
I c sm a 0 1 J}

с4 X

x { ‘" “ “ “i l l Г '(5 )—2-3!nisgnX
**4(cos a 0—cos a ) &L

(18)

X (cos a 0—cos a) —4! In
cos a 0—cos

4 ]

cos a  sn r  a 0
X

X [ Г  (4)) — Зяг sgn (cos a 0—cos a) —3! In -

d sin a0 1 J 2 (cos a 0—cos a)
cos cto-cos a_ | J j  dieihLicos Oo_co8 a)+

d sin a 0
oo

+ L (—1)m (2m) ! (sin a  sin a 0)”  cos mtpY~[c2me>A£i( c o s  a —c o s  a 0) __

2m~lm\ (m—1)! (cos a 0—cos a ) 2m+

_ ^ 2 m e ihL(cos  a 0- c o s  a )  J |
где Г (z)— гамма-функция.

Сложив выражения (14) и (18), получим асимптотическое выражение 
для р, справедливое при а ^ а 0:

e ikR t (1—cos a 0 cos a )  r
p = P i + p 2^ i p Q— — < 7 ------------------ :------ — [ c 2e

2kR (cos a 0—cos a)
ihL{c o s  a —c o s  a 0)  —

ОЭ

j . № .o,b -cQ,a11.L У  ( - l ) m(2ffl)i(Sin a o s in a )mcoSmy
“  22m-2m! (m -1 ) ! (cos a 0-co s  a ) 2m+1

X

X[c2meihL{C0Q a“CoS «о)_^2m̂iAL(C08 a 0- c o s  a )  j  ^ (19)

У нулевой. гармоники в выражении (19) опущены члены порядка 
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б

л  for;

Вид зависимости от угла множителей, входящих в формулу 
(19). а — угловой мпожитель /o(a) =  ( l-co sa c o sa o )/(co sa 0— 
—cosa)3, б -  угловые .множители /т (a) =  (sinа 0 sinа )т /  

/(c o sa 0-c o s a )2m+1 для случая т = 1, 2, 3

сЧп| (cosa0-coscfe)/csina0[, d \  d4ln| (cos a 0—cos a )/d  s in a0|, посколь­
ку они малы по сравнению с членами порядка с2 и d \

Выражения, стоящие в квадратных скобках формулы (19), являются 
осциллирующими функциями а. Они описывают интерференцию волн, 
отходящих от концов тела. Их абсолютная величина меняется от (с2—d1) 
до (c2+d2) для нулевой гармоники по ср и от (c2m—d2m) до (c2m+ d2m) для 
остальных гармоник (здесь считается, что c2>dz). Если c2=H=d2, то для 
достаточно больших т  осцилляции становятся незаметными; если с в 
несколько раз превосходит d, то осцилляции незаметны для всех гармо­
ник и рассеянное поле вне некоторой окрестности угла а 0 имеет вид волны, 
отходящей от конца x = —L. Множители, зависящие от а  и стоящие перед 
квадратными скобками формулы (19), описывают зависимость от а  волн, 
отходящих от концов x=±.L. Качественный характер зависимости этих 
множителей показан на фигуре.

При аффинном растяжении тела в п раз вдоль оси х  давление нуле­
вой и первой грамоник по ф вне некоторой окрестности угла а 0 умень­
шается примерно в п2 раз, давление т-й гармоники по ср(т^2) умень­
шается примерно в hZm раз (в формуле (19) следует заменить с и d соот­
ветственно на с/гь и din — значения производной функции f(x/n)  в концах 
x= 41nL растянутого тела).

Вид рассеянного поля и его приближенное поведение в зависимости 
от коэффициента растяжения п в окрестности угла а 0, где рассеяние 
велико, можно получить из формулы (12) и аналогичной ей формулы (20):

* л

1

U  (a) =La0 J  ew*(cos “”"со8 J J  (ф sin a0g (t) X

s, f fm(tysina0g(t))  Г 1 . . . .
X ^ -----77rH  -тг cos ag  (t) Jm (ф sin ag( t) )

Hm (ij)sm a 0g(t))  1 N

- i s i n a J m'(tysinag(t))  ]?(«)«&>

где j m (a) -  коэффициент разложения p, в следующий ряд:

(20)

6mjm(a)COS пир.

Для этого приближенно заменим cos а  в показателе экспоненты формул 
(12) и (20) на cos a 0—Aasin a fl. Подставив в остальные множители
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вместо а  величину а 0 (для достаточно больш их N  ш ирина области, где 
рассеяние велико, достаточно мала, и в  ее пределах можно не учиты вать 
в сомнож ителях экспоненты  изм енения а ) .  В результате, ограничиваясь 
главны м членом по величине N,  получим следую щ ее вы раж ение для 
^ ( а )  (вы раж ение д л я  / т ( а )  аналогично, поэтому его не выписываем) 
в окрестности угла а 0:

4 (2D

im( а 0+ Д а )  ^ L a 0 s in  а0 j  e iN* sln Jm' (if sin  a Qg ( t ) ) Jm(ф  sin  a 0g ( t ) )  g  ( t ) d t ,
—!

Тс e. 1т ( а 0+ Д а )  приближ енно является  преобразованием ф урье-ф ункции 
(1/2ф ) [/»,2(t|) s in  c h g ( t ) )  ] '.  Ч тобы  получить вы раж ение im(a 0+ A a )  для 
удлиненного тела, в  вы раж ении (21) следует заменить L  н а  n L  и  N  
н а  nN.  В  результате получим, что новое вы раж ение 1т' ( а 0+Аос) записы ­
вается через старое таким  образом:

im1 ( а 0+ Д а )  — nim (а 0+ п А а ) . (22)

И з формулы (22) следует, что диаграм м а направленности вы тянутого 
тела в окрестности у гла  <х0 повторяет вид диаграммы направленности ис­
ходного тела с той разницей, что диаграм м а растянутого тела сж ата  в 
п  раз, а рассеянное поле в  п  раз больш е — во столько раз, во сколько уве­
личивалась освещ енная площ адь. Р ассеян н ая  телом энергия такж е уве­
личивается в п  раз.

Таким  образом, при аффинном растяж ен и и  тела вдоль его оси рас­
сеяние в направлениях а=£а0 стремится к нулю, рассеяние в направлениях, 
близких к конусу а = а 0, возрастает в  гг раз, а ш ирина области углов а , 
в которой рассеяние велико, ум еньш ается в п  раз; диаграм м а растянутого 
тела в  окрестности конуса а = а 0 приближ енно мож ет быть получена сж а­
тием в п  раз диаграмм ы  исходного тела.

А налогичные рассуж дения можно провести д л я  случая вы тянутого 
заострепного тела (не обязательно тела вр ащ ен и я), поверхность которого 
мож ет быть охарактеризована импедансом, плавно зависящ им от х ,  и для 
случая  электромагнитны х волн.
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