
А К У С Т И Ч Е С К И Й  Ж У Р Н А Л
Т о м  XXXII 1986 В ы II. 5*

УДК 534.26

ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ СОСТАВНЫХ
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Получены простые формулы для расчета потока мощности и плот
ности энергии нормальных волн в отдельных частях составных акусти
ческих волноводов. В качестве примеров эти характеристики рассчитаны 
для изгибно-колеблющейся пластины, контактирующей с жидким полу
пространством, и для тонкой упругой оболочки, заполненной жидкостью. 
Проанализированы зависимости от частоты долей потока и плотности 
энергии, относящихся к жидкости.

Прямые методы расчета энергетических характеристик волновода: 
(среднего потока мощности V через сечение и энергии Е — единицы длины 
или площади) обычно связаны с громоздкими вычислениями. Ряд авторов- 
делали попытки упростить эти расчеты. Наиболее общий результат полу
чен в работах [1, 2]:

Здесь L — усредненная функция Лагранжа, т. е. интеграл по поперечным 
координатам от лагранжиана, усредненного по времени и продольным ко
ординатам, <о — круговая частота, к — вектор продольных волновых чисел. 
Неудобство формул (1) связано с необходимостью интегрирования но се
чению волновода. Более простой метод расчета содержится в работах [3, 
4]: для рэлеевских волн в полубескопечных средах величины F и Е выра
жены через вектор смещений и матрицу импедансов на границах сред. 
Еще более простые формулы получены в работе [5], где показано, что 
энергетические характеристики пропорциональны производным от диспер
сионного выражения и амплитуде одной из компонент смещения на грани
це волновода.

Цель настоящей статьи — установление связи между приведенными ре
зультатами и получение некоторых новых. Особое внимание уделено состав
ным волноводам и вычислению энергетических характеристик в их отдель
ных частях. В качестве примеров рассмотрены пластина, лежащая на по
верхности воды, и упругая оболочка с жидкостью, исследованы зависимости 
от частоты долей потока и плотности энергии в жидкости.

Рассмотрим плоский волновод (|х |< °°, О ^ у ^ Н ) ,  заполненный линей
ной средой, с лагранжианом

-  uTDu) ,
(2)

где u = [u b ии . . . , ип]'— действительная вектор-функция обобщенных 
смещений; К и П — плотности кинетической и потенциальной энергий; 
прописные буквы обозначают действительные пХп-матрицы (М — инерци
онную, остальные — упругие), элементы которых являются функциями по
перечной координаты у ; матрицы Лу С, Dy М — симметричны; точка озна
чает производную по времени, индекс Т — транспонирование. Лагранжиан
(2) является действительной скалярной величиной и описывает широкий

А =К —П
1 / . я#. дхС а ди диТ 
— у итМ и - — - А ------

дх дх дх ду ду ду
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зкласс акустических (жидких и твердых) волноводов без потерь. Величины

I » ____ ^ ____ А д*  + в д̂ ,  g =
duT\ дх ду J d  uT\  дх ду( — )V дх >

д( - )V ду >
(3)

представляют собой векторы напряжений, действующих в сечениях х —О 
и у—0. Рассматривая распространение нормальной волны u=Re{w- 
*ехр[г'0(:г, L)}, где w — комплексные амплитуды смещений, в(х, t )= k x — 
—о)£ — фаза волны, в которой частота о)=—50/5£ и постоянная распростра
нения к=д&/дх действительны, нетрудно получить усредненную линейную 
плотность функции Лагранжа:

и

Е j  [w‘ (a 2M—k2A —D)vf — 
0

— лу,*СЧу/+г/с(\*г'В\¥/—w'^ETw) ]dy\ (4)
звездочка означает эрмитово соиряжепие, штрих — производную по у. Не
посредственной проверкой легко убедиться в правильности формул Уизе- 
мо (1):

2  п  Н Н

F =  — —  J J u Tf сШ dy = -^-J [/cw*^4w-b Im tw’Zftv') ]dy=—(x> —,
2я о о 2 о дк

2 л  И

(К+Г1)й0 dy=d)
дЬ
да>

G помощью интегрирования по частям преобразуем усредненную функ
цию Лагранжа (4) к следующему виду:

н п

L =  w'Zw dy -  4 -  w g  I о" =  ~  j Wlw d y  W'G. (5)
4 0 4 4 о 4

Здесь
lw=  (Cw^'-H/c (B+BT) w4- (o)zM—D—k2A-hikB/T) w =0 (6)

— система обыкновенных дифференциальных уравнений, описывающих по
ведение нормальной волны по поперечной координате; W =[w T(0), 
wТ(Я )]Т, G =[gT(0), gT(//) ]т—2/г-векторы смещений и напряжений на гра
ницах волновода у=0, II. Беря производные от (5) по к и со для нормаль
ной волны, удовлетворяющей уравнениям (6) и граничным условиям, ска
жем G=0 (свободный волновод), получим формулы

4 дк 4 dw
содержащие только значения полевых величин на границе волновода. Если 
ввести импедансную матрицу Z, связывающую напряжения со скоростями 
на границах G=ZV, где V = —ш W, можно получить выражения

аналогичные полученным в работах [3, 4] для рэлеевских волн в полубес- 
конечпых средах. Петрудпо показать, что для волновода без потерь матри
ца Z является косоэрмитовой (Z*=—Z), так что характеристики (8) явля
ются действительными величинами. Они выражаются через импедапсы п 
вектор скоростей па границе. Импедаисная матрица Z может быть найдена, 
например, методом работы [6]. Отметим, что она отличается от матрицы 
импедансов, рассматриваемых в этой работе, множителем — ш.
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Эти формулы можно еще более упростить. Так, для свободного волново
да граничные условии на кромках у = О, У/ имеют вид ZV =0. Решая эту 
линейную однородную систему, получим дисперсионное уравнение и фор
му нормальной волны (амплитуды скоростей):

\/j\—0, V—£>aV0—\A ailЛпа, . . . , 1, . . . , Лап/Aaa]TVa- (9)
Здесь va— это a -я составляющая вектора Р, т. е. амплитуда a -й компонен
ты скорости на границе волновода, а форма волны взята в виде алгебраи
ческих дополнений Aaj a -й строки матрицы Z, причем для определенности 
считается, что нормальная волна имеет единичную амплитуду, если о-я 
составляющая скорости на границе равна единице (форма единичной нор
мальной волны определяется вектором V0). Тогда, поскольку ZV=[0, . . .  
. .  . ,  \Z\lAaa, . .  . ,  0]т, усредненная функция Лагранжа записывается как 
L = i \ ,Z\ /A=i\ua\2 \.Z\I А А аау а энергетические характеристики равны

0о  '  Ааа '
Это и есть, по-видимому, наиболее простые формулы для вычисления 

энергетических характеристик волновода. Величина \Z\/Aari имеет смысл 
входного импеданса волновода относительно a-ii составляющей внешней 
силы. Действительно, если на кромки волновода подействовать век
тором внешних сил с одной отличной от нуля a-ii составляющей 
G ехр[Ш(я, t) ] =  [(), 0]т ex\)(ikx—mt) ,  то отклик на границах
определяется как V =Z“'G, откуда a -я составляющая скорости равна 
va=gaAa*!\Z\. Нетрудно видеть, что входной импеданс равен обратной 
величине элемента Уаа матрицы проводимостей Y=Z~1. Таким образом, 
если известен входной импеданс волновода, то, определив, например, 
экспериментально амплитуду одной из составляющих скорости на гра
нице |/;а |, можно по формулам (10) вычислить поток и плотность энер
гии. Составляющая а  выбирается из соображений удобства теоретического 
расчета входного импеданса или измерения амплитуды |уа |. Отме
тим, что формулы (10) но существу эквивалентны формулам, получен
ным в работе [5], и могут быть также выведепы на основании резуль
татов работы [7].

Для волновода с неподвижными границами г/=0, И смещения на гра
нице равны нулю и энергетические характеристики определяются ампли
тудой одной из составляющих сил реакции ga на границе и входной про
водимостью волновода. В самом деле, если на границе имеет место ра
венство V =7G , то из формул (1), (5) находим

0оЛ Вт 1 ’ (II)

где — алгебраическое дополнение элемента (aa) матрицы У, |У |= 0  — 
дисперсионное уравнение. Величина |У |/Я аа, т. е. входная проводимость 
волновода но направлению а, определяется как отношение скорости va 
ь силе реакции ga в том случае, когда все скорости на границе равны 
нулю, кроме одной a-ii: иа exp(ifcr—m t) .  Она равна обратной величине 
элемента Zaa матрицы импедапсов Z.

Для волноводов со смешанными граничными условиями можно вос
пользоваться одной из формул (10), (11) в зависимости от граничных 
условий для выбранной компоненты а.

Выведем теперь аналогичные формулы для составных волноводов. 
Пусть имеется плоский волновод без потерь, который можно предста
вить состоящим из двух более простых волноводов, соединенных вдоль 
линии, параллельной оси х. Примерами таких волноводов являются, на
пример, лежащие один па другом два упругих слоя; Г-образный тонко
стенный стержень, состоящий из соединенных под прямым углом двух 
тонких упругих полос; цилиндрическая оболочка с жидкостью, состоя
щая из «сухой» оболочки и цилиндрического столба жидкости, и др. 
При распространении по составному волноводу нормальной волны на
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Фиг. 1
.линии соединения действуют силы реакции g} exp(ikx—mt) ,  которые 
связаны со скоростями v^exp(ikx—iwt) на этой линии через импедансы 
Zj составных частей: g j =  1, 2. Поскольку на линии соединения 
скорости составных частей одинаковы v1= v2=v, а сумма сил реакции 
равна нулю gi+g2= (Z i+Z ,)v=0, то отсюда сразу можно получить дис
персионное уравнение |Zi"t~Z2|= 0  и форму нормальной волны \= и ауо= 
—Vo. [AajAaa, . . . ,  1 , . . . ,  Aa.JAa*]\  где А*т — алгебраические дополне
ния матрицы Z=Z ,+Z2, a va — амплитуда а-й составляющей скорости v 
на линии соединения. Написав далее усредненные функции Лагранжа 
для составных частей и повторив приведенные выше выкладки, получим 
поток Fj и плотность Ej для каждой составной части в отдельности:

^  =  - 4 - K I V % 0 ,  E j  =  - y \ v a \ 2V 0’ ^ - v 0,  ( 1 2 )4 дк 4 do
где j = 1, 2. Для сумм этих величин Fx+Fz и Е х+Ег квадратичные формы 
v0*(Z,+Z2)v0 упрощаются и дают формулы (10) для общего потока и 
энергии.

Таким образом, в составных волноводах поток и плотность энергии в 
отдельных частях, как и в волноводе в целом, определяются амплитудой 
какой-либо одной компоненты скорости |г;а | на линии соединения и ма
трицами импедансом составных частей относительно сил реакции. Если 
известны матрицы Z, и Z2, то, вычислив производные dZJd/c, се и форму 
единичной нормальной волны v0 и измерив амплитуду а-й составляющей 
скорости на линии соединения составных частей, но формулам (10) и 
(12) можно найти все необходимые энергетические характеристики вол
новода.

Рассмотрим два примера вычисления энергетических характеристик 
в составных волноводах, содержащих жидкость. Простейший из них— 
изгибно-колеблющаяся пластина на жидком полубесконечном простран
стве. Известно [8], что в этой структуре на всех частотах существует 
волна рэлеевского тина, распространяющаяся без затухания вдоль по
верхности (по оси х) и экспоненциально спадающая вглубь жидкости 
(по оси у). Ее постоянная распространения к превышает волновое число 
/»г=(|)/с/ жидкости, а также изгибнос волновое число «сухой» пластины. 
При распространении такой волны между пластиной и жидкостью 
действуют нормальные (по у) силы реакции, относительно которых им
педансы пластины и жидкого полупространства равны

где Д  р, h — изгибная жесткость, плотность и толщина пластины, р/ — 
плотность жидкости. Па всех частотах импеданс жидкости массовый 
(жидкость ведет себя как присоединенная масса), а импеданс пластины 
упругий. Дисперсионное уравнение ZPH Z/=0 имеет один действитель
ный корень, зависимость которого от частоты изображена сплошной
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линией на фиг. 1, а (р//р=0,13; с//с,=0,1; с* — скорость продольных воли 
в пластине). На самых низких частотах дисперсионная кривая описы
вается функцией /с= (p//D) 1/jo>v\  при повышении частоты она прибли
жается к дисперсионно]! кривой 1 «сухой» пластины, а затем выше ча
стоты совпадения (о0 стремится к дисперсионной кривой 2 плоской волны 
к жидкости k = k f. На фиг. 1, б показаны зависимости от частоты долей / 
и е потока мощности и линейной плотности энергии, относящихся к. 
жидкости:

/
dZf/dk

Ff+Fp d(Zf+Zp) /dk  7
е = Ef dZj/ды

Ef+Ep 0(Zf+Zp)/d  a)
(14)

Величины Fj и Es вычислены по формулам (12), (13), в которых 
| Va. | — амплитуда нормальной составляющей скорости пластины; и0= 1; 
/= / ,  р. Обращает на себя внимание связь между дисперсионной кривой 
(фиг. 1, а) и зависимостями от частоты энергетических характеристик 
(фиг. 1, 6). Как только дисперсионная кривая приближается к кривой 
«парциальной» дисперсии какой-либо составной части волновода, доли 
потока и плотности энергии в этой составной части возрастают. Такг 
па самых низких частотах по жидкости передается примерно 20% об
щего потока мощности. При увеличении частоты, когда дисперсионная 
кривая составного волновода приближается к кривой 1 (фиг. 1, а), доля 
потока /  уменьшается вдвое. Но на высоких частотах, где дисперсион
ная кривая мало отличается от прямой 2, практически вся энергия пере
дается по жидкости. Заметим, что область применимости классической 
теории изгибпых колебаний пластин, которая здесь использовалась, для 
выбранных параметров ограничена частотой k/h—3.

В качестве второго примера рассмотрим тонкую круговую цилиндри
ческую оболочку, заполненную неподвижной жидкостью. Нормальные
волны в этом составном волноводе и их дисперсия изучались многими 
авторами (например, в [9—11]), однако энергетические оценки делались 
только в работе [12], где было рассчитано отношение потоков энергии в 
оболочке и жидкости для одпой из осесимметричных волн.

При распространении по волноводу нормальной волны вида 
и(г)ехр(^а:+гтср—ш1), где (ху г, ср) — цилиндрические координаты и 
т — целое число волн но окружности, между оболочкой и жидкостью 
действуют нормальные силы реакции, относительно которых импеданс 
жидкости равен

гу (т)
Z j

/ т Ы /а Л Л а ) ,
/■.(Р)/р/»'(Р),

к,>к,
к,<к, (15);

э импеданс «сухой» оболочки можно записать следующим образом:

(m) h Ат
z ‘ Р ' R  6т • (16)

Здесь Л, А, р, £ 0, v — радиус, толщина, плотность, модуль Юнга и коэф
фициент Пуассона оболочки, £,=£<,/( 1 -v 2), с,= (Я,/р) 7% Х=кН, р, и 
С/ — плотность и скорость звука в жидкости, р/=(оЛ/с/, |Х|=со/?/с/, а=  
=  (р/2-Я 2) ,/л, Р=(А2—р / ) ' \  е=/г/12Л2, Jm и —функции Бесселя,.

Am=NPQ+2npq-n2N - p 2P - q 2Q, 8m=NP-q>, N = V  +  ^  т 2- ц Д

Р = 1 -v
Я2+/га2- ц ,2+ е [2 (1 ^ )7 .г+ т г], <?=1-ц,2+е(Х2+лг2)2, п=те(1-Ь

о  1 + V

+ е  [ (2—v )^ “-i-/7r]), р=\Х, q =  — ■ Кт. Уравнение Дт = 0  является дис

персионным для нормальных волн в свободной оболочке, а уравнение* 
6m=  [(1—v)/2][X'!+m ‘!—2р/“/(1—v) ] (ЯН т 2—ц/2) = 0  — для волн в оболоч
ке, у которой нормальные смещения равны нулю. Импеданс (15) также 
представлен отношением двух дисперсионных выражений: уравнение-
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Л »(а)/а= 0  является дисперсионным для нормальных воли в свободном 
столбе жидкости, а уравнение Л ,/(а) = 0  —для волн в столбе жидкости с 
неподвижными границами. При вычислении импеданса (16) использо
вались обычные уравнения тонких оболочек, основанные на гипотезах 
Кирхгофа — Лява.

Дисперсионное уравнение Zjm)+ Z (sm)=0  нормальных воли в оболочке 
с жидкостью для каждого значения т имеет конечное число действитель
ных корней безразмерной постоянной распространения X. Для осесим
метричных волн (т = 0 )  действительные ветви дисперсии изображены 
на фиг. 2, а, а на фиг. 2, б приведены соответствующие им зависимости 
от частоты долей /  и е потока плотности энергии в жидкости, определен
ных аналогично (14), для стальной оболочки с водой (/?//г=50). Цифры 
у кривых указывают на порядковый номер нормальной волны. Значе
ния энергетических характеристик вычислены по формулам (12).
(15), (16).

Как видно из анализа фиг. 2, на низких частотах имеются три одно
родные осесимметричные нормальные волны. В жидкостной волне (с но
мером 1) почти вся энергия передается по воде, а в оболочечной (с но
мером 5), близкой к продольной волне, вся энергия сосредоточена в 
оболочке. Волна с номером 2 является чисто сдвиговой, вся се энергия 
заключена в оболочке и поэтому на фиг. 2, б не представлена. На более 
высоких частотах первая нормальная волна стремится к изгибной волне 
оболочки и доли потока и плотности энергии в воде уменьшаются. 
Наоборот, третья нормальная волна при возрастании частоты становится 
все более связанной с водой и доли энергии в ней возрастают. Четвертая 
нормальная волна, зародившись на частоте кольцевого резонанса оболоч- 
Лч*и с жидкостью (ji;=2,65), на участке Ц/=3^5 связана с продольной
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волной оболочки, и здесь по жидкости энергия почти не передается. 
На более высоких частотах ее энергия сосредоточена в основном ъ  жид
кости. Аналогично ведут себя энергетические характеристики пятой 
нормальной волны и волн более высоких номеров.

Фиг. 3 аналогична предыдущей, но соответствует нормальным вол
нам изгибного типа: т=  1. На низких частотах имеется одна однород
ная волпа (балочная, с номером 1). Поток мощности в ней передается по 
упругой оболочке, хотя часть кинетической энергии приходится на 
жидкость. При увеличении частоты, когда в жидкости начинаются волно
вые процессы, доля потока в ней увеличивается. Однако на высоких 
частотах эта волна связана с изгибными колебаниями оболочки и доля 
энергии в воде снова уменьшается.

Иначе ведут себя энергетические характеристики других нормальных: 
воли. Для второй волны они монотонно стремятся к единице, для воли 
последующих номеров они имеют минимум, но на высоких частотах 
также стремятся к единице.

Следует обратить внимание, что и в этой структуре имеется тесная 
связь между дисперсионными зависимостями и зависимостями энергети
ческих характеристик от частоты.

Приведенные выше формулы и графики позволяют по эксперимен
тально измеренной амплитуде нормальной скорости оболочки определять 
поток мощности и запасенную энергию нормальной волны отдельно в 
жидкости и стенках трубопроводов. В тех случаях, когда сигнал форми
руется из нескольких нормальных волн, следует сначала найти ампли
туды каждой из них: волны с разными т можно разделить с помощью 
нескольких датчиков скорости, установленных по окружности в одном 
из сечений трубопровода, а амплитуды волн одного типа (с одинаковы
ми значениями т) можно измерить, например, методом, изложенным в 
работе [13]. После этого по формулам (12) определяются потоки и энер
гия в жидкости и стенках волновода отдельно для нормальных волн и 
для сигнала в целом.

Полученные в статье результаты без труда обобщаются на волново
ды, составленные из более чем двух частей, и на некоторые трехмерные 
волноводы, например па системы плоских слоев.
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