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АКУСТИЧЕСКИ-АНИЗОТРОПНЫХ СТРАТИФИЦИРОВАННЫХ СРЕД

Борковский Л;МБорздов Г. Н,, Лавриненко А. В.
Бескоординатпым методом получена система дифференциальных 

уравнений первого порядка, описывающая распространение акустиче­
ских полей в неоднородных анизотропных плоскослоистых средах. По­
строены френелевские операторы отражения и пропускания для таких 
сред. Предложено обобщение метода пересчета входного импеданса в 
тензорной кристаллоакустике.

При изучении различных вопросов распространения, отражения и 
преломления акустических полей широко используется понятие импе­
данса [1—3]. Векторная природа волн смещения в анизотропных средах 
приводит к тому, что акустический импеданс в пих становится тензор­
ным [4—8], а соответственно тензорными должны стать и коэффициен­
ты отражения и пропускания упругих волн, выражающиеся через им- 
педансы. В работах [7, 8] получены общие формулы для френелевских 
тензоров отражения и пропускания при нормальном падении на страти­
фицированные анизотропные среды. В этом случае тензоры характери­
стического и поверхностного имледансов совпадают. В данной работе с 
помощью обобщенных тензоров поверхностного импеданса [4—6] строят­
ся френелевские тензоры отражения и пропускания для наклонного па­
дения упругих волн на слоистые анизотропные структуры.

Рассмотрим систему, состоящую из дискретного набора анизотропных 
слоев, на границах которых плотности р (z) и тензоры модулей упруго­
сти c(z) изменяются скачком, а в пределах каждого слоя являются не­
прерывными функциями переменной z=qr, где г радиус-вектор точки 
наблюдения, q  — единичный вещественный вектор нормали к слоям.

Уравнение движения упругой среды имеет вид:
pu=Va, . (1)

• •

где u = u  (г, г) — вектор смещения, и=д2иIdt2, о —тензор напряжений, 
у=д/дт — оператор Гамильтона. В декартовых координатах х и х2, х3 
уравнение движения (1) перепишется следующим образом piii=dOijldxir 
г, /= 1 , 2, 3. Мы пользуемся здесь в основпом бескоординатнон формой 
записи, поскольку тензоры являются прямыми геометрическими объекта­
ми, а с точки зрения алгебры являются примерами операторов матрично­
го типа. (см. [9 ]). С учетом закона Гука для анизотропных сред acj=  
=Cijkidui/dxk, уравнение (1) преобразуется к следующему виду

д )
pii=Lu, Z =V (cV ), L„ =  - — cm - — .

OXj ('%k
Так как мы не накладываем пикаких ограничений: по симметрии на тен­
зор модулей упругости cijhh за исключением симметрии по двум послед­
ним индексам, следующий из симметричности тензора деформаций и,,= 
=  'U (diii/dxj+diijldxi), то изложенный подход справедлив для широкого 
набора сред, включая вязкие среды (cijhi — комплексный) [7], среды с 
акустической активностью [10] и с акустическим эффектом Фарадея 
[ 11] .  ‘ '

Пусть на плоскослоистую систему наклонно падает упругая монохро­
матическая волна и (г, J )= u 0exp [ш (ш г—t) ], где о  —частота, ш — вектор 
рефракции [9]. При жестком контакте между слоями в них возникает

798



преломленная волна вида
u (г, i)= u (z ) exp [io)(br—t) ], (2)

где b= /m  — тангенциальная (относительно границы раздела) составляю­
щая вектора рефракции т ,  /= 1 —q q = —q ‘ — проективный оператор гра­
ницы раздела, q-q диада (кронекеровское произведение двух векторов), 
a qx антисимметричный тензор, дуальный вектору q [9J. Для волн типа
(2) оператор V сводится к оператору icob+qdJdz, a il——co2u. Поэтому 
вместо уравнения (1) для указанных нолей .можно записать

—p(o2u=icoGb-Mi/c/z, (3)
где l= a q  —нормальная сила, действующая на границу раздела. С другой 
стороны, используя закон Гука, векторы f и ob можно выразить так 
i=Yu,  ab=Zu, 7=qcV t Z=bcVt где У и Z дифференциальные операторы
с компонентами

У Ц — QhCihlj dxi ’ Zi— bhCikii dxi
Для преломленных акустических полей вида (2) отсюда следует

d\i
i=i(oCu+Q —  ,dz

ob=itoBu+S
dn
dz '

где Ba=bhCtoi>bi, Qij=(jncm qi, Cti=qkciMibh Несложно показать,
что уравнения (3), (4) преобразуются к следующей системе уравнений

где М блочная матрица:

Mi2= —iQ~\

M22= —toSQ~l.

M2i=m *(9+ SQ -'C -B ),

В случае нормального падения (b=0, B= C = S= 0) матрица М  (6) пере­
ходит в соответствующую матрицу из работы [12], а из системы (5) 
получаем следующее волновое уравнение для неоднородных сред

+  рог и=0.

Общее фундаментальное решение уравнений типа (5) выражается через 
мультипликативный интеграл [13]. В нашем случае имеем

г

P = \ ( E  + iM (l )d t ) ,

где u(z0), f(zo) некоторые постоянные векторы, задающие начальное 
-состояние акустического поля в точке z=zn, Е — единичная матрица 
0X6, а мультипликативный интеграл Р представляет собой характеристи­
ческую матрицу плоскослоистой анизотропной системы, связывающую 
значения полей на первой и последней границах системы. Матрица Р 
называется матрицаптом или интегральной экспонентой системы уравне­
ний (5). Свойства операторов подобных Р рассмотрены в [14]. Для 
однородной среды мультипликативный интеграл Р сводится к экспонен­
циальному оператору cxp(iMZ), где L=z—z0.

Задачи распространения упругих волн в плоскослоистых средах рас­
сматривались в работах [4, 7, 15—17]. В [15, 17] получены матрицы 
передачи изотропных и трансверсально-изотропных стратифицированных 
структур. Произвольные анизотропные структуры изучались в [4. 7, 10 , 
причем в работе [4] получена система уравнений, подобная системе (5 , 
•однако, слои при этом считались однородными.
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При вычислениях интервала Р (7) приходится иметь дело с матри­
цами порядка 6X6. Можно уменьшить размерность вычисляемых матриц, 
если использовать тензор импеданса. Тензор поверхностного импеданса 
у связывает вектор смещений и вектор нормальной силы на некоторой 
поверхности (в нашем случае это плоскости границ раздела слоев) на 
определенной частоте о> [4, 7] i=i(oyu. Подставляя эту связь в систему 
уравнений (5) получаем

1 dy
но dz

- +  yQ - 'y -yQ -'C + SQ -'y+ B-SQ -'C -  р=0,

л г - е - ч т - с ) .

(8)

(9)

Для нахождения тензоров импеданса у, удовлетворяющих тензорному 
уравнению Риккати (8) [5] обычно пользуются численным пересчетом 
(прогонкой) импеданса из начальной точки z0 в конечную z [18, 19].

Общим фундаментальным решением уравнения (9), подобно (7), яв­
ляется мультипликативный интеграл

2
u (*) =  Ри (z> *0) u (zo). Ри (*. Z0) =  J (1 +  icoN (I) dh), (10)

*0
где 1 трехмерная единичная матрица. Используя свойства мультиплика­
тивного интеграла [13], можно показать, что матрицаит Р  (7) уравнения
(5) выражается следующим образом

р = ( 1  Ч ( р - ‘ ° ) ( 1  М 
Ч  ь  А  0 / > .* 'Ч  ь  ’ '

где "f,, у2 решения уравнения Риккати (8), а Ри\  /V  соответствующие 
им мультипликативные интегралы (10). Аналогичная форма представле­
ния матрицанта Р для оптических задач дана в работе [14].

Применим полученные решения к системе, состоящей из N—\ неод­
нородных слоев, в пределах каждого из которых плотность р, тензор 
модулей упругости с, а следовательно, и матрица М  (6) являются непре­
рывными функциями переменной z. Характеристическая матрица Р  (7) 
позволяет найти френелевские тензорные коэффициенты отражения и 
пропускания анизотропной слоистой структуры при наклонном падении 
упругих волн. Пусть на систему с обеих сторон падают волны и0 и u(V' 
с одинаковой зависимостью от тангенциальной составляющей радиуса- 
вектора /г= г— (qr)q, даваемой множителем ехр (шЬг). При этом акусти­
ческие ноля во всех слоях описываются функциями вида (2). Считаем 
тензоры импедансов падающих и0, и /  и отраженных и0\  и* волн задан­
ными и равными у0у у у', у о', у у, соответственно. В частном случае, когда 
система анизотропных слоев окружена изотропной средой, эти тензоры 
импедансов задаются формулой

1 . - 1 , — Г. '—« 1 . Т . +  +  < л .т ,+ 4 .т .) ,

где Та=а 0 *а0, т6= Ь 0*Ь0, r* = q -q , Ь = |Ь |, h„=b/b, ай=а/Ь, a = f b q ],  а =  (сп— 
—с|2)/2 —коэффициент Ламе [9], r)o,i==4mo,it m0,i — векторы рефракции 
продольной п поперечной волн, соответственно. Если же система находит­
ся в акустической среде плотности р0, тогда y0:= y y = —yo'=—yN'=poVo/cos 0
[1], где 0 —угол падеппя, v0 — скорость звука в дайной среде. Так как 
векторы смещения и нормальной силы непрерывны на границах раздела 
[9], то можно записать

/ II^(zJV-,)+U.v, (z^-i) \  /  Uo(Zo)+Uo'(2o) \
4o(z0)+V (2o) ' (н)
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где Р характеристическая матрица слоистой структуры (7), а падающие 
и отраженные волны связаны соотношениями

и* (zn- i)= D u0 (z0 ) +R'uN'(zN- i) , 

Uo, (2o)=/fUo(z0) + Z ) 'u W, (Zw-i).

Здесь R  и D (R' и D') — френелевские тензоры отражения и пропускания 
для волны Uo(iijv ) , наклонно падающей на систему слоев из области 
z<z0 (z>zN- 1). Используя тензоры импедансов ^0, Ч*» Ч*' из соотноше­
ний (1 1 ), (1 2 ) нетрудно найти операторы отражения и пропускания R
R \  D, D':

R  =  [ ( - ш > ,1 ) р ( . 1  , ) ]  [ (ш ^ , - 1 ) р ( . 1  ) ] ,
Ш^о Ш'Уо

О =  гсо[ (-йоч</, 1)Р_1( . 1 )1  (^о—То'),
L 4 o)4jV/ j

Д' =  Г ы со ТоМ )Р-1(. 1 ) Г [  ( t o T o W ) ^ .  1 , ) ] ,

D '  =  f(i)[ ( ш ч к , - 1 ) р ( . Д  ,  ) ]  ( > - > ' ) •

(13)
Здесь в квадратных скобках подразумевается умножение характеристи­
ческой матрицы Р (или обратной ей матрицы Р~[) на блочные матрицу-

Zo
А

строку слева от Р и матрицу-столбец справа от Р, Р~1=   ̂ (Е  +  iM
Z N - 2

Частный случай, когда падает одна волна, например и0, получается из 
общих формул (12), (13) при иЛ/ (zjv_ i) =0.

В случае нормального падения упругих воли на однородную или 
слабоанизотропную стратифицированную среду для решения задачи 
отражения можно воспользоваться методом пересчета входного импедан­
са, подробно рассмотреипого для изотропных сред в монографии [ 1 ]. 
В работе [20] этот метод был обобщен для входных тензорных импедан­
сов в оптически анизотропных средах.

Рассмотрим вначале однородный анизотропный акустический слой 2, 
находящийся между анизотропными полупространствами. Из верхнего 
полупространства 3 па слой падает упругая волна

и (г, £)=u0exp [i(Kz—®t)\,

где /£ = 0^ 4 " 1 тензор волновых чисел [21]. Волна (14) представляет собой 
суперпозицию трех изонормальных волн, волновые числа которых являют­
ся собственными значениями тензора К  и удовлетворяют одномерному 
волновому уравнению кристаллоакустики [ 1 2 ].

В слое 2 установившуюся в результате многократных отражений 
результирующую упругую волну можно представить в виде суперпозиции 
двух бегущих суммарных волн вида (14), распространяющихся в проти­
воположных направлениях: u2=exp(i.K’2z)ii2++exp(— iK2z)u2~. Здесь и 
далее множитель exp (~m t)  опускается. На границе слоя 2 и полупрост­
ранства 1  (z= 0 ) непрерывность полных смещения и нормальной силы 
дает

Ъ (u2++ u2“) = 4 2  (u2+- u 2- ) , (15)

где Чь 42 тензорные импедапсы волн вида (14) [7] в полупространстве 
и в слое, соответственно. Здесь учтен тот факт, что тензоры импеданса 
падающей и отраженной волн отличаются знаком. На верхней границе 
слоя (z= —12, ось z направлена вниз), разделяющей среды 2  и 3 мож­
но записать [ exp (—iK2l2) u2+—exp (iK2l2) u2“ ] =ч»х [ exp (—IK212) u2++
+exp {iK2l2)u2~]. Откуда с учетом (15) получаем следующее выражение
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для входного импеданса анизотропного слоя

V=Y*[exP ( - iK 2l2) - e x р {iK2h) (ifz+'Y* ) - 1  (ifa—fi)] [exp ( - iK 2l2) +
+exp(iK2l2) ('f2+T i)-, ("f2—'VO]- l . (1(3)

Сшивая акустические поля на границе z——l2 между слоем 2 и верх­
ним полупространством 3, для тензора отражения R (щ=Ни) имеем

й=(Тз + W " 1 (T 3-V ). (17)
где импеданс волны (14) в среде 3, а ч„х дается формулой (16). Если 
у нас имеется многослойная структура, состоящая из N  слоев, то ее вход­
ной импеданс можно получить последовательным пересчетом импе­
данс о в по формуле (16), а именно

Твх̂ = Т^[ехр(-гЛ:Л̂ ) -  exp(i/CvW (тГлг+Т»""1) “ 4(Тлг—Т»""*) 1х

X [exp(—iKNlN) +  exp(iKxlN) ^ + Т и " , ) " 1 (^-Т [к " 1 ) ] _1- (18)

Тензор отражения многослойной среды (по аналогии с выражением (17) 
имеет вид

R n=  (T-v+i+ W v) - 1 (т^+i ~ b ^ )  у (19)
где 4*+, импеданс волны (14) в ЛЧИ среде, ограничивающей структуру 
сверху. Выражение для входного импеданса (18) существенно упроща­
ется, если тензоры импеданса *f,-, i=0, 1 , . . . ,  ЛЧ-1 всех слоев коммутиру­
ют между собой

ТвхЛ'=  [ v " 1 -  *7* tg (K NlN) ] ['Y.v-i'YвГ1 tg (K NlN) ] - 1Чк.

Отметим, что метод пересчета импедансов можно использовать и при ко­
сом падении упругих волн на систему вязких слоев. В этом случае при­
менимы сторонние импедаисиые условия Леонтовича и тензоры поверх- 
постпьтх импедансов, удовлетворяющие уравнению (8 ) заменяются на 
тензоры внутреннего импеданса вязких сред, рассмотренные в работе [8 ].

Важпо иметь в виду, что тензоры R  (17) и R N (19) представляют не­
которое дробно-линейное преобразование, точнее преобразование Кэли 
[22] тензора относительного импеданса. Скалярные относительные им- 
педансы использовались, например, в [2]. Для плоской границы раздела 
двух анизотропных сред имеем

Г=72-'7ь (2 0 )
где Г — тензор относительного импеданса при падении волны из среды 
с тензором внутреннего импеданса 42 на границу со средой 1 , в которой 
тензор импеданса волны равен у,.

Тензор отражения рассматриваемой структуры теперь с учетом (20) 
представляется в виде ^ ^ Л ^ О ’ Ч т ^ ^ и + Г ^ ^ - Г ^ е х р ^ Г ) .  
Легко проверить, что равенство (IT T ) _1 (1—Г) =ехр(/7’) удовлетворяется 
тождественно при тензоре Т=2  arctg(zT). Здесь arctg(iF) представляет 
операторозпачиую функцию [22]. Теперь, подставляя соотношение (20) 
в (18) и применяя еще раз преобразование Кэли, получаем

7bxjV= 7 n- exp (—iKNlx) exp (£<D.V) exp (iKNlN), (21)
exp(iO*) =  [1 -ex p (2 iK M )exp(iTN- x) ] [l+exp^A^Z*)exp(77V-,,)]-1. (22)

Таким образом стратифицированная структура в результате отражения 
звука при нормальном падении производит преобразование Кэли тензо­
ров относительного импеданса. Это в частности позволяет использовать 
в формуле (18) только экспоненциальные операторы, а также избежать 
неограниченного возрастания компонент тензора импедансов в опреде­
ленных точках отрезка интегрирования (см. работу [19]).
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В ы р а ж е н и я  ( 2 1 ) ,  ( 2 2 )  з а м е т н о  у п р о щ а ю т с я  в  с л у ч а е  к о м м у т а ц и и  
т е н з о р о в  и м п е д а н с а  о т д е л ь н ы х  с л о е в :

ТпхЛГ= 7 *  e x p  (;iQ)N) ,  e x p  (i<DN) =  —ъ t g (  KNlN
Tn-i

Р а с с м о т р и м  о т р а ж е н и е  у п р у г о й  в о л н ы  о т  н е о д н о р о д н о г о  а н и з о т р о п н о ­
г о  с л о я  с  м е д л е н н ы м  и з м е н е н и е м  у п р у г и х  с в о й с т в . В  п р е д п о л о ж е н и и ,  ч т о  
в  т а к о й  с р е д е  с о о т н о ш е н и е  f ( z )  = io y ^ (z )u {z )  в ы п о л н я е т с я  л о к а л ь н о ,  а к у ­
с т и ч е с к о е  п о л е  в  с л о е  в  п р и б л и ж е н и и  г е о м е т р и ч е с к о й  а к у с т и к и  [ 2 3 ]  з а ­
п и ш е м  в  с л е д у ю щ е м  в и д е  [ 1 2 , 1 7 ] :

г г

и2 ( z )==£-■'■ ( z )  [exp ( г  )u 2+ +  exp ( - г  J ^ 2( | ) d | ) u z- ]  .
О О

г

Э к с п о н е н ц и а л ь н ы й  о п е р а т о р  X  =  е х р (&  |л Г 2 ( ^ ) й | )  м о ж е т  б ы т ь  п р е д с т а в л е н
о

в  в и д е м у л ь т и  п л и к а т и в н о  го и н т е г р а л а :  X  =

Z

jj ( 1  +  i K 2 (l) с/Ь) .П о в т о р я я  
о

р а с с у ж д е н и я  п р о в е д е н н ы е  в ы ш е  д л я  о д н о р о д н о г о  с л о я ,  м ы  п о л у ч а е м  с л е ­
д у ю щ е е  в ы р а ж е н и е  д л я  т е н з о р а  в х о д н о г о  и м п е д а н с а  с л о я  *{вх( —U) н а  
в е р х п е й  г р а н и ц е  р а з д е л а

YBX ( ~  k) =  V"/2 ( -  k )  [  l  (1 +  dz) —  J (1 —  i K 2 dz) y^V. (0) {y2 (0) +  у,)~' X
о 0
—(

x  (у2 (0) -  Ух) y'p
0

-'12
(1 +  iK2 dz) +  jj (1 -  i K 2 dz) Y-V. (0) (y2 (0) +Y1)~1 X

О
x  (v* (0) -  Yi) Y*/* (0)] 1 ( -  k)-

Т е н з о р  о т р а ж е н и я  о п р е д е л я е т с я  п о  ф о р м у л е  ( 1 7 ) ,  Т е н з о р н а я  ф у н к ц и я  
7 2 ( 2 )  у д о в л е т в о р я е т  т е н з о р н о м у  у р а в н е н и ю  Р и к к а т и  (8 ) к о т о р о е  в  с л у ч а е  
н о р м а л ь н о г о  п а д е н и я  ( b = 0 ,  B = C = S = 0 )  п р и н и м а е т  в и д

1  dy  1
—  - ± +  —  Т Л - * Т - Р = 0 ,  (2 3 )
т  dz р

1
Tjste A ij= A i j ( z ) = q hXihij(z)qh X =  —  с  — п р и в е д е н н ы й  т е н з о р  м о д у л е й  у п р у -

р

г о с т и  4 - г о  р а н г а  [ 9 ] .  Д л я  о д н о р о д н ы х  с р е д  у р а в н е н и е  ( 2 3 )  п е р е х о д и т  в 
к в а д р а т и ч н о е  т е н з о р н о е  у р а в н е н и е  т 2= р 2Л , п р и в е д е н н о е  в  р а б о т е  [ 1 2 ] .

В н у т р е н н я я  с и м м е т р и я  т е н з о р а  м о д у л е й  у п р у г о с т и ,  а  т а к ж е  е г о  з а ­
в и с и м о с т ь  о т  к о о р д и н а т  н е  к о н к р е т и з и р о в а л и с ь  и  п о л у ч е н н ы е  в ы р а ж е ­
н и я  п о э т о м у  д о с т а т о ч н о  о б щ и е . О н и  м о г у т  б ы т ь  и с п о л ь з о в а н ы  д л я  р е ш е ­
н и я  о б р а т н ы х  з а д а ч  г е о ф и з и к и  в  п р и б л и ж е н и и  « п о л у т о р а м е р н о й »  м о д е л и  
у п р у г о й  с р е д ы  [ 2 4 ] ,  д л я  н а х о ж д е н и я  и  а н а л и з а  д и с п е р с и о н н ы х  у р а в н е ­
н и й  р а з л и ч н ы х  а к у с т и ч е с к и х  в о л н о в о д о в .
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