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К ЗАДАЧЕ О ДИФРАКЦИИ АКУСТИЧЕСКОЙ ВОЛНЫ 
НА НЕОДНОРОДНОМ ТВЕРДОМ ТЕЛЕ

К о в а л е н к о  Г . Я .

В работе получена приближенная система связанных обобщенных 
волновых уравнений, удобная для описания высокочастотных колебапий 
упругих твердых сред, параметры которых зависят от одной координа­
ты. Плоская задача о дифракции акустической волны на неоднородном 
твердом теле сведена к системе иптегро-диффереициальных уравнений.

Векторное уравнение движения упругой среды в случае зависимости 
плотности р и параметров Ламе X, р от декартовой координаты z имеет вид

V (£V-u) —VX (pVXu) + 2 p '(u '—izV -u+^XVXu) =pu, (1)
где |= A + 2 ja, iz — единичный вектор, штрих обозначает производную по z, 
остальные обозначения общеприняты. Представим вектор смещения а в 
виде

и = / Г ,У (/1Ф1) + / г ,УХ7Х(/,Ф2ь)-Ь?Х(Ф,Ь), (2)
где /„ — гладкие функции координаты z, которые находятся ниже. Под­
ставим (2) в (1) и к результату подстановки прибавим четыре тождества, 
содержащие функции hn, которые также определяются ниже:

А
V (Л .Ф З-У Д А .Ф О -!,—  (А.Ф,)» о,dz

V X V Xi A<I>2+ U 2V ,гФ2-  V, (А*Фг) ' - о ,
У (й3Ф /) — iг( V2Ф1 +  /г3’Ф/)  — VXVXiz/г3Ф,+ /г./V ,Ф,=0,

V (fes V,2Ф2) —1гА/ V,гФ2+  VX VХ1гА4Ф2' —

- У <[А*У*Ф,+А,'Ф,, ] - 0 :  V, =  i. ■идх ду
В результате получим такое векторное уравнение

VAi+VXV X izA2+  V XijAj—V ,Л.—i2A5=0, 
где

A n=[0 ,1V2+ ( 2 p,,+g-„e„+^2+„) —  +  e„gr„,+An- p - 4 7r j  Фп

(3>

dz dt'
+

+ (6ngr3+„+A,_„) [1 -« + (2 -« )  У,2]Ф3-„, ю =1,2; 0, =  | ,  0г= ц ,

Л3=р.У2Ф3+р,'Ф3'-р Ф 3,

А*,. =  [ (2ц'+Ам ) ¥ 2+  (2ii"+h2il+hi ,)  ! L  +  h[fi +
L dz

d2 I
+P(e,i.*-Pp) — ]Ф г,> ±(A ,>1- 2 |i 'g , ll-A ,i4) (Ф,, У,гФ2),

V/2=  V,- V,; Pp=p'p"1.
В последнем выражении следует брать только первый или только второй 
индексы, верхний или нижний знаки, первую или вторую функцию в скоб­
ках в последнем слагаемом. Далее положим, что между функционалами Л№ 
существует такая связь:

Лй== (рр-гО Л,, Л*= ( p p — g 2 ) A 2 .  (4>
1 0 6 0



Тогда уравнение (3) сведется к следующему p/i 1 V(/ip 'Л ,)+р/2 'VXVX 
X (Др_,Л-*ь) +  VXA3iz=0. Последнее будет удовлетворено, если A i=A2=  
= Л 3=0.

Условия (4) приводят к восьми уравнениям, четыре из которых ис­
пользуются для определения hn hn=Qnppqn— (0п9т»)\ Qn=Po~gn, h2̂ n= 

2р', /г=1, 2. Два из оставшихся четырех имеют вид
2[x'gu—hn-\-h2+n=(d3-ngn+h2+u)qUy п = 1, 2. (5)

Если далее предположить, что выполняются неравенства /г„'<рю2дп, 
Вг^л +^н^рса2, /г=1, 2, где <о — частота колебаний среды, то последние два 
уравнения /fc/+p5 Hto2= ( 0 7,g’„'-bfe„+p(o2) qn можно считать асимптотически­
ми тождествами и не учитывать в дальнейшем анализе.

Сумма уравнений (5) имеет первый интеграл 2pi'=£.c/i4-pi(/2, а разность 
приводится к уравнению Риккати 2 т '+ т ^ р -1 —£_|) —4р'р~,'т+4р'“р -1 — 
—2р"=0, т=\хд2. Интегрируя его методом Ныотона-Канторовича и огра­
ничиваясь вторым приближением, получим z

T=).i'-2j.t/(z); J(z)=e* \ pv2(t)e~*(,> dt,
О

z

i |> ( z ) = J  l i ' f ’ d* . ^ = ц ' | - Г ' .О
Отсюда находим весовые функции

^i=Pp-PM-r2+2r 2/(2 ), f = | p - \

gi=pP—p^+2J (z).
Для тела конечных размеров и монотонно меняющейся функции р с тан­
генсом угла наклона касательной, не превышающим 1, можно показать, 
что интегральные слагаемые в (б) могут составлять не более чем 10- ' от 
внеинтегральных слагаемых. В этих случаях интегральными слагаемыми 
можно пренебречь и считать, что g i= /v~  p'£_1, g’>=p,—pi,- Тогда получим 
такие уравнения движения:

(
л 2̂

V2 +  Р„ —  + IIп (z) - v,,-2 —dz d t ) xVn + ( - i ) n- 'F Ĉ P L =  0,dx
(7)

( V2+pvd / d z - v r 2А - ) ф з  =  0 ; F=p0- p „ ( f +  1 ) 4  2,
о ь

ff„=(/>p-2|i'0„-T+fi/0,r1(/>p- —  f <n-2)), «=1,2,
'  P 7

где принято 1Р\ =  Ф,, XY ■>=дФ21дх. Если F = 0, т. е. для сред со свойством

система уравнений (7) становится разделенной по искомым функциям. 
Следует отметить, что разделенная система уравнений движения неодно­
родной среды без предположения о высокочастотных колебаниях была по­
лучена в работе [1]. При этом на три параметра среды X, р, р были нало­
жены два условия в виде нелинейных дифференциальных уравнений, что 
существенно снизило практическую ценность полученного результата.

Полученные уравнения можно использовать для приведения задач 
акустоупругости неоднородных сред к системе интегральных уравнений. 
Рассмотрим задачу о дифракции акустической волны на неоднородном 
упругом цилиндре произвольного поперечного сечения. Пусть в жидкости 
распространяется падающая волна, заданная потенциалом (р{=А  ехр(хкх-г



4rzkz—co£), в котором A — постоянная, kx, kz — компоненты нормального 
вектора плоской волны, не зависящей от координаты у. Потенциал поля 
в жидкости, рассеянного упругим цилиндром, ось которого направлена 
вдоль оси У, обозначим через <ps. Множитель ехр(£соI) ниже везде опущен. 
Суммарное поле cp=cp*+(pi удовлетворяет таким уравнениям на контуре 
цилиндра

где оп, О/ — нормальное и касательное напряжения в твердой среде, ип — 
нормальное смещение, 0ч,1дп — производная по нормали к контуру. Посколь­
ку задача плоская, то для описания движения твердой среды достаточно 
двух первых уравнений системы (7), записанных в предположении гар­
монической зависимости движения среды от времени. Получим интеграль­
ное представление функций Ч/ 1, Ч/ 2, описывающих поле внутри цилиндра. 
Для этого используем функцию Ханкеля II0(knr), r=[{x—x x)2Jr(z—ziy \ l\  
k n=(ovn~l (0)  как функцию Грина уравнения Гельмгольца однородной среды 
при отсутствии граничных условий. Каждое из двух первых уравнений 
рассматриваем совместно с уравнением Гельмгольца однородной среды с 
правой частью в виде функции Дирака. Далее умножаем уравнение дви­
жения на функцию Ханкеля, а уравнение Гельмгольца — на Х¥ 1 или Чг2, 
образуем разность уравнений и интегрируем по области, занятой телом. 
Выполняя известные преобразования и интегрируя, где необходимо, но ча­
стям, получим

'I'n ( х ,  Z )  =  ф  [ w  ( х и  Z , )  дП° ^  ) -  М  (Кг) ] dl -  (9)

[Mn(xh z ^ k M K ^ + N ^ ,  Zl)H0(Kr)]dS,

дЧ?
tin =  —----- [ (—1)71F (z) x¥ 3—n cos a+Pt>xVn sin a ] ,dn
Mn=4?n{xi, Zi)pp sin v + x¥ 3- n(xh Zi)F(zi)cosv,

Nn= x¥n (p9' - H n(z,) +Д knz(z,)), v =  arctg ^  Zl\  .
(X-Xt)

Здесь a  — угол между нормалью к контуру и осью X, двойной интеграл 
берется по области, занятой поперечным сечением цилиндра, Д/сп2 — при­
ращение волнового числа по сравнению с его значением в начале коор­
динат. Точка наблюдения в (9) находится внутри тела. Устремим теперь 
точку наблюдения на контур. Тогда оба аргумента функции Ханкеля в 
контурном интеграле и один из аргументов этой же функции в двойном 
интеграле, а также аргумент внеинтегральнсго члена будут находиться на 
контуре. Учитывая предельное значение производной функции Ханкеля, 
когда обе точки находятся на контуре, получим

( 1 -  ̂  )'!'»(*., *.) =  Ф [ Уп (хи *,) ~  Й»Я. (кпг,) ] dl -

- 1 1 Шп (х„ z,)k j ! l (knr2) + N JI0 (кягг) ] dS,
г .=  [ ( х - х , У + ( 1 ( х ) - 1 ( х , ) У ] \  г г= [  (X - X i y - + ( 1( X ) - Z i y ] \

(Ю)

где z=l(x)  — уравнение контура, 'Yi — угол излома в точке на границе, 
для гладкой кривой К(у=п.  Далее преобразуем граничные условия. Из (2) 
находим смещения

ЗЧК дЧ>
и* = дх dz +

дхУ2
дх + gixPt

\

m 2



и нормальную составляющую смещения
d xV \  , d xV 2 ,

=  ——  + - г -  +  gix¥ 2 sin a - g ^ i  cos а, (И )on ol
где д1дп, — операторы дифференцирования по нормали и касательной к
контуру. По закону Гука получим напряжения

G2= p [ f V 24 4 - 2 T le„ - 2 'F liX,+ 1f*(?l4r1) l* + (f- -2 )f tY >i, ] 7

Т * ^ 1.
at—14[^*V*^F4—2^*.,«+2V 2̂ ,+ T*ir,^2B,+  (т*—2) ,

a „ - ^ [ 2 Y leM+ V 2e„ - V 1̂ ( f tV 2) i,+ g1V ,eB].
Аргумент после запятой указывает на операцию дифференцирования. Да­
лее в зависимости оп=ох sin2 a +о2 cos2 a -  axz sin 2a, <j|= (ox—az) sin a  cos a — 
—  (cos2 a —sin2 a ) a * 2 подставим пайденные выше значения ог, ax, g X2,  что 
дает Gn=M-{'Y2(l±fi,nn+ 4 fit,i)“ 21F2,«+24f2,^+5i cos 2a—A sin 2 а + £ 2(ч2-1 )} , 
0t= [ i { 2 W z . u - W Z ' n n - B i  sin 2a—A cos 2a}, A = g {xlr liX+(g2xV2),z] #,,2=  
=  (gi4f i)tZ+g2KV2tX (12). Здесь производные по x  и z следует заменить опе­
раторами

д д . . д=  cos а  — “г sm а — ,
дх 01 д п
д д д

— =  sin а  — — cos а  — .dz <9/ дп
Уравнения движения в координатах /г, I можно записать в виде 1ГЛ,гГ 
+ 'Г Й,ЯП+А>г£/У +  (Hh(z)—kn2(z) )W ь+ (—i ) h~lFxlr з-к,х=0, к = 1, 2.

Выразим отсюда ЧЛ,™, Ч \ п» и подставим в выражения (12) с учетом 
граи ич и ы х уело в и й (8):

lift* ( - k lzWl- F 4 f i^ - p p̂ iit) ^ 2 W uu+2Wt.in+Bl cos 2a+
+A sin 2a-¥B2{ff —1)}=гсоф, (13)

24r i,/n+24f2t«+Ppxlj,2,2+ fe2xIj'2—/rxF i>*—5 i sin 2a—Л cos 2a=0.
Для потенциала рассеянного поля в жидкости используем известное инте­
гральное представление ' (ps=cp,+ j> (<рsHo(ksr) ,n- / / 0 (/c3r)<pSfn)d/. где
Яо(кьг) — функция Ханкеля, к3=(ос~\ с — скорость звука в жидкости. 
Нормальную производную qps,n исключим с помощью третьего краевого 
условия (рв1П= ш  (xF,,n+ xF 2,s+gr24;2 sin a —gixlJ\  cos a ) . После подстановки 
устремим точку наблюдения на контур и получим такое интегральное 
уравнение для <ps:

ф«=ф(+ Ф гео (ЧГ1,»Н-ЧГ2(г^ гЧ Г2 sin a - g ^ Y , cos a) -qiBH0(k3r) Jdl .
(14)

Итак, имеем семь интегро-диффереициальных уравнений (9), (10). (13), 
(14). Они содержат пять неизвестных, заданных на контуре: ЧЧ, Ч;2, их 
нормальные производные Ч \ п, Ч'г.,,, а также ф и две неизвестные, *F, и 
Ч'2, заданные в области.

Численную реализацию полученных уравнений можно выполнить ме­
тодом коллокаций. Для этого контур, ограничивающий тело, разбивается 
на П\ дуг, а область — на п2 подобластей и в соответствии с этим все иско­
мые величины считаются кусочно-постоянными. Граничные условия (13) 
записываются на каждой дуге, а производные искомых величин заменя­
ются разделенными разностями. В результате получаются 5/г,+2п2 алге­
браических уравнений с таким же числом неизвестных.
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