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ДИФРАКЦИЯ НА УПРУГОМ ВЫТЯНУТОМ ТЕЛЕ
ПРОИЗВОЛЬНОЙ ФОРМЫ

Т э т ю х и п  М . /О.

Задача дифракции плоской звуковой волны на вытянутом упругом 
теле сведена к системе одномерных интегральных уравнений. Проведе­
ны численные расчеты.

Пусть в изотропной акустической среде с параметрами р, с (р — плот­
ность, с —скорость звука) расположено вытянутое упругое тело D с глад­
кой замкнутой поверхностью S , описываемой в цилиндрических коорди­
натах уравнением r=dF(z/l, ср), —l<z<l ,  0=^<р<2л. Здесь Q < F ( t ,y )< l  
при Ц |<1. Тело D заполнено средой с параметрами Ламе X, р и плот­
ностью pi. Рассмотрим задачу рассеяния плоской волны Р0=е\\) (ik, г), 
к=(й/с, k~=/r на теле D. Рассеянное иоле Р{г) вне тела D удовлетворяет 
уравнению Гельмгольца

( A + W ( r ) = 0, (1)
а вектор смещений и (г) внутри тела D — системе теории упругости
( I U ) :

(А,+2р) grad div u—р rot rot ii+arp,u=0. (2)
На границе тела S  выполняются краевые условия

А О

(и, п) — ' ~— —  (Р+Ро), (а„(и),т,) =  0, (3)
й) р ап

(оп(и), п) = — (Р+Р0) , (an(u),T2)=0,
где вектор напряжения a„(u) = a (u )n ,

( a ( u =  X div u6jm+ p

m, / —1,2,3,
8jm — символ Кронекера, u=(ttj, и 2, »з), n — внешняя нормаль к S y т1,т 2 — 
линейно независимые касательные векторы к S. Рассеянное ноле Р(г) 
удовлетворяет условию излучения Зоммерфельда. Предполагается, что 
kl>  1, Ы = 1, так что z=d/l<  1.

Будем искать Р(г) и и (г) в виде волновых потенциалов простого 
слоя:

и(г) =  Я G ( r , r ') ( p ( r ') d S ,
S

ew,- r'
\i(r')dS.

Элементы тензора Грина G равны

г =  (хи х2, х 3), й = |г - г ' &,2= pioVp.
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Функция Р ( г )  и вектор-функция и (г) удовлетворяют уравнениям (1 ) ,
(2), а Р(г) — условию излучения. Напряжения имеют вид

где o„(G )=(o„(g1), on(g2), on(g3), gj — столбцы тензора G. Элементы мат­
рицы напряжений равны

X divG{m) +  2ц dG
дх

п т

divG(m) = » Ф =  r — dF (z/l, ср),

Пусть А, 0о, фо — сферические координаты волнового вектора к. Будем 
искать неизвестные векторную ф(г) и скалярную р,(г) плотности в виде 
произведения осциллирующей экспоненты на медленно меняющуюся 
функцию z:

(f)(r)=exp(iAcos 0o2)tj)(z//t ф), \i(v)=exp(ik cos 0oz)v(z/Z, ф). (7)

Введем обозначения: r=dr0, r0= F ( z ,  ф), z = z / l , тогда получим

Р (г) =  d exp (ikz cos 0O) J /  (v) dip,

y / '4 F ; 2+ e W / 2v(M p)*,

где F=F(t, ф), Я,2= (г—z ')2+e2[r02+F2—2r0F cos (ф—ф) ], (>=#!+(£—z')X  
Xcos0o. Используя результаты работы [2] в предположении sin О^О, 
получаем на поверхности S

дР( г)
P(r)= exp (ikz cos 00) 'F (v),  -------- =  exp (ikz cos0o) ¥ i(v ) ,

bn
2я

4; (v) =  л id |  / / Г  (ArfA sin 0O) Vro2+ f<*/2 v (z , ф)йф,
0

2 я

lF , (v) =  —nikd sin 0O(гс2+г0ф'2) ~l;* J tf 1° (ЫА sin 0O) [r02—r0r0 cos(ф—ф) —
о

—Г0г0/  sin (ф-ф) ] Vr02+ ?V 2 V (z', ф) йф,

где обозначено rQ= F (z ,  ср), A2= r 02+ r02—2г0г0 cos (ф—ф). В этих и после­
дующих формулах отброшены члены порядка 0 (e), 0((к1)~2).

Аналогично преобразуем компоненты векторов и (г) и o„(u(r)) при 
условиях |cos 00|<A*,/A, |cos 0О| < k t/k; тогда, подставив полученные выра­
жения в уравнения (3), получаем

2л
Tiido Г -----------

------- J (М „ф (2 '?ф))Уг02+Го<р,2йф =  4f , ( v ) - 2 n v ( z ' ^ ) 4 -
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Ф и  г  1 Я3и г. г Ф и г .  J Ф и г  Ч

Фиг. 1. Диаграмма рассеяния. Сфероид: Ы—5, kd= 0,5, pi=103, р=1

Фиг. 2. Диаграмма рассеяния. Сферопд: Ы=20, kd=2y ktl=b, ktl = 9,6, р1=7Д р=1
Фиг. 3. Диаграмма рассеяния. Трехосный эллипсоид: k l= 20, Ы =2, М = 5, М=9,6,

Р1=7Д р=1
Фиг. 4. Диаграмма рассеяния. Трехосный эллипсоид: А7=20, kd=2y ktl=  19, ktl—140,

р ,= 2 , р = 1

+  'i/c sin 0о (г02+г0ф/2) ”,/2[r0 cos (ф—ср0) +  г0ф' sin (ф—фо) ] X
X exp (ikdr0 sin 0О cos (ф—ф0) ), (9)

2  Я

2л(я1>(z', <р), n) +  J (М„ tf (z \ф )) Уг02+го/ 2 d<p =
Р‘Ю о

=  — [ Ч' (v) +  exp (ikdra sin 00 cos (ф—фо)) ],
Zn

я  id г
2 n (i|>(z', ф), т,) + (M3, ф (г ',ф )) V/7+fo»'2d$=0,

Р'Ы о 
2л

•  7

2п (ф (z\ ф), т2) +  Я— -  J (М4, Ф (z', ф)) Уг02+го/ 2 Лр=0,
Р«® 0

где элементы векторов М,, М2 — скалярные произведения столбцов матриц 
G и on(G) на п, М3 и М4 — столбцов матрицы а„(G) на т, и т2 соответствен­
но. Элементы матрицы G имеют вид

G}m=k,2Hal) (Ъ,) 81т +  ■ д[ -  (Я Г  (М -Я о 0 (&,)),

bt=dh(kt2—kz cos2 Go)7’, b,=dh(kz—к2 cos2 0o) ,/s, элементы матрицы a„(G) 
вычисляются по формуле (6).

Таким образом, для вектор-функции ф и функции v получили систе­
му интегральных уравнений (9), зависящих от параметра z ' ^ [ —1,1] и 
не содержащих большого параметра Ы, что существенно облегчает прак­
тические вычисления.



Можно показать, что первые две компоненты векторов М2 и М3 имеют 
в точке <р=ф особенность типа a(z') /(ф—ср) и бесконечно дифференцируе­
мы при ф¥=ср. Все остальные компоненты, стоящие под знаком интеграла, 
имеют либо слабую особенность в этой точке типа h ( z )  In |ф—ф|, либо не 
имеют особенностей, причем при ф^ф все функции бесконечно дифферен­
цируемы. Отсюда следует, что все иптегралы в (9) существуют либо в 
обычном смысле, либо в смысле главного значения. Из формул (4), (7) 
находим главный член амплитуды рассеяния:

1 2л

/(О, ф, Оо, фи) =  ld \  jexp {iklt (cos O0-cos 0) — Ik dF(t , ф) sin 0 сов(ф—ф )) X
-I о

X v(ff ф) VF2(t,q>) + Fv'4t,($)dq> dt. (10)

Формулы (9), (10) справедливы и в случае |cos В0| > А:,//с, | cos 0О|>  
> k j k ,  если вместо функции / / 0(,)(М  рассмотреть функцию Макдональ­
да — 2г/лАГ0( | bt | ), и аналогично для bt.

В качестве иллюстрации были проведены расчеты |/(0. ф)| для сфе­
роида при 0п=90°, ф=ф0=0°, продольная ось тела расположена горизон­
тально. Фигура 1 —для параметров, имитирующих абсолютпо жесткое 
тело (р ,»1). Результат хорошо согласуется с расчетами по точным фор­
мулам ([3 ]). Фигура 2 —для стали, в этом случае максимальная ампли­
туда рассеяния немного меньше, чем у аналогичного абсолютно жесткого 
сфероида. Па фиг. 3, 4 представлены диаграммы рассеяния трехосного 
эллипсоида с соотношением осей 20 : 2 : 1, грапица которого задана урав­
нением

r=d ( (1 z2//2)/(cos2 ф-f 4 sin2 ф) )ч\  ф=ф0=0°
Фигура 3 —для стали (близка к абсолютно жесткому телу ([4 ])) , фигу­
ра 4 — полимерный материал.
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