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Д И Ф Р А К Ц И Я  П Л О С К О Й  В О Л Н Ы  Н А  Т О Н К О М  Д И С К Е

Х и ж п л к  А . I I .

Рассмотрена дифракция плоской акустической волны на круглом бес­
конечно тонком диске. Получено строгое решение задачи в виде беско­
нечной системы линейных алгебраических уравнений II рода, к которой 
применим метод редукции. Рассмотрены два типа граничных условий, 
соответствующих случаям идеально жесткого и идеально мягкого дисков. 
Получены системы уравнений, описывающие дифракцию плоской акусти­
ческой волны на структуре из двух идеально жестких соосных дисков, 
приведены результаты расчетов коэффициента рассеяния такой структуры.

З а д а ч а  д и ф р ак ц и и  п л о с к о й  во л н ы  н а  то н к о м  д и ск е  м ож ет  р ассм атр и ­
в а т ь с я  к а к  к л ю ч ев ая  в  обш и рн ом  к л а с се  более сл о ж н ы х  гр ан и ч н ы х  за д а ч , 
в  ч астн о сти  д и ф р а к ц и и  в о л н  п а  од н осл ой н ы х  и  м н огосл ой н ы х  к а к  п ер и о ­
д и ч еск и х , т а к  и  о гр ан и ч ен н ы х  р е ш е тк ах  из д и ск о в . В  с в я з и  с  эти м  необ­
ходим о и м еть  стр о го е  и  п о  во зм о ж н о сти  не гр о м о зд к о е , удобн ое д л я  п р и ­
м ен ен и я  ч и сл ен н ы х  м етодов реш ен и е за д а ч и  д и ф р ак ц и и  н а  отдельн о  в з я ­
том  д и ск е . К л асси ч еск о е  реш ен и е с пом ощ ью  р а зл о ж е н и я  по с ф ер о и д ал ь ­
н ы м  ф у н к ц и я м  [ 11  м ал о п р и го д н о  д л я  эти х  ц ел ей , п о с к о л ь к у  п р и  и сслед о ­
в а н и и  д и ф р а к ц и и  н а  с т р у к т у р а х  и з н е с к о л ь к и х  д и ск о в  п р и во д и т  к  к р а й н е  
гр о м о зд ки м  р асч етам . М етод, п р ед л агаем ы й  в [2J, с в я з а н  с реш ен и ем  
м атем ати ч ески  н ек о р р ек т н ы х  за д а ч . П оэтом у  п р ед п о ч ти тел ьн ы м  п р ед ­
с т а в л я е т с я  м етод п а р н ы х  и н т е г р а л ь н ы х  у р а в н е н и й  (см ., н а п р и м е р , [31)т 
с  пом ощ ью  к о то р о го  за д а ч а  сво д и тся  к  реш ени ю  и н т егр а л ь н о го  у р а в н е н и я  
Ф р ед го л ьм а  I I  р од а  и л и  бескон ечн ой  систем ы  л и н ей н ы х  а л г е б р а и ч е с к и х  
у р а в н е н и й  I I  рода.

В б ол ьш и н стве  р аб о т  (см. [3, 41, а  т а к ж е  б и б л и о гр аф и ю  к  ним) за д а ч а  
сво д и тся  к  реш ени ю  и н тегр ал ь н о го  у р а в н е н и я  Ф р ед го л ьм а  I I  р о д а , о д н ак о  
ч и сл ен н о е  реш ен и е так о го  у р а в н е н и я  в резон ан сн ом  и  к о р о тк о в о л н о в о м  
д и а п а зо н а х  п р и во д и т  к  п олучен и ю  систем  л и н ей н ы х  а л ге б р а и ч е с к и х  
у р а в н е н и й  б о л ьш и х  п о р я д к о в . Б о л е е  удобны м  п р е д с т а в л я е т с я  м етод , 
о сн о ван н ы й  н а  сведен и и  п а р н ы х  и н тегр а л ь н ы х  у р а в н е н и й  н еп о ср ед ствен ­
н о  к  систем е л и н ей н ы х  а л ге б р а и ч е с к и х  у р а в н е н и й .

Т а к и м  о б р азо м , ц е л ь  д ан н о й  раб оты  — п о л у ч ен и е  стр о го го  р еш ен и я  
за д а ч и  д и ф р ак ц и и  п л о с к о й  ак у с ти ч е с к о й  во л н ы  н а  к р у гл о м  б еско н еч н о  
то н к о м  д и ск е  в ви де  бескон ечн ой  систем ы  л и н ей н ы х  а л ге б р а и ч е с к и х  
у р а в н е н и й , п остроен и е соответствую щ и х  ч и сл ен н ы х  ал го р и тм о в  и  и ссл е ­
д о ван и е  и х  эф ф ективности .

Р ассм о тр и м  д и ф р акц и ю  п л о ск о й  ак у сти ч еск о й  во л н ы  н а  и д еал ьн о  
ж естк о м  ди ско  (гр ан и ч н о е  у с л о в и е  Н е й м а н а ). Н а п р а в и м  ось z ц и л и н д р и ­
ч еск о й  систем ы  к о о р д и н ат  (г, <р, z) в д о л ь  оси д и с к а  р а д и у с а  а. П у сть  
д и ск  р асп о л о ж е н  в п л о ск о сти  z =  0 . П о л е  во  всем  п р о стр ан ств е  м ож н о  
п р ед стави ть  в виде

З ав и си м о сть  от  вр ем ен и  в ы б р а н а  в виде е х р  (— not), к =  оэ/с, а  — у г о л  
п ад ен и я  п ер ви ч н о й  волны .

П р ед стави м  р ассеян н о е  п о л е  vs в (1) в  виде р а з л о ж е н и я  в и н т е гр а л  
Ф у р ь е  — Б е с с е л я

(1 )

( 1 а)
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гд е  р =  r/ay rj =  zla, x  =  ka, y(Q = Y  x 2 — l 2, Im  у >  0 , J m (x) — ф у н к ­
ц и я  Б е с с е л я  I р о д а . З а д а ч а  сво д и тся  к  реш ени ю  п а р н ы х  и н т е гр а л ь н ы х  
у р а в н е н и й  д л я  ам п л и ту д ы  а зи м у тал ь н о й  га р м о н и к и  <г(г,,)(£) [3]

с»

5 а<т) (5)/*(&>)<*! =  0, Р > 1 ,
° (2 )

СО

\  а (т) (£) у  (£) Jm (Ер) dg =  х  cos а  / т  (х  .siп ар), 0 <  р <  1. 
о

Д л я  р еш ен и я  у р а в н е н и й  (2) в о с п о л ь зу е м с я  методом  м ом ентов в соче­
тан и и  с методом  п о л у о б р а щ еи и я  о п е р а т о р а  [51. Э ф ф екти вн ость  п р и м ен е­
н и я  м етода м ом ентов в зн ач и тел ь н о й  степ ен и  о п р ед ел я ется  удачны м  вы­
бором  б ази сн ы х  ф у н к ц и й . В д ан н ом  сл у ч ае  о к а за л о с ь  удобн ы м  и с п о л ь ­
зо в а т ь  си стем у  б ази сн ы х  ф у н к ц и й  следую щ его  ви д а :

Ф Г 1 (р) =  2 -v ’ Г(п"- !t<) Y 'm  +  2т -|- 3  р *  (1 -  2р*). (3)

З д есь  Г (х) — гам м а-ф у н к ц и я . П о л н о та  это й  систем ы  сл ед у ет  и з  п олн оты
систем ы  п оли н ом ов Я к о б и  Р£*, Р ) (я). Т а к о й  вы б о р  б ази сн ы х  ф у н к ц и й  
п о зв о л я ет  у ч есть  особен н ость  н а  р еб р е , а т а к ж е  в я в н о м  ви де  о б р ати ть  
стати ч еск у ю  ч а ст ь  о п ер ато р а  у р а в н е н и й  (2). И з  п р е д с та в л ен и я  р а с с е я н ­
ного  п о л я  н а  д и ск е  в ви де  р а зл о ж е н и я  п о  ф у н к ц и я м  Ф п(ш) (р) сл ед у ет  р а з ­
л о ж ен и е  д л я  ам п л и ту д ы  а зи м у т а л ь н о й  гар м о н и к и

со
й (т) (?) =  S 71 п (4>

п = 0

гд е  (? ) =  ] / 4 п +  2т +  3 / гп+т+./2 (? )? -’/*.
И с п о л ь зу я  (4), п осле н ек о то р ы х  п р е о б р а зо в ан и й  и з  (2) п о л у ч аем  бес­

ко н еч н у ю  си стем у  л и н ей н ы х  а л ге б р а и ч е с к и х  у р а в н е н и й  отн оси тельн о  
н еи зв естн ы х  коэф ф и ц и ен тов р а зл о ж е н и я CVW):

со

?1“ 0
т, к = 0 , 1 , 2 . .  .,

где
со

А №  =  J фГ  (?) Ф Г  (?) ет  (1 ) d l ,  ет  (?) =  1  — 7  <?)/*£,
о

В ь п) =  i c tg  а<р£п) (х s in  а).

А н а л о ги ч н а я  систем а у р а в н е н и й  б ы л а  п о л у ч е н а  в [4] и з  и н тегр ал ь н о го  
у р а в н е н и я  Ф р ед го л ьм а  I I  р о д а , о д н ак о  ее ч и сл ен н о е  и ссл ед о ван и е  не 
п р о в о д и л о сь .

М ож н о п о к а з а т ь , что м атр и ц а  систем ы  (5) у д о в л е т в о р я е т  у сл о ви ю
оо
51 | А Й ' |2<^ ос, т . е. си стем а  у р а в н е н и й  (5) ф р ед го л ьм о в а  и  д о п у с к а е т  

nfc=0
р еш ен и е  м етодом  р е д у к ц и и . К р о м е  то го , и с п о л ь зу я  р е к у р р е н тн ы е  соот­
н ош ен и я  д л я  ф у н к ц и й  Б е с с е л я , м о ж н о  п о л у ч и т ь  р е к у р р е н т н у ю  ф орм улу  
д л я  м атр и ч н ы х  эл ем ен то в . П ри м ен ен и е  п осл ед н ей  вм есто  в ы ч и с л ен и я  
чи сл ен н ы м  и н тегр и р о в ан и ем  п р и м ер н о  N 2/ 2 элем ен тов  си м м етри чн ой  
м атр и ц ы  с п о р я д к о м  р е д у к ц и и  i V ( i V ^ > l )  п о зв о л я е т  о гр ан и ч и ть ся  вы ч и с­
л ен и ем  п ри м ерн о  N  эл ем ен то в , а  о стал ьн ы е  н а х о д я т с я  п р о сты м и  ар и ф ­
м ети чески м и  д ей ств и я м и . П о д ы н тегр ал ь н ы е  в ы р а ж е н и я  в  м атр и ч н ы х  э л е ­
м ен т ах  с ростом  g у б ы ваю т к а к  g~4, п оэтом у  вы ч и сл ен и е  м атр и ч н ы х  э л е ­
м ентов с пом ощ ью  ЭВМ  н е  п р е д с т а в л я е т  тр у д н о стей .

М етодика реш ен и я  зад ач и  д и ф р ак ц и и  н а  и д еал ьн о  м я гк о м  д и ск е  (гр а ­
н и чн ое у сл о ви е  Д и р и х л е )  не о тл и ч ается  от  р ассм о тр ен н о й  вы ш е, п оэтом у  
п р и вед ем  то л ьк о  основн ы е р е зу л ь т ат ы .
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а  =  0° а  =  35°

X =  1 х =  5 х =  10 Х =  1 х =  5 х =  10

0,403 0,002 0,001 0,427 0,000 0,000
0,841 0,979 1,0 12 0,916 0,999 0,753
0,841 0,988 1,000 0,916 0,985 0,960

0,988 0,999 0,984 0,994
0,998 0,984 0,996
0,998 *

0,996
0,998 0,996

П ар н ы е и н тегр ал ьн ы е  у р а в н е н и я  в этом  с л у ч а е  им ею т вид
оо

$ «<т> (I) v  (I)  / т  (&») а\  =  о , р > 1 ,
о

оо

$ «(т)(I) J >11 ( & > ) =  — / т («sill ар ), 0 < р <  1. 
о

В  к ач естве  б ази сн ы х  и сп о л ь зу ю т с я  ф у н к ц и и

,ф »"° (р) =  2V* — - ' l! . | / 4 п +  2т  +  1  pm (1  -  р ^ - ’/ .р ^ ’-7,1 (1  — 2р2).

Г ( И + - 2- )

К а к  и  в  сл у ч ае  и д еал ьн о  ж естк о го  д и ск а , п о л у ч аем  р азл о ж ен и е  д л я
^  (6):

я (т) (5) =  S  с 5Г>ф5Г) (6),
71=0

гд е

фГ > ( 1 ) - / 4 »  +  2»  +  1 ^  / , w „  ±  (!)

А н ал о ги ч н о  п о л у ч аем  бескон ечн ую  систем у л и н ей н ы х  а л ге б р а и ч е с к и х  
у р а в н е н и й

оо

2  С Г ’4™  > -  С[т) = В\Г\ к, т =  0 , 1 , 2 .......... (6)
п=0

гд е
ос

4 n  =  S ф!:п) (?) ф(," °  (?) ем (?) d ? f ем (?) =  1  -  il/y  (?),
о

j? fc(w) =  icpfc<w) (х s in  а ) .

Ч и сл ен н ы е  расчеты  д л я  коэф ф и ц и ен та  р а с с е я н и я  п р и  а =  0  даю т 
р е зу л ь т а т ы , п олн остью  совп адаю щ и е с д ан н ы м и , п ри веден н ы м и  в [ 1 ,
с . 293]. В  таб л и ц е  п р и вед ен ы  р езу л ь таты  р асч ета  в е л и ч и н ы  а /2 ,  где а  — 
коэф ф и циент р а с с е я н и я , в  зави си м о сти  от вели чи н ы  п о р я д к а  р ед у к ц и и  
систем ы  у р а в н е н и й  (6) (и д еальн о  м я г к и й  д и ск ). Р асч ет  м атри чн ы х эл е­
м ентов п р о и зв о д и л ся  с точн остью , достаточн ой  д л я  вы ч и сл ен и я  коэф ­
ф и ц и ен та  р а сс е я н и я  с тр ем я  верн ы м и  зн а к а м и . И з таб л и ц ы  в и д н о , что  
д л я  д о сти ж ен и я  у к а за н н о й  точн ости  в ел и ч и н а  п о р я д к а  р ед у к ц и и  м ож ет 
не п р евы ш ать  ц елой  ч асти  х  плю с ед и н и ц а , а п р и  б о л ьш и х  х  о к азы в ается  
д а ж е  н еск о л ьк о  м ен ьш ей . В  сл у ч ае  и д еал ьн о  ж естк о го  д и с к а  н аб л ю д ается  
т а к а я  ж е  к а р т и н а .

П о л у ч ен н ы е р езу л ь таты  п о зв о л яю т  ан ал о ги ч н ы м  образом  и зу ч а т ь  
д и ф р акц и ю  н а  н ек о то р ы х  более сл о ж н ы х  р а с с е и в а т е л я х , составн ой  частью  
к о то р ы х  я в л я е т с я  к р у г л ы й  д и ск . В  к ач естве  п ростого  п р и м е р а  рассм отри м  
д и ф р ак ц и ю  п л о ско й  ак у сти ч еск о й  во л н ы  н а  д в у х  и д еал ьн о  ж е с т к и х  ди с­
к а х  о д и н ако во го  р а д и у с а , л е ж а щ и х  в п а р а л л е л ь н ы х  п л о с к о с т я х  н а  одной
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iff - 0/2

/ 2 3
V * \

г
Уг v~

Рис. 1. Дна соосных диска Рис. 2. Зависимость величины <т/2 от от­
ношении расстояния между дисками к дли­
не падающей волны при х =  я и а  =  О

оси на расстоянии b друг от друга. Направим ось z цилиндрической сис­
темы координат вдоль оси дисков. Расположим начало координат в центре 
одного из них, так чтобы центр второго диска лежал в точке z = Ь. Пусть 
из полупространства z <  О на структуру падает плоская акустическая 
волна. Представим поля vin, vr, v+, v~, vs (см. рис. 1) в виде разложения 
(1а) соответственно с амплитудами q{m) (£) =  6 (£ — х sin a), a(V,) (£), 
с(Ш) (£), j?(w) (£), dPn) (£). Из граничных условий в плоскостях z =  0 и 
z — Ь получаем соотношения между амплитудами и системами парных ин­
тегральных уравнений. Поскольку радиусы дисков одинаковы, уравнения, 
полученные из условий в разных плоскостях, можно комбинировать между 
собой и после некоторых преобразований приходим к двум независимым 
системам парных интегральных уравнений

СО

S ( | ) / т  (£р )* М > ,р > 1 ,
О

оо

5 *£° (I) у (6) [ 1 + в1йу(«] / т  т  d% =
о

=  х c o sa /m(px sin a) (1 ijZei/l4COsa), 0 <  p <  1.
Здесь введены обозначения: h =  Ыа, с<т ) ( |)  — f/m> (I) =  f (Trl) (£),
я±<т > (g) =  — (Яш) (£) +  S(m> (£) exp (— ihy(%)). Воспользовавшись, как 
и ранее, методом моментов с базисными функциями (3) в сочетании с ме­
тодом полуобращения оператора, получаем системы линейных алгебраи­
ческих уравнений II рода

2  с(™]±А Ж  -  с[т)± =  В[т\  (7)
71=0

где

АТк> -  5 «р™ т  срГ1 (Ю е± (I) dl, 

е± (Б) =  1 +  iy (ЮГ1 (1 +  e^vd)),
5 k(TH) =  i ctg a  (1 +  gihr.cosaj (pkm  (x sin a).

Уравнения (7) аналогичны уравнениям (5), однако в правую часть и в мат­
ричные элементы входят члены, описывающие взаимодействие между 
дисками.

На рис. 2 приведены результаты расчетов коэффициента рассеяния 
при х =  ка =  п в зависимости от отношения расстояния между дисками 
к длине волны звука.

Аналогичные системы уравнений можно получить и для других осе­
симметричных структур, в частности для системы из N  дисков, лежащих 
па одной оси, а также для бесконечной периодической структуры из со­
осных дисков.
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