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Решение поперечного уравнения для звукового поля в океане опре­
делено через функции Эйри и их высокочастотную асимптотику. Полу­
чен явный вид амплитуд нормальных волн, что позволяет использовать 
развитый алгоритм в любой волновой ВКБ-ирограмме. Приведены ре­
зультаты сравнительного анализа с расчетами по другим алгоритмам.

Неоднократно отмечалось, что в глубоком океане положение зон кон­
вергенции, рассчитанных но лучевым программам, отличается от резуль­
татов натурных экспериментов [ I |. Различие между рассчитанным и из­
меренным положениями начала зон конвергенции Д й (г)> 0  и увеличива­
ется с ростом номера зоны. Ото же в разной степени свойственно и другим 
методам расчета. В настоящей работе описывается алгоритм вычисления 
звукового поля, позволяющий получить в рамках приближения ВКБ при­
емлемые (по точности) значения для уровней поля звукового давления в 
начале зон конвергенции в зоне геометрической тени.

В работе [2] описан алгоритм вычисления звукового поля в слоистом 
океане с помощью метода нормальных волн. В этом алгоритме при по­
строении функции Грина поперечного уравнения

( ■ г + 7 Е Г - * ,) г - м < м 0  (1)

используется ВКБ-асимптотика решений в каждом слое (здесь c(z) — 
скорость звука, £ —горизонтальное волновое число). При этом на часто­

тах выше 100 Гц обеспечивается хоро­
шая точность определения волновых 
чисел и коэффициентов возбуждения 
пормальных волн Л(|*)- Сопоставим 
расчеты уровня поля, выполненные с 
помощью лучевого и описываемого ал­
горитмов. Положение каустики в нача­
ле зон конвергенции совпадает с мак­
симумом ноля во втором варианте рас­
чета, однако более плавный спад поля в

Рпс. 1. Зависимость скорости звука
от глубины

зону тени приводит к некоторому умень­
шению ДR [2]. К похожим результатам
приводит экстраполяция уровня звуко­

вого ноля (получепного па границе зоны конвергенции лучевым спосо- 
о°м) в зону тепи на основе предложений о физической ширине пучка [3].

Однако расчеты по асимптотически точной программе [4] дают для 
л п ( г )  существенно меньшие значепия. По точной волновой программе 
уыл определен диапазон значений волновых чисел для нормальных волн, 
формирующих звуковое поле в начале зоны конвергенции. В глубоком 
океане это обычно область £>£0=М Ш (ю/сйст, о/спр) (см. рис. 1). Но при 
этом решение уравнения (1) в ВКБ-приближеипи экспоненциально мало 
 ̂ So— (£)->0. Ограничение спектра решений (1) и вызывает запазды- 

ванио зон конвергенции. В настоящей работе описывается коррекция 
пБ-пртюлижеиия путем расширения спектра собственных значений.

Определим решение при через функции Эйри, а при значении
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аргумента функций Эйри t, больших £+ (в зависимости от требуемой точ­
ности решения выбираем t+=2, 3, 4, 5), будем определять решение через 
ВКБ-асимптотику функций Эйри.

Аппроксимация среды: слоистый океан, слоистое дно. В каждом вод­
ном слое полагаем линейный закон для квадрата показателя преломления. 
Плотность и поглощение постоянны во всех водных слоях. Дно модели­
руем набором жидких однородных слоев, лежащих ыа упругом поглощаю­
щем полупространстве.

Рассмотрим вывод значений Л(£) при разной глубине источника 2«= 
=zKS и приемника zR=zKn\ zs> zR> 0; K S > K Ii> 1. 13 рамках принятых 
приближений определяем решение (1) сверху в виде

Y i ( l , z ) =  A i ( t ( t , z ) ) ;  (2)

для аргумента функций Эйри Ai па горизонте 2» имеем

<(! , Zi) = - ® y a 1zi) f i r 2, о )
где со= 2л/ — круговая частота, а р ( |,  z) и Rt находим из

p ( |,z )  =  (l/'c2(z)- |7 co2)v% (4)

^ = ( 0 ) 4 - 4 ) 'Л. (5)
Здесь — градиент квадрата показателя преломления звука в t-том слое,
Ci = c(Zi).

Будем полагать, что на горизонте источника выполняется

1*(6, *•)!>*+, 1>Ь - (6)
Тогда при z>zs примепима ВКБ-асимптотика.

Решение снизу определяем в виде
*2

У2 (1,2) =р~'1а (§, z) sin( <а J p{%,x)dx+o) , (7)

где 21 и z2 — точки заворота при данном причем zz> zs>Z\>Zr, c(z l) =  
= c ( z 2) —cо/^. Фазовый сдвиг Q в нижней точке заворота z2 находим, сле­
дуя [5, 6]. Амплитуду нормальных воли определяем из

А(1ь) = Y d t ,** )Y z( tza )
d W ( l ) /d l t- ч

Вронскиан составляем на горизонте источника

(lz

Дифференцируя (2), (7), получаем (полагая зависимость р(%) неявной)
w  ( |)  = -  (coAi (f (s, zs) )p~'h (zs ) cos Ф+

(9)
+Dai (t (I, zs) ) p-'h(zs) R Ks sin <p),

где Dai — производная от функции Ai по аргументу [7], а набег фаз ср
z2

определяется из (7): ср=ы \ p(x)dx+Q.
Zs

Если выполняется (б), то можем заменить в (9) функции Эйри на их 
асимптотическое представление

Dai (0  — - я " 'Л\t\4t cos (10)
<ИвА|*|%+я/4.
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Подставив (10) в (9), получим после несложных преобразований
W  (I ) =■-ЛГ1/2 \t (I , zs) I ■-1/1 (Оp h (zs) sin (Ф+A|)). (11)

Здесь мы использовали следствие из (3): gj/?(zs ) = —R K s  - |£(|, Z s ) \  \

В корнях вронскиана VF(£fe)= 0 . В ВКБ-приближении учитываются
не все нормальные волны, а лишь начиная с некоторого номера п. Поэтому

*я

в корнях (q>+1p)t~\k=(n+k)n .  Отметим, что ф~со J  p(z)dz+л/А. Равенство
Z I

в этом выражении выполняется, если KS=KR+1. В этом случае при опре­
делении корней вронскиана приходим к привычному ВКБ-виду:

2о

со J p(z)dz+n/4+Q=(n+k)n.

Дифференцируя (11) по | ,  приходим к соотношению
гг

= л - ,/; | f (£*, zs) I “ V ’(zs) cos(i|:+ (p ) j  p-'  (z)dz.
5 = ̂

Но в корнях вронскиана cos(cp+^) =  (—1)”+л. Подставляя в (12), прихо­
дим к следующему виду для (8):

Л ( ы  =
A i( t ( lh,zR))p  1/2(z5)sin (p________

т ь ,  % ) | - v w b H ) , w I  p - 'M d z

Преобразуем (13), 
=  ( —l ) r+ft+l sin if:

используя равенство sin (p=sin ( (пЛ-к) л —ф) =

A ( l h) =
-A i (/(It, zR) ) n 4‘|<(|,„ Zg) sin ip

Zz (13')

P 0 s ) | j  p~'(z)dz

Отмстим, что J p i (z)dz=Dkй)/2£,„ где А ,— длина цикла луча, выходя-
щего из источника под углом (?ft=arccos(5h*cfts/o)). Все остальные величи­
ны, входящие в (13), вычисляются аналитически, a D,, находим с по­
мощью лучевой или волновой программ.

Для решения спектральной задачи при £ > с0 ограничимся первым ша-
ZJ

гом ВКБ-экстраполяции поиска корней Д ,= /) ( |й) = 2 |/4о)“1 \ p ~ l {z)dz=*'

= 2 я / ( |л_1—| fc). Отсюда получаем

l*-I= F ( l ,l) = | lt+n©/I* J  p - l ( \ k,z)dz.
*.(*«>

Задача определения параметров нормальных волн при решается
следующим образом: находим первую нормальную волну, возбуждаемую 
в рамках ВКБ-приближения в волноводе |*<§о. Согласно рекуррентному 
алгоритму (14), последовательно отыскиваем |i*= F (£ ,), | 2*=J'r(|i*),. ..
. . . ,  b,M*=F(b>M-i) • Верхняя граница спектра определяется из условия
малости решения сверху в приемнике £(£лЛ zn)<£+, £(£м+\ zR)>t+. При 
этих значениях £ амплитуду нормальных волн находим согласно (13) или
(13'), причем Ь = 1м+1-к, &= 1, 2, . . .  М.
НОГ)



Привлекает простота и наглядность алгоритма. Точность определяется 
точностью представления решения сверху в виде (2) и снизу в виде (7). 
При обычных океанических условиях на частотах выше 100 Гц погреш­
ность первого представления существенно выше.

Для исправления этой погрешности следует для решения сверху вме­
сто (2) взять

^ i ( I i  z) =A i ( i ( I ,  z )  )+6Bi(<(’| ,  z ) ), (15)

значение Ъ находим па границе i-го слоя но непрерывности Y \. Па гра­
ницах этого слоя выполняется одно из условий [8]:

|f ( I ,* ! - 0 ) > f +t Г*(|,ггЮ )>*+,
1 /( |,  zt+Q) < t+y 11  (I, Z|+l—0) < t+.

Значение b на горизонте z находим путем рекуррентного пересчета ре­
шений из слоя в слой с учетом непрерывной дифференцируемости реше­
ния (15) на границах слоев.

Проведя аналогичные выкладки, находим собственные значения из 
уравнения

(i|> +  ср +  arctg bs) | |= | fc =  (n +  к) n , (17)

а коэффициент возбуждения определим как
-  (Ai (г ( | ft, яп) ) +bn Bi (t( l „ ,  z„))) n h 11 (!„  zs) | sin ф

A{%n) = • (18)

( i+bszy>’p(zs) i k p~'(z)dz
Z|

Здесь значение b на горизонте zR обозначено через blt, а на zs — через bs.
В глубоком океане на частотах выше 100 Гц значения коэффициента 

возбуждения, вычисленного по формулам (13) и (18) при |* = |*, пример­
но равны.

Основным эффектом коррекции (17), (18) будет сдвиг собственных 
значений на угол a= arctg  b8. Были выполнены расчеты а  при 25 различ­
ных зависимостях c(z) и разных zn и z8. С ростом значение а  немного 
уменьшается. На частоте 250 Гц |сс| <0,3. При этом максимальное значе­
ние а  приобретает, если область существенных отклонений профиля c{z) 
от линейного лежит в интервале z„=tfe, где (м), /  [кГц]. Числен­
ный коэффициент hf соответствует профилю c(z), показанному на рис. 1.

Для иллюстрации полученных результатов рассмотрим следующий 
расчет. На рис. 2 приведены зависимости коэффициента возбуждения нор­
мальных волн А от волнового числа Принятая в расчете зависимость 
c(z) показана на рис. 1. Частота звука /=250 Гц, глубина источника zn= 
=864 м, приемника — я,г=254 м. На рис. 2 отмечены значения фазовых 
скоростей для первой и последней (к= 95) нормальных воли; положение 
£ = |„  выделено отрезком вертикальной пунктирной линии. В этом расчете 
|о<£вг„ следовательно, используя предложенную ВКБ-методику, добавляем 
к волновому пакету еще 65 нормальных волн, формирующих звуковое 
поле в начале зоны конвергенции. Ширина этого дополнительного пакета 
нормальных волн определяется значением t+.

На рис. 2 кривые 2 и 3 при сливаются, так как в этой области
собственные числа вычисляются по обычному ВКБ-алгоритму [2]. При 
£=!„ эти кривые скачком расходятся и при уменьшении номера воли 
идут с небольшим сдвигом. Сдвиг обусловлен разницей в значениях функ­
ций sint|)|§e | k и sim j)|g=^ ,  /v=l, 2, . . . , 65.  Заметим, что сами собствен­
ные значения \ к и £»< очень близки. В данном случае имеем (!*—W!%h— 
^7-10~ \ к = 1, 2, . . . ,65.  При этом шаг изменения волновых чисел А |л=  
=£л—Ькп практически не отличается от при /с^64. Отклонепие, обус­
ловленное сдвигом па угол а , составляет (Д£в5— д 1 6 5  ) /Д |65—0,7%.

Значения А (§), вычисленные точно и приближенно, очень близки. Так,
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Рис. 2. Зависимость величины Л (£ ), вычисленная но алгоритму [4] -  (7), ио форму­
ле (13) -  (2), ио формуле (18) -  (3 )

при £>§о кривые 1 и 3 сливаются, что говорит о хорошей точности фор­
мул (14), (17), (18). Точность аппроксимации решения при помощи фор­
мул (13), (14) — кривая 2 — тоже достаточно высока.

Оценим влияние параметров задачи на глубину верхней точки заво­
рота z,. Все волны с | > | 0 имеют точку заворота z,, лежащую выше точки 
заворота волны с |= |о .  Построим зависимость Az(/+) =z, (t+) — zn и уви­
дим, что она носит почти -линейный характер. В данном расчете &z(t+) ^  
—16/+ м (или 2,5Х/+, где X —длина волны звука). Максимальный сдвиг по 
глубине Az.w=66 м (ИХ). Последнее соотношение выполняется и на дру­
гих частотах:

ИХ, 200</<400 Гц,
12Х, 400</<700 Гц,
12,5Х, 700</<3000 Гц.

С ростом частоты сохраняется и линейность Az по 7+, хотя коэффи­
циент пропорциональности вырастает от 2,5Х в первом диапазоне частот, 
до ЗХ в третьем. Так, на частоте 2500 Гц при t+ = 1 сдвиг глубины точки 
заворота составляет 1,8 м. Следует отметить, что при переходе к другой 
зависимости c(z) сохранится линейность Az по t+ и AzM по X. Однако 
численные значения коэффициентов могут быть другими (обычно для 
Az.v — меньшими Az.\f=(6—8)Х).

Итак, выше определено решение при £>£„ через функцию Эйри и их 
высокочастотную асимптотику и получено простое выражение для соб­
ственных значений и собственных функций поперечного уравнения (1). 
Полученное аналитически в этом приближении значение коэффициента 
возбуждения пормальных волн соответствует вычисленному с помощью 
рекуррентных соотношений пересчета решений из слоя в слой [4].

Сопоставим уровни звукового поля на горизонтальном разрезе, вычис­
ленные с помощью различных программ (рис. 3). Расчет выполнен при 
тех же условиях, что и на рис. 2, но учтеп более широкий пакет нормаль­
ных волн —261 волна. Эти условия соответствуют контрольной задаче 
№ I (2) четвертого семинара-совещапия по сравнению методов расчета 
полей в океапе (Петергоф, 1087 г.). Расчеты по алгоритму [4] хорошо 
соответствуют эталоппым расчетам.

Для визуализации отлпчпй в расчетах на графике выделен участок 
горизонтального разреза уровня ноля, включающий вторую и третью зоны 
конвергенции. Нормировка уровня выбрана так, что в свободном про­
странстве на расстоянии 1 км от источника звуковое давление равно 0 дБ.

Обратим внимание на отличия между кривыми 1 и 2 ( / и  3) в начале 
зон конвергенции. Видно, что кривая 3 по уровню —35 дБ (на 10 дБ 
меньше максимума поля в зоне конвергенции) запаздывает на 2,5 км во
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Рнс. 3. Уровень звукового поля, вычисленный по программе [4] -  (7), по ВКБ-алго- 
рнтму с предложенной коррекцией -  (2), по обычному ВКБ-алгоритму -  (3)

второй и на 3,6 км в третьей зоне. Это расстояние и соответствует запазды­
ванию геометрооптическнх (лучевые, ВКБ и т. д.) методов расчета по 
сравнению с волновым.

Запаздывание объясняется волноводными эффектами, отсутствующими 
при ВКБ-решении поперечного уравнения (1). Предлагаемая модифика­
ция ВКБ-алгоритма учитывает волноводные эффекты и за счет этого на­
чало зон конвергенции по кривой 2 примерно совпадает с кривой 1. Есть 
отличия по слабому уровню поля (—4(Ь— 45 дБ для третьей зоны).

Для объяснения этих эффектов привлечем концепцию «конструктив­
ной интерференции» [9], согласно которой звуковое поле на фиксирован­
ном расстоянии от источника эффективно формируется небольшой группой 
нормальных волн с близкими номерами. Уровень звукового давления в 
основном определяется значением коэффициента возбуждения А ($к) для 
волн из этой группы. Чем больше Л(£*), тем больше уровень поля.

Расхождение в уровнях поля (в начале зон конвергенции) на 1-й и 
2-й кривых в первую очередь обусловлено отличием А($к) от Л ( |л). Эта 
величина мала вблизи экстремумов А и увеличивается между ними (см. 
рис. 2). Поэтому погрешность вычисления пика звукового поля (пик 
формируется группой воли, сосредоточенной вокруг волны с номером п0, 
причем А ( | по) — один из экстремумов) будет меньше погрешности вычис­
ления поля малой интенсивности. Следовательно, если мы хотим добиться 
соответствия с точным расчетом и в начале зон конвергенции при малых 
уровнях поля, надо воспользоваться для $к и А (§А) формулами (17) и (18).

Рассмотрим угловую структуру звукового ноля в начале зоны конвер­
генции в области геометрической тени. Сопоставив волновые числа для 
пакетов нормальных волн, формирующих начало зоны и геометрическую 
границу зоны, получим, что звук приходит в зону при углах скольжения, 
примерно на 1° меньших, чем углы прихода первых лучей.

Следует отметить, что рассмотренный эффект волноводного засвечива­
ния зоны геометрической тени в начале зон конвергенции не позволяет 
полностью исправить расхождение между расчетом и экспериментом. Есть 
и другие факторы, влияющие па положение начала зон конвергенции 
[I, 10]. Однако погрешность, возникающую из-за того, что решение (1) 
в рамках ВКБ-прпближепня накладывает ограничение на спектр нормаль-
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пых ноли сверху, удается уменьшить. Поэтому применение данного ме­
тода при вычислении звукового поля позволяет существенно уменьшить. 
ДЛ (г) по сравнению с лучевыми расчетами (в приведенном расчете начало 
первой зоны приближается на 1,3 км). Кроме того, учет этого эффекта 
позволяет существенно понизить «граничную частоту применимости» ме­
тода /*. Так, переработав программу [2], удалось понизить /* с 700 до 
200 Гц.

С дальнейшим уменьшением частоты все большая часть распростра­
няющихся нормальных волн сосредотачивается в области |> £ 0. Примене­
ние этого алгоритма (и само ВКБ-приближение) на частотах 200> />  
>50 Гц возможно лишь с оговорками, а на мепыпих частотах (/<50 Гц) 
высокочастотная асимптотика (формулы (2), (7), (14)) не обеспечивает 
должной точности решения.

Таким образом, важным результатом работы было создание ВКБ-алго- 
ритма, позволяющего вычислять .звуковое поле в глубоководном многока­
нальном океане со слоистым дном па частотах выше 0,2 кГц (расчеты про­
водились до частоты /=32 кГц). Если свойства океана изменяются по 
трассе распространения звука, то при вычислении волновых чисел можно 
использовать адиабатическое приближение, а амплитуды нормальных волн 
вычислять с учетом их частичного взаимодействия.
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