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Получено кинетическое уравнение тина Больцмана дли функции 
распределении шумового акустического поля, содержащего разрывы. 
Изучено влияние движения фронтов и их т арных соударений па стати­
стические и спектральные характеристики случайной пилообразной 
волны.

Среди задач статистической нелинейной акустики важное место зани­
мает проблема описания акустической турбулентности — распространения 
интенсивных шумовых воли с широким спектром. Основное внимание 
здесь уделялось нахождению стационарных спектральных распределений 
или универсальных высокочастотных асимптотик (1]. Проводилось также 
изучение асимптотических вероятностных распределений на больших рас­
стояниях с учетом многократного слияния разрывов [2].

Одним из методов статистического описания турбулентности является 
метод кинетических уравнений [2]. Однако до сих пор замкнутого кине­
тического уравнения для функции распределения пилообразных волн по­
лучить не удавалось.

В работах (3, 4) развит кинетический подход для описания функции 
распределения случайной последовательности «ступенеобразных» волн-- 
стационарных решений уравнения Бюргерса. Обобщим его на случай пи­
лообразных волн. Аналогичный подход ранее использовался в неволпо- 
г.ых задачах статистической механики при описании турбулентности Бюр­
герса [5]. Предложенный в [3] метод позволяет получить замкнутое ки­
нетическое уравнение для функции распределения и продвинуться далее 
(по сравнению с [5]) в построении аналитических решений. Основные 
идеи метода состоят в следующем.

Известно, что исходная шумовая волна с широким спектром в нелиней­
ной среде трансформируется в последовательность треугольных импуль­
сов со случайными сильно различающимися от импульса к импульсу пара­
метрами, с движущимися и взаимодействующими друг с другом разрыва­
ми. Существует аналогия между взаимодействием попутных слабых удар­
ных волн и газом абсолютно неупруго сталкивающихся частиц [6 ]. Вос­
пользуемся ею для построения кинетического уравнения типа Больцмана 
для функции распределения шумового поля, содержащего разрывы.

Пусть при х= 0  поле представляет собой случайную последователь­
ность пилообразных волн, эволюция которых описывается уравнением 
Бюргерса (рис. 1)

да е Ь д2и
дх с 2 U дт 2с03р0 дт2'

Здесь и — колебательная скорость в волне, распространяющейся вдоль оси 
х. T=t—xlc0 — время в бегущей системе координат, с0 — скорость звука,
8. Ь — коэффициенты нелинейности и вязкости, р0 — равновесная плот­
ность среды; акустическое число Рейнольдса Y~i=EC0pQm0%o/b>l1 т. е. ши-

'
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импульсов со случайными параметрами: амплитудой слабых ударных фронтов /»,■= 
=Un— ип\  еде *гв' и н.„* -  соответственно верхние и нижние значения скорости а на 
г-м разрыве, и интервалами Дт*=тн i—т, между соседними разрывами. Скорость дви­
жения Vx каждого /-го фронта в сопровождающей системе координат т= /—х/с0 опре­

деляется его положением относительно гг=0: Vi— — e(uni-\-ulli)/2co2л

ритта ударных фронтов много меньше, чем промежутки времени Дт меж­
ду разрывами.

В работе [7] было показано, что статистика отрицательных наклонов — 
пологих участков в случайной волне имеет тенденцию к «сглаживанию». 
Здесь будем считать, что пологие участки волны имеют одинаковый на­
клон.

Сопоставим амплитуде г-го ударного фронта (рис. 1) (иИ'—ип1) массу 
частицы nii, а скорости его движения в сопровождающей системе коорди­
нат dxjdx — скорость частицы uim Рассмотрим сначала общие законы дви­
жения таких волн-частиц.

Согласно уравнению (1), частицы (ударные фронты) двигаются меж­
ду столкновениями с постоянной скоростью: dxi/dx= —е (ивг+ин')/2со*. При 
столкновении двух разрывов с массами т{ и mi+i и скоростями соответст­
венно Vi и vi+i образуется новый разрыв с параметрами, отвечающими за­
конам сохранения «массы» и «импульса»: m = m t+-mi+1; mv=mivi+mî v i+i. 
Нелинейное поглощение энергии па разрывах приводит к «испарению» 
частиц — уменьшению массы т по закону т (х )= т (х = 0 )Х ( \+ е т 0х/ 
/со2То)-1, т0у т0 — средние значения массы т и промежутков Дт между 
«частицами» при х=0. Наклон пологих участков уменьшается с расстоя­
нием как tga(x)=<m'>xJ<Ax>m0= ( l+ z m 0x/c02Xo)~i.

Таким образом, распространение случайной пилообразной волны мож­
но рассматривать как одномерный поток «испаряющихся» частиц, двига­
ющихся относительно потока с0 со случайными скоростями и абсолютно 
неупруго сталкивающихся между собой.

Обратимся теперь к статистическому описанию такого процесса 
(рис. 1). Перейдем к безразмерным переменным: ii=m/m0, Д0=Дт/Дто, 
z=x/xHy х а=>Со2х0/гт0. Рассмотрим стационарный случай, когда среднее 
значение поля <»>=<2 (ixr-A0itga)>=O , т. е. tg a (z = 0) = l .

г
Пусть вероятность появления г-го фронта «массой» |х зависит только 

от промежутка времени Д0, прошедшего с момента возникновения преды­
дущего фронта, а интервалы Д0, независимы. Выделим достаточно длин­
ный интервал 0, содержащий N>1 фронтов. Плотность вероятности gt (z; 
А0, jx) можно определить как отношение числа треугольных импульсов с 
параметрами (Д0, р.) к общему их числу N(z)  : g.(z; ДО, |x)=n(z\  Д0, \i)f 
IN(z).  Ясно, что трансформация функции распределения gx по параметру 
р, будет происходить за счет «испарения» частиц и их столкновений — 
образования частиц большей массы. Изменение статистики интервалов 
Л0 происходит за счет движения — сближения и удаления фронтов друг 
от друга.
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Следуя схеме, подробно изложенной в работе [4], можно рассмотреть, 
как изменяется количество импульсов n( z ; Д0, р) с параметрами Д0, р и 
общее число N (z) при прохождении волной расстояния Дz. Далее, устрем­
ляя Д2 к нулю, получим дифференциальное уравнение для gi(z; Д0, р) =  
—njN с интегралом столкновений, описывающим возникновение — уничто­
жение вероятности при парных соударениях фронтов:

Существенным моментом в получении кинетического уравнения (2) 
было предположение о независимости временных интервалов между раз­
рывами. Это несколько ограничивает класс рассматриваемых задач, по­
скольку не любая исходная гладкая шумовая волна после образования 
разрывов будет обладать именно такой статистикой. Однако, с другой сто­
роны, ясно, что, если спектр волны широк и время корреляции 0К порядка 
нескольких интервалов между разрывами, то после их слияния корреля­
ция с соседними участками волны будет слабой и можно считать проме­
жутки Д0 между фронтами независимыми. Используемое приближение 
позволяет получить замкнутое уравнение (2) и выявить основные тенден­
ции в трансформации вероятностных и спектральных характеристик, про­
являющиеся и в более широком круге задач.

Рассмотрим общие свойства решений уравнения (2). Домножая (2) на 
величины N , ц, ДО и усредняя, можно получить дифференциальные урав­
нения для средпих значений параметров волны:

Из уравнений (3) следуют интегралы сохранения M=(\\'>N=M(i( \+ z ) - x\ 
7'=<A0>iV~7,o — полная «масса» зубцов уменьшается с расстоянием 
~ ( l + z ) ~ \  как и при бесстолкновительном движении, за счет «испаре­
ния»; полная длительность реализации сохраняется.

Уравнение (2) имеет точное решение, отвечающее входному пуассо­
новскому процессу

(2)

о

<Ц>= А0, |д,)<гД0 йц,; tg a (z ) =  ( l+ z ) -1.

а л

dz

+ <)i>—А0 tgcc=<A0>/, (3)

I==— \  (|A+<JA>)gi(z; 0,
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g,(z=0; A0, |i) =  -^-exp{—A0)go(z, |i).
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Рис. 2. Трансформация различных исходных функций распределения амплитуд раз­
рывов в нелинейной среде. Цифры у кривых -  значения безразмерного расстояния z : 
а -  go(z=0, р )= ехр  (- ji) , б — g0(z=Q, р) = 6 (ц -1 ). Штриховые линии -  асимптотиче­

ские функций распределения при p z » l

Легко показать, что в среде функция распределения будет изменяться 
следующим образом:

gi(z; Д0, |i) =  ( l+ z ) - 1ex p (-A 0 { l+ z)-1g-o(z, р),
JI

(1+*)
dgt

=  j? o (z ,p ')g 'o (z , p - p ' ) d p ' .dz d\i (4)

Уравнение (4) также можно решить точно. Для вспомогательной функ­
ции

Ы !, i])=; ( l+ z ) - , exp {-'ii) go (z, p), Z=(1l+z) - \  р=£т),

переходя в (4) к новым переменным ц, получим уравнение
ч

&U
01 / .(б .л , ) / . ( б ,л - г\')с1ц,

образ Лапласа которого удовлетворяет уравнению простых волн

Of. ,  dfo п
/О ^

ч ds
с о

/о ( | ,  «О =  J/o (I, Т)) exp (-sr|)d r|.

(5)

Преобразуя общее решение (5) s) =Ф ($— (1—§ ) f0) по формуле Мел*
липа и возвращаясь к обычным переменным 2, р, получим

по

go(z,p) =
(l+ z )e -‘“ f

2 jtpz

oo (6)

Фi(ft)=  Jge(z=0, p je - '^d p .
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Выражения (6) позволяют проследить за изменением статистики амп­
литуд разрывов р в нелинейной среде для произвольного исходного рас­
пределения. Приведем здесь результаты для экспоненциального при z= О 
распределения g0(z=0, р)=ехр (—р) (рис. 2 , а) и узкополосного распре­
деления (рис. 2, б), когда на входе разрывы имеют преимущественное зна­
чение р = 1 :

Для исходного экспоненциального распределения решение уравнения 
(4) имеет вид

где 71 — функция Бесселя мнимого аргумента. На рис. 2, а изображены 
зависимости функции распределения g0(z, р) от параметра р на различных 
расстояниях z (цифры у кривых). Штриховая линия — увеличенное в 
10 раз асимптотическое распределение, формирующееся при u z » l  : g0= 
=  (nz)-',2]i-*h exp (—p/4z)/2.

Если при z= 0 все разрывы имели амплитуду р = 1, то при z>0, как сле­
дует из (6), функция распределения будет представлять собой набор рав­
ноотстоящих друг от друга 6-функций:

Как видно из выражений (7), столкновения разрывов приводят к образо­
ванию фронтов двух-, трех- и т. д. кратной амплитуды и одновременно 
амплитуда каждого фронта уменьшается на фактор (H~z)~‘ вследствие 
нелинейного поглощения. На рис. 2, б амплитуды А п для п = 1, 2, 3, 4 изо­
бражены отрезками соответствующей высоты и соединены штрихпунктир- 
ной линией. При увеличении расстояния промежутки между б-функциями 
уменьшаются ~z'", и можно перейти к непрерывному распределению (при 
pz» l ) :  g0=(2nz)- 'f2 ехр(—p/2z) — штриховая линия на рис. 2, б. Ис­
пользуя^ общее решение (6), можно показать, что асимптотика g0(z, ц )~  

р -3/аехр(—\xjaz) при ,uz>l формируется для произвольного исходного 
распределения g0 (z= 0, р ) .

Осповиые тенденции трансформации функций распределения в нели­
нейной среде состоят в увеличении плотности вероятности для больших и 
малых значений р и уменьшении вероятности в серединной части распре­
деления. Рост вероятности малых значений р обусловлен нелинейным за­
туханием энергии на разрывах. Основной вклад здесь вносят отрезки реа­
лизации, на которых поле в среднем уменьшается и столкновения проис­
ходят редко (рис. 3, а).

Увеличение плотности вероятности gG{z, р) при больших значениях р 
обусловлено процессом слияния разрывов и образования фронтов суммар­
ной амплитуды, что сильнее всего выражено на участках реализации, где 
поле в среднем увеличивается, фронты догоняют друг друга, и столкнове­
ния происходят достаточно часто (рис. 3, б). Взаимное влияние этих двух 
конкурирующих эффектов приводит к тому, что среднее значение <р> 
остается постоянным, а дисперсия <p2>=<p2>0(1 +z) линейно растет (этот 
результат справедлив для произвольного при z= 0  распределения).

При выводе кинетического уравнения фронты предполагались беско­
нечно крутыми, что соответствует бесконечно большим числам Рейнольдса 
r-W oo. Для больших, тто конечных чисел Рейнольдса, форму волны мож­
но описать как суперпозицию разрывов конечной ттшрипы — стационар­

но ( 2  =  0 ,  fx) — 6  ( ц  1 )  .

Ho(z, \x) =  (z/z-\- 1 )'/г|х ‘ exp (—p ( z + l ) )/ ,  (2 jx(z(z+1 ) ) l/j),

(7)
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Рис. 3. Отрезки реализации случайного процесса, ведущие 
о, — к увеличению плотности вероятности для малых значе­
ний р, 6 -  к увеличению плотности вероятности для боль­

ших р

пых решений уравнения Вюргерса и линейного профиля

и(г,0) =  Xlr^-th ] ~  6 tg a; t g a = ( l+ z ) - ‘.
i

Эволюция такой последовательности за счет движения разрывов (из­
менения 0,), столкновений и нелинейного затухания (изменения р, и 
t.ga(z)) будет происходить по тем же законам, что и в случае бесконечно 
крутых фроптов. Статистика ДО, р будет меняться согласно уравнению (2).

Используя представление (8) и учитывая предположение о пуассонов­
ском характере процесса, получим выражение для спектра интенсивности

оо

G(co) = 2jiT 2( 1+ z) - 1 j g 0(z, (x)shr2
« L V J

(9)

Для нахождения спектра (9) воспользуемся полученной выше авто­
модельной асимптотикой g0(z, р), формирующейся при p z » l для произ­
вольного исходного распределения go (2= 0, р). Легко показать, что в 
спектре случайной пилообразной волны можно выделить два характерных 
участка. В частотном диапазоне (О'С(яГ) ” 1 универсальная зависимость 
0((o)~(D~\ как и в случае регулярной волны, обусловлена крутыми уча­
стками профиля; в области о>>(лГ) -1 асимптотика переходит в экспонен­
циальную z“3/?g>“7’ ехр(— (co/z)Vj) — отличающуюся от спектра регулярной 
пилообразной волны (£(со) ~ехр (—awz)). Более медленное уменьшение 
спектра на высоких частотах в случайной волне объясняется влиянием 
разрывов большой амплитуды, в спектре которых характерная частота 
перехода степенной зависимости ~ c d ” 2  в  экспоненциальную растет с 
ростом р.

Полученные результаты согласуются с выводами работы [8 ], где было 
также показано, что из-за флуктуаций ширины разрывов спектр шума в 
среде с затуханием спадает на высоких частотах медленнее, чем спектр 
регулярной пилообразной волны. Однако в работе [8 ] было получено, что 
спектр затухает как ^ехр (~(о'3). Отличие связано с использованием раз­
личных функций распределения go(2, р), с помощью которых проводилось 
усреднение спектра.

Выше было рассмотрено лишь одно частное решение уравнения (2). 
Существует возможность построения других решений, а также обобщения 
уравнения (2) на более общий случай существования статистической свя­
зи между интервалами АО,-.

Авторы благодарны С. И. Гурбатову за полезное обсуждение работы.
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С П И С О К  Л И Т Е Р А Т У Р Ы

О, Г, K u d e n k o ,  У, A, K h o k h lo v a  

KINETICS OF ONE-DIMENSIONAL SAWTOOTH WAVES

Tlie kinetic equation of the Boltzmann’s type for the distribution function of an 
acoustic field with shocks is obtained. The effect of the shocks motion and theirs pair 
collisions on the statistics and spectral characteristics of random sawtooth waves is 
investigated on the basis of this equation. The evolution of different distribution func­
tions in a nonlinear medium is considered, the equations for mean values of wave 
parameters are obtained and asymptotic expressions for an intensity spectrum in a 
high-frequency area taking into account the finite width of shock fronts are determined.
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