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АКУСТИЧЕСКОЕ ИЗЛУЧЕНИЕ МУЛЬТИПОЛЬНОГО ИСТОЧНИКА 
N-ПОРЯДКА ВБЛИЗИ ТОНКОЙ БЕСКОНЕЧНОЙ ПЛАСТИНЫ

Проведено теоретическое исследование дискретного спектра звуко­
вого поля монополя, диполя и квадруиоля вблизи тонкой пластины. По­
казано существенное влияние акустических свойств нижней среды и по­
рядка мультиполя на изучение источника.

Решению задачи о звуковом поле точечного источника, расположенно­
го вблизи тонкой бесконечной пластины, посвящено большое количество 
работ [1—3J. Однако в этих работах предполагается, что источник и при­
емник звука ненаправленные. Выберем в качестве направленного источ­
ника точечный мультиполь A-порядка.. Звуковое ноле, создаваемое муль- 
типольным источником А-иорядка, может быть выражено через функцию 
Грина:

д* G
Г Т'  ~ v П, *2, . . . , £jv= 1 , 2, 3. (1)'
д у иду<г. . . д у 1  N

Производные в (I) берутся по координатам точки И (у и у2, у3), в кото­
рой расположен излучатель (рис. I). Функцию Грина для пространства, 
ограниченного тонкой бесконечной пластиной, запишем в виде:

e ikir '  i h  Г
G =   -----+  —-  J sin а//„(1) (к,г sin a )  е«. <*+*•-“ >••• “Г (а) da, (2)

4яг, 8 я

где г=1/ (xi- y iy + ( x 3- y b) \  rl=l/rz+(x2- y 2~d)'\  7  -  контур интегрирова­
ния (рис. 2 ), H(q] (/с,г sin а) — функция Ханкеля первого рода нулевого 
порядка, /с,=о.)/с, — волновое число в верхней среде; М (хи х2, х3) — коор­
динаты точки приема звука. Коэффициент отражения плоских волн 
Г (а) =К( а )  /В ( а) , а К  (а)  и В  (а) имеют вид

K(a)  =  {2z^.-zi+z2) (2z ^ - z i+z2) - ( z l+z2) \  (3)

B(a) =  (2z_+z1+z2) (2z^+zl+zi) - [ Zl- z 2) \  ■ (4)

где z^pjCj/cosa, z2=p2(o/l/k2 — & , 2 sin 2a  — нормальные импедансы в верх­
ней и нижней полубесконечных средах; z_, z„ — импедансы тонкой пла­
стины, соответствующие продольным и изгибным волнам [3], р0 — плот­
ность пластины, с_ — скорость распространения продольных волн в пла­
стине, pi., р2 — плотность верхней и нижней среды, /с2=со/с2 — волновое 
число в нижней среде.

Предполагая, что граница нижней полубесконечиой среды обладает 
локально реагирующими свойствами (т. е. z2~p 2 c2), звуковое поле муль-
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Рис. 1

Рис. 1. Схема распространения звуковых 
волн от точечного мультиполя вблизи тон­
кой бесконечной пластины: И(0, уг, 0 ) — 
месторасположения источника; М («j, хгУ 

*з) -  месторасположения приемника
Рис. 2. Области возбуждения ПВ в плос­
кости а: 7  -  контур интегрирования; v2> 
Yi -  контур наибыстрейшего спуска при 

л
0 = 0 ,—  ; a Ps -  полюс в плоскости а

Рис. 2

типольного источника можно представить в виде [4]
i

I  'N =  Р<ни, iN +  V  8 (aPs) Фр^, i, iN>

ФРсЧ. <*.•••! ijV ---

«=1

• • • dyiN ’

фр0) = ------т- Sin5 T s in  “ р« Т Т Т рГ ) (k ir  s in  “ p .)e
*fci(*t+2/s-2<i)cos a

P s

(5)

(6) 

(7)

где а Ра — однократные корни дисперсионного уравнения 5(a)  =0. 
Функция e(aPs) определяется так:

Г f/(O—0p ) если Op'&DiUDiUDt, 
* — U(QP)i— 0) если a Pse=Z)4,

где ар.=ир,+гг;Р5, 0Pe=wPi-arccos (sch vPs) , U (x )  -  функция Хевисайда, 
О,, Д>, Z>3, 5 4 — области возбуждения ПВ (рис. 2).

Первый член в правой части (5) является непрерывным спектром 
звукового поля мультипольного источника и описывает геометрическое и 
дифракционное поле, а последний член определяет дискретный спектр, 
который состоит из поверхностных волн (ПВ) открытой системы. Из (6),
(7) легко видеть, что ПВ мало затухают при /с,г2 sh уPe/sin(ttPs—0 ) /< l .
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Следовательно, Г1В вблизи тонкой пластины могут доминировать над гео­
метрическим и дифракционным полем, если мнимые части корней диспер­
сионного уравнения являются малыми величинами или точка наблюдения 
находится в зоне возбуждения ПВ при 0~иРа. Исследования, проведен­
ные в работах [3, 4], показывают, что дисперсионное уравнение В (а)= 0  
имеет, по крайней мере, три корня с малой мнимой частью, расположен­
ных в зоне возбуждения ПВ, т. е. в областях £>,, D2, £>3, D4. Это скользя­
щие, квазипродольные и квазиизгибные корни. Рассмотрим вначале 
скользящий корень. Предполагая, что пластина очень тонкая,

— e= k-d<  1, к- = —
Pi С—

для скользящего корня можем записать [4]
л;

ССрс +  P2+ 0 ( P  t3), р2= р 2'+ * р 2".

Следовательно, скользящие ПВ возбуждаются вблизи очень тонкой 
пластины, если граница нижней полубескоиечной среды описывается им-

I л  I

педансом упругого типа. При ------е>1,  согласно [4], находим
Pi

а Ре«  у - г б + 0 ( р , 3),

3 6 с
. i = l  +  x V i = l  +  f= l

.* в,‘ с* " О

( С —

3 6 с, 8 3 6
4 , c J  cJ  

г —  - 2 е  — - е )
(8)

В этом случае скользящие ПВ возбуждаются независимо от знака 
мнимой части р2. Запишем выражения для скользящих ПВ:

<*»
фс у - АК0, чС а - А П ,

2 2 dyj

* 2 ’ «

(2)
'фс)2 ^ ■ < 1  - А ^ к „2 ду,

фс2 2

dyt '  хду,

x [ / c , ( i - 4 2№  +  - f  * . ] ,  (9)

- Ц г А ‘к -

где Кп= Н ^  (k,r1/ 1—А 2) e~lk‘Mx‘*v,~2d>
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I г2 IВ случае очень тонкой пластины А=$2 в формуле (9), а при ------е>1
Р*

следует А = —£5, где б определяется выражением (8). Нетрудно видеть, 
что скользящие волны мультипольных источников инициируются неод­
нородными волнами, которые падают на границу упругого слоя скользя­
щим образом и принадлежат к типу замедленных ПВ. Используя (9), 
определим эффективность возбуждения скользящих волн:

где £с0)~ 2п\А\е zfc,|A|(fc -  эффективность возбуждения скользящих 
волн монопольными источниками.

Так как И | < 1 ,  эффективность возбуждения скользящих волн муль- 
типольными источниками мала. Однако следует отметить, что эффектив­
ность возбуждения скользящих воли горизонтальными диполями и квад- 
руполями превосходит эффективность возбуждения монополями соответ­
ственно в 3/2 и 15/8 раза. Перейдем к рассмотрению квазипродольного 
корня дисперсионного уравнения. Предположим вначале, что упругий 
слой очень топкий и для квазипродольного корня может записать [4]

~  arcsin

Й  —  (e<jt)4-0(fce*),/ Л

где о 1 — коэффициент Пуассона пластины.
Следовательно, квазипродольпый корень может располагаться в обла­

стях D2 и  D u в зависимости от акустических свойств нижней среды. Так, 
например, при (J2">0 корень дисперсионного уравнения (10) распола­
гается в области Д> и квазипродольные ПВ принадлежат к типу выте­
кающих ПВ, которые экспоненциально затухают с увеличением расстоя­
ния от источника и возрастают при удалении от тонкой пластины (вплоть 
до максимального значения, отвечающему углу Q-.=uP_—arccos(sch vp_). 
В дальнейшем амплитуда квазипродольной волны быстро спадает до 
нуля. В случае, когда граница нижней среды определяется импедансом

/  3 /  1 \упругого типа, может выполняться неравенство  ̂ я +  —  ) <  0, и

квазипродольный корень располагается в области Dk. Поэтому е(ар_) =  
= —1 в (5), и вблизи тонкой пластины возбуждаются квазипродольные 
волны, которые принадлежат к классу пространственных волн. При вы-

Шпол нении неравенства —— е>1 формула (10) принимает вид
Р>

<хР_ ~  arcsin +

i ci 
4 с- [ —L р

-1- Р:

А * о

р*'
//

!в
(8 0 ,)2 +

]  (eoO.H-OCp.V).
е е | р.

Отсюда следует, что квазипродольный корень расположен в области 
D2 независимо от акустических свойств нижней среды.
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Запишем выражения для квазииродольных волн:
(0) К  /  Ct \  <„ к,2/  с Л 2 дг

ф-  й т У м "- ^ ж т Ы dyi
А К и

(2)ф—2 ~
i k 2 I с,

( г )  У1 ---- ~ А К 0,
С-2

<2) h t 
ф-22

© " И

X

(И )

(2)ф-;2
Lk*

( f  ) 7  1 . - 4 ^ . ,  , 2 )13
*1* / С,

с_

X

X
4 ' c J  1 с_2 " 1 4 чс_

где Кп=&(а,Р.)И{п) (A-.rsin ар_)ехр[гА,(а:г+(/2—2d)-cos a„_] .
с, IR

В случае очень тонкой пластины А = -----— — „-- -  (ео,)2, а при
с- (1+fc) &

-е >

1 ft, Ci
1 следует Л = —  i —  —  (ea,)2. Вводя в формулу (11) нормирующие

2 е со­
множители (—/с,2)"”1, находим, что при с,/с_<1 амплитуды квази­
иродольных волн монополей, вертикальных диполей и вертикальных про­
дольных квадруполей совпадают между собой и значительно превосходят 
амплитуды квазииродольных волн горизонтальных диполей и квадрупо­
лей. Рассмотрим квазиизгибный корень дисперсионного уравнения. Пред-

IM •положим, что выполняется неравенство —— е>1 pi для квазиизгибного

корня можем записать [4]

a р -

—I

• I с- 3,/‘Г„ 1+Зх
d l  С о Ш  1 I 1

1 с_ е'/г L 4 УЗ

♦ Cl U
8(2—У3)'е%с_ L1

]}

р.
и

с ‘2 з *  \
> А

3'/, Ч -2

-*ТУ  Clс- е

4 - 3 V I M  2с _

2 ( 2 — У 3 ) р / е

3* | рг 1V

о ш г

•у
с , 2 3 *

1 -
c J  ь

] +  (12)

где х2=7з(1+о,)/<?2, причем Q2 является положительным корнем уравне­
ния 4V (1—Q2) [1—lUQ2( i—сц) ] =  (2—(?2)2, по модулю меньшим единицы. 

Для квазиизгибной волны после подстановки (12) в (5) —(7) находим
К с, з* , „  «1 К 2 дг с 2 3* „

А К и(°>
Ф ~ « ---- 7---------4 с_ в ” 4 di/j с_2 е

с‘>ф«~2 о*/
iA.2 Ci З7,

с_ е:у1 -
3* АК
е с© о»
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(2)
Ф~;2 /X i&,3 dr сv?y

ф ~ 2 2

4 dz/̂  с_2 6

Н 1 -

О1* „ 2
1 ~ — ~ A K t,

е с—2
(2) _  f t , 3 с ,  3 *  /  ,  с , 2 3 *

4 с- е1'1 ' “ - 2

/X(2)
ф ~ 1 3

(2) А)
Ф~Я »  -  ,

с_ е
А,2 дг д г  с,2 3* J  , ^ З7,

■ \
- ) 4 х „

4 ду, ду3 c J  е
2 „ 3 0*1*

* Г
- 4 /с, с_ г

Va

7а
Я 2 + ыг J (13)

,3 ( d r y  с .3 3 *  Г 1 в* Г.  / З г \ - М  1 

i  W  с _ 3 r f t _  3 V‘ 1 1  'ду,  )  J M ’

где •Яп= е (а Р_)Я,<,1> (ft,rsinap_) exp [t/c,(x2+i/2—2d) cosaPJ ,

V3 pt )
e — ,

c- ' e" x 4 ips )
-V3p 1 -

c,2 3*1] ■C- 8
Из (12) легко видеть, что если граница нижней среды определяется

активной частью адмитанса
//

|р=
<  1, то квазиизгибный корень распола­

гается в области Dk и e(apJ = —1 в формулах (13). В этом случае кнази- 
изгибные волны принадлежат к классу пространственных волы, которые 
затухают при удалении от поверхности и экспоненциально возрастают с 
увеличением расстояния г, вплоть до максимального значения, отвечаю­
щего углу Q~=--uP„—arccos (schi?PJ .  В дальнейшем амплитуда пространст­

в е
веппой волны быстро спадает до нуля. При >  1, когда реактивная

I Р2 I
часть адмитанса мала, квазиизгибный корень располагается в области D2 
и квазиизгибные волны принадлежат к типу вытекающих ПВ. Предполо-

| Р2 | 8
жим далее, что пластина очень тонкая, т. е. —-— <  1. Тогда для квазииз-

гибного корня можем записать [4]

а Р

_3
2

5~  тг 1
— i In{2| Ш

3 p.
8 4 arctgv ) 2 e|p

:Я 7 1 i P . \ * Щг / 2_l_//1 4 _Ov 2 v ( __ ep2y .

-1 2 e p, / P. «Pi I

( i  1 х2)- ' P. \ 7 2 * p . \ V C- ( 1
V1 4 P= + 4 ^P* ' p J  H c, ‘ 3

•и

+

Чг
j е+0[р2е].

с, /  2 <ф2е \ '* /  е \  
с_ ’ 3 р, ' 1 г /

Подставляя (14) в (5)—.(7), получаем

(о;., **,/ с, \* (о _  i‘% 2 дг / с ,  у  р

(14),

Ф А ,  ф~У' » - Ч г Ч г 1— ) ^ ЛЧ'К "8 d y s '  с - 1 е 2
(., ***»*/ С, \  2

Ф ~ 2  ~  — Ы  А8
А ’-К0,
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(2) _  к? dr dr
ф~13 ~

8 ду, ду3 ' c J  г

ч>%

(2)
Ф~Я

А,3 <?г
£ ) *

&
я  .  .  ,  А*Ки
8 dyj  '  с_7 е

„,(2)
ф~22 ~

г ' ‘К ,

А ч,гк-
V
8

(15)

( * Г р.

'/а
2 +

с_/ е 
d r \ - J[ Ч - ^ П Ф ”.ду)' ' С— '  е <• А" г к Л  \ ду}

где Л =  ( —-------, Kn= s ( a PJ Н* ] (ку  sin аР_) ехр [ г/с, (*2+]/a-2 d ) cos а Р_].
6 £ \>2

Согласно формуле (14), квазиизгибный корень может располагаться в 
областях Dз, Z)4 в зависимости от акустических свойств нижней среды. 
Так, например, для адмитанса массового типа, когда активная часть мала, 
р2 ~0, а располагается в области /Л и квазиизгибная волна принадлежит 
к классу пространственных волн. В других ситуациях квазиизгибный ко­
рень располагается в области D3 и квазиизгибные волны принадлежат к 
типу замедленных IIВ, которые убывают с удалением от тонкой пластины 
и с увеличением г. Вводя в (15) нормирующие множители (ik{)~ly 
(—ki2)~ \  находим, что амплитуды квазиизгибных волн квадруполей в 
направлении максимального излучепия значительно превосходят амплиту­
ды квазиизгибных волн диполей, а амплитуды квазиизгибных волн дипо­
лей больше амплитуды квазиизгибных волн монополей. Используя форму­
лы (15), нетрудно получить соотношения для эффективности возбужде­
ния квазиизгибных волн мультипольных источников. Так, например, для 
эффективности возбуждения квазиизгибных волн монопольных, диполь­
ных и квадрупольных источников вблизи тонкой пластины, нагруженной 
на импедапсную поверхность массового типа с малой активной частью

—  <  1, находим 
Р2

А,(,,* 3  ( у ) *  A2L'°\ А гЬт ,

А Ч т , (16)

Y A'Lm’ Ж " ! ? " % { * : ) '

где W  , L(0) ) А~' ехр[—2/с_ (г/2—2<2)Л ] —

— эффективность возбуждения квазиизгибных волн монопольных источни­
ков. Отсюда следует, что эффективность возбуждения квазиизгибных волн 
возрастает при увеличении порядка мультиполя и приближении источни­
ка к топкой пластине. Нетрудно видеть, что полный поток энергии в ква- 
зиизгибной волне монопольного источника значительно меньше мощности, 
излучаемой монополем в свободном пространстве. Так как в случае очень

Э2"
тонкой пластины---- е<1 из (16) следует, что полный поток энергии в

Pi
квазиизгибиой волне дипольного и квадрупольного источников значитель­
но превосходят мощности, излучаемые теми же источниками в свободном 
пространстве. Следовательно, эффективность акустического излучения 
источника вблизи тонкой пластины, нагруженной на импедапсную поверх­
ность массового типа, значительно возрастает с увеличением порядка
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мультиполя. Полученный результат легко объясняется переносом части 
реактивной энергии ближнего поля источника в дальнее иоле квазиизгиб- 
ными волнами.
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ACOUSTIC RADIATION OF A N-ORDER MULTIPOLE SOURCE NEAR
A THIN INFINITE PLATE

Theoretical investigation of a sound field discrete spectrum for monopole, dipole 
and quadrupole near a th in  plate is carried out. Significant effect of acoustic proper­
ties of a  lower medium and a multipole order on the source radiation is shown.
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