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О ВЛИЯНИИ МОДЕЛИ СЛУЧАЙНОЙ СРЕДЫ 
НА ИНТЕРФЕРЕНЦИОННУЮ СТРУКТУРУ ЗВУКОВОГО ПОЛЯ

В АКУСТИЧЕСКОМ ВОЛНОВОДЕ

Численным моделированием и аналитически, методами теории воз­
мущений решается задача Штурма -  Лиувилля для подводного звуково­
го канала со случайным профилем скорости звука. Показано, что учет 
конечного радиуса корреляции показателя преломления является прин­
ципиально важным для нормальных мод с высокими номерами. В част­
ности, с ростом радиуса корреляции или номеров мод коэффициент 
корреляции между модами стремится к единице. Кроме того, отличие 
регулярного профиля скорости звука от константы, приводящее к появ­
лению у низших мод точек поворота, обусловливает существование 
группы мод, периоды интерференции которых оказываются в средпем 
меньше невозмухцеиных. Это различие на частоте 100 Гц может дости­
гать величины порядка 1 км и с ростом частоты возрастает. Номера 
мод, принадлежащих к указанной группе, определяются зависимостью 
от глубины интенсивности флуктуаций скорости звука.

Ф луктуации  амплитудно-фазовы х характеристик звукового поля в 
океане с топкой структурой описываю тся реш ением стохастической 
спектральной задачей

где со — циклическая частота, х  — волновое число, с ( z ) — регулярны й 
проф иль скорости звука, a e(z ,  р) — ф луктуационная компонента квадра­
та  показателя  преломления. Е сли e(z , р) обладает по продольной коор­
динате р свойством эргодичности, то в рам ках  адиабатического прибли­
ж ен и я  можно получить следую щ ее вы раж ение д л я  средней интенсивно­
сти поля:

где Cony cpon(z) и  %0п — амплитуды , собственные ф ункции и волновые чис-

, 3

d 2cp/dz2+{ci)7c2(z) [ l+ e ( z ,  р ) ] — %2}ф = 0 ,
ф '(-Я )= ф (0 )= 0 , (1)

< /(* , р ) > =  X j  СОпСот(рОп (z) фот (z) (Хо„Хот) ~'Ь

•ехр[ гр<Рпт>— 4j- InmpOf, ди] р - \пт (2)

ла мод при e (z , р) = 0 ;  (5Пт = х л—и т , 1пт — радиусы корреляции функций 
р п т(р ), определенные по формуле

р

пт
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Так как р входит в (1) лишь как параметр, то значения 1пт имеют 
тот же порядок, что и продольный радиус корреляции функции e(z, р). 
Кроме того, при фиксированном р случайное поле e(z, р) превращает­
ся в случайный процесс e(z), статистические характеристики которого 
полностью определяют величины <pmn> и Орпт.

В формуле (2) в качестве предэкспопенциальыых множителей взя­
ты их иевозмущенные значения, поскольку в адиабатическом приближе­
нии амплитуды мод локально зависят от неоднородностей среды и, сле­
довательно, не подвержены их накапливающему влиянию.

В работе [1] было показано, что решение задачи (1) в первом по­
рядке теории возмущений дает возможность на основе формулы, анало­
гичной (2), получить согласующиеся с экспериментальными данными 
оценки для декремента затухания когерентной составляющей интенсив­
ности звукового поля. Более полный анализ (1) позволяет выявить и 
такой эффект, как отличие средних собственных чисел (1), а с ними и 
периодов интерференции мод от их невозмущенных значений [2, 3].

Для оценки влияния флуктуаций среды на интерференционную струк­
туру ноля очень важно выбрать адекватную модель среды, т. е. функ­
ции c(z) и e(z). В работах [2—4] анализировалась простейшая модель 
c=const, а в качестве e(z) рассматривался гауссовый дельта-коррели­
рованный процесс. Цель настоящей работы — выявить роль таких факто­
ров, как регулярные неоднородности скорости звука, отличие от нуля 
радиуса корреляции случайных неоднородностей среды, изменение интен­
сивности флуктуаций скорости звука с глубиной.

Рассмотрим сначала модель, в которой c(z) =const и e(z) — гауссо­
вый случайный процесс с конечным радиусом корреляции:

<e(z)>=0, <e(z)e(z')>=os2 ехр(—|z—z'|/£), (3)
поскольку она допускает простой асимптотический анализ. В первом по­
рядке теории возмущений

о

кп2- к 0п = \  фопЧгОРСнЫг), V ( z ) = ^ e ( z ) ,  (4>
- я  с

где ф0п(2 ) =  (2 /# ) ,/з sin(УЯ0пя), Ки=(п+Ц2)гп2/Н \
со*

/<0п* --  о ЛOn?
следовательно,

<(и„2- х 0п2) 2>
ОуЧ I 21

п Л  3 + 8 W 2-  —tf (1 + 4 W  ) v Н [ 4 U 2+ 3 + ( l + 4 U !) - ‘] ) ,

2 ® 2 а /  =  —  ОД ск (5>

Отличие <х„2> от %0п2 проявляется во втором порядке малости теории 
возмущений

со

<хп2>-У.0п2= -  X ,
/  7  2\'«пт '

?и=0
тфп

Яоп ^0т
/пт==1 ^('П)Фо̂  (rj)cpom (T))<iri. (6)

— Н

С точностью до членов порядка 0 (Р/Н2)

< 1 2> =  '•'пт '  —
ОуЧ
Н /2-2

1 +  —гг—(гс+то+1)2
+

Ря* 
t i ­l l1 ( п —тп)
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Суммируя (6 ), найдем, что
ОуЧН

—  Яоп------- я 2 (2 п +  1 ) 1 +
1

' Щ -

1л
~н

(2 п  +  1)

1 +  5 ?  (2 n +  \ f
Л

21л/Н
/2ТТ2

1 +  Ц £ . ( 2 * + 1 )Я 2

(7 )

При выводе (5) и (7) мы пренебрегли членами, пропорциональны­
ми ехр(—НЦ). При стремлении к пулю величины t\n=2^'KQnl правые 
части этих формул переходят в соответствующие выражения, получен­
ные в [3] для модели «белого шума», применимой, как и следовало 
ожидать, для мод, периоды осцилляций которых много больше радиуса 
корреляции e(z). В противном случае, т. е. для достаточно высоких мод, 
второе слагаемое в фигурных скобках (7) становится преобладающим, 
качественно меняя зависимость разности <%«2> — х0п2 от номера моды и 
радиуса корреляции по сравнению со случаем модели «белого шума».

Изменение краевых условий в (1) качественно ситуацию не меняет. 
Например, в случае симметричных условий ср(—Я)=<р(0)=0 вместо 
(7) получим

<И„2> — Х0„ »  —
ОуЧН
2 п я 2

1 +
Рл‘2п2
~ 1 Р ~ 1 +

4£2я 2п2 
IP

+

2 nlnjH ( _ 2 Ы/Н
+  1 +  4пЧ*п*/Н* I"  1 + 4 пЧ*п*/Н*

Вторые слагаемые в фигурных скобках (7) и (8 ) совпадают с точностью 
до замены 2п+1-> 2п.

Статистика поля и его интенсивности в значительной степени опре­
деляется корреляцией между собственными числами различных мод. 
С учетом (4) С<пт =  ̂ (%п n )  (%т %0т) />/ОклОхПг=  [ ( ( 1 “Ь4Хоп̂  ))Х
X ( l+ 0 ,5 / l+ 4 U 2) ) ] - I/2. С ростом п я т  коэффициенты корреляции Спт 
стремятся к единице. Это приводит к тому, что флуктуации разности фаз 
этих мод оказываются много меньше, чем флуктуации фаз самих мод. При 
т = п ±  1

Сп т
2 +  2 ^  
3 +  2уп! =  1 ---- гг Уп

■/.

О ( т Д

Osп т ’=Д 1+0№‘)> п-1 (9)

Символ оа здесь и в дальнейшем обозначает среднеквадратичное откло-

нение величины «а». С учетом того, что о* ---- :< (хп2—х0п2)2>, из (5)
" 4х«'On

и (9) легко получить оценку для декремента затухания когерентных ела- - 
гаемых в формуле (2):

1 .  2 7 2// 2 Г7 П  I о \ (02(Тг“Ркор^—  и в Кт~ 9т„1ауУ^опгЯ  (1+т„2) ” -4Д (1+ „я»)"Т"^ (Ю)

где рКОр — горизонтальный масштаб неоднородности (радиус корреля­
ции). При 7 ,1 = 1  формула (10) отличается от аналогичной оценки, полу­
ченной в работе [1 ], множителем 1/8.
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Изложенный в [2] метод численного моделирования задачи (1) 
эффективен для низших мод, когда интервал [—Я; 0] разбивается на 
небольшое (порядка десяти) число слоев. С ростом числа разбиений Ny 
необходимого при анализе более высоких мод, объем вычислений по это­
му методу растет пропорционально Я2, поэтому данный метод теряет 
эффективность и требует модификации.

Как и в [2], оператор задачи (1) будем считать зависящим от пара­
метра (эволюции) и, рассчитав зависимость собственных чисел от этого- 
параметра с помощью приведенного ниже уравнения эволюции, найдем 
нее искомые статистические моменты, усредняя интересующие величины 
по этому параметру. В [2] параметром эволюции являлось положение 
слоя [—Я; 0] при его перемещении в полупространстве случайно-неод­
нородной среды: [—Я; 0 ] Я+Д;  Д]. Теперь же в качестве такого 
параметра выберем положение сечения неоднородного по продольной ко­
ординате р волновода. При этом двумерные неоднородности среды опи­
сываются функцией £(z, р), такой, что в узлах сетки Pi профили £(z, р) 
представляют собой независимые реализации функции e(z), моделируе­
мые численно по методике, описанной в [5] (см. также [6]). В интер­

вале pf< p < p i+1 используется линейная интерполяция: ' g(z, p)=g(z, р,)Ч

+  (6 (z,pf+1) - e ( z ,p i)) Р-Р.-
Р<+|“ Р»

Данная процедура усреднения является

но существу усреднением но ансамблю реализаций e(z). Уравнение эво­
люции, описывающее зависимость Цп=х„2= ц п(р), выводится, как и в [2], 
дифференцированием по параметру эволюции дисперсионного уравнения 
и имеет вид

о

1
со2 0б(т],р )

_ „ с 2(л )  др
ф Л л .Р ) * !

Ненормированные собственные функции срп(л, р) в (11) выражаются в 
квадратурах через решение уравнения Риккати [2].

Ниже представлена зависимость Л/1=<х„2>—х0п2 и М2=< (хя2— <х„2>)2> 
от ое2 при Я =1 км, Z=100 м, п = 9, *(=100 Гц, полученная численным мо­
делированием и рассчитанная по формулам (5), (7).

ае2 А Л/1 Л/тв* М2 Мгь2
10"7 9,47 10-2 6,76 10-7 -7,52-10-7 5,38-10-'° 5,59-10“ '°

' 10-6 9,47-10-* -6,63-10-6 -7,52- 10~в 5.93-10-9 5,59-10-*
5* 10—6 4,73 -3,54-10-5 -3,76-10-5 2,96-10-8 2,80-10-®

Ю-5 9,47 -6,55-10-5 -7,52-10-* 5,78-10-8 5,59-10-*

Индекс «тв» относится к величинам, вычисленным по теории возмуще­
ний. Коэффициент диффузии Dn при п = 9, появляющийся в уравнении 
Фоккера — Планка для фазы собственной функции, нормирован на Я. 
Это уравнение может быть получено для процесса (3) в диффузионном 
приближении [6]. Безразмерный коэффициент диффузии характеризует 
степень влияния флуктуаций среды па п-ю моду и равен

о*ЛЯ (3 /8 + W 2)
ЯоЛ1+4 W )  *
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Величины М1 и М2 определены при ог2=10“ 7 с точностью порядка 3%. 
С ростом Ог2 время интегрирования уравнения (11) растет, в связи с чем 
длина реализации e(z, р) сокращена, а с ней и точность вычислений. 
При ае2=10 “ 5 она упала приблизительно до 10%. При вычислении М1 
производилось усреднение разности между точным значением р9(р) и 
значением, найденным в первом порядке теории возмущений. Это зна­
чительно ускоряет сходимость частично осреднеипой величины к пре­
дельному значению.

Расхождение порядка 10% между М1 и Мта1 связано с пренебреже­
нием членами 0 (Z2/ # 2) при выводе (7).

Данные таблицы подтверждают сделанный в [3] вывод о том, что 
область применимости теории возмущений выходит далеко за пределы 
области малых флуктуаций среды

Известно, что в ряде экспериментов (см., например, [7]) было отме­
чено смещение границ зон конвергенции по сравнению с модельными 
расчетами. Данное смещение соответствует сокращению периодов интер­
ференции мод. Поскольку топкая структура скорости звука влияет на 
интерференционные периоды, и это влияние описывается формулами (7),
(8 ) в рамках модели изоскоростного волновода c(z)=const, можно по­
пытаться объяснить отмеченный в [7] эффект, используя формулы (7),
(8 ). Такая попытка, однако, терпит неудачу. Из (7), (8 ) видно, что раз­
ность |<х„2>—х0п2|, а с ней и (1+ /2л 2(2п + 1 )2/Я2) “ 1 убывает с ростом 
номера моды как ( \+ l2n2{2n+\)7# 2) -1 при ^ > 1 . Это приводит к не­
значительному уменьшению средних интервалов между волновыми чис­
лами мод, не соответствующему ни по знаку, ни по величине смещению 
границ зон конвергенции [7]. Таким образом, статистическая модель 
изоскоростного волновода является слишком стилизованной для объяс­
нения эффектов, описанных в [7]. Ситуация меняется, если учесть 
отличие регулярной составляющей профиля скорости звука c(z) от конс­
танты. Как показали численные эксперименты, флуктуации точек по­
ворота мод меняют величину и знак <х„'> по сравнению с (7) или (8 ). 
Поэтому в окрестности номера моды, имеющей единственную точку по­
ворота вблизи поверхности или дна океана, зависимость <х„'> от п посит 
немонотонный характер. Пример такой зависимости приведен па рис. 1. 
Этот график построен для случая канонического подводного звукового 
канала

с (z)=c0[1+0,0074(ех—х —1)], с0=1500 м/с,
(12)

х = а (z—а), сс=1,5(3)-10" 3 м -1, а= -1 3 0 0  м, #=6000 м, 
и следующих параметров волны и тонкой структуры: ^=100 Гц, Z=50 м, 
ое2=10“7. Изменение знака <хп'> здесь происходит в окрестности 172-й
моды, имеющей точку поворота на дне океана.

Аналогичное поведение <хп >, по в окрестности другой моды, может 
стать следствием изменения интенсивности флуктуаций скорости звука 
с глубиной. Рассмотрим, например, случайный процесс е, (z)= e(z)/(z), 
где

0, z>z0= — 100 м,
ехр[ (z—z0)/p], z<Zoj р= 400 м,

a e(z) — случайная функция (3) с параметрами Z=50 м, а«2=3-10“в. Па­
раметры процесса £i(z) выбраны так, чтобы, во-первых, измепепие 
<ei2(z)> качественно соответствовало реальной океанической ситуации и,
во-вторых, чтобы выполнялось условие

о

<е2> = -^- r <ei2(z)>dz, <е*>=1 ()-7,
- Н
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Рис. 1
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Рис. 2

обеспечивающее возможность увидеть влияние рассматриваемого факто­
ра в сравнении с предыдущим случаем (рис. 1). На рис. 2 представле­
на зависимость <х„'> от п в окрестности 90-й моды (частота звука здесь 
по-прежнему 100 Гц), верхняя точка поворота которой z„«—102 м 
близка к z0. Характер поведения последовательности <%7/> здесь тот же, 
что и на рис. I. Значения <х„'>, представленные на рис. 1, найдены с 
погрешностью порядка 0,25* 10“ 7 м"1, а на рис. 2 —0,8-10“ 7 мГ1.

Отрицательный наклон последовательности <х„'> на рис. 1, 2 в 
окрестности 172-й и 90-й мод соответственно означает уменьшение в 
среднем интерференционных периодов этих групп мод примерно на 60 м. 
В соответствии с теорией возмущений это смещение прямо пропорцио­
нально величине оД которая в реальных условиях может,больше, чем на 
порядок, превышать использованные здесь значения. Если источник п 
и приемник находятся на одном горизонте, то группа мод, представлен­
ная на рис. 2, формирует передний фронт зопы конвергенции в окрест­
ности глубины z= — 100 м, который, следовательно, на этих глубинах бу­
дет в среднем смещен в сторопу источника по сравнению со случаем 
£=0. При Ос2= 3-10-5 это смещение достигает величины порядка 600 м.

Возникает однако вопрос, в каком соотношении находятся средине 
по ансамблю e(z) характеристики звукового поля с характеристиками, 
рассчитанными по отдельным реализациям e(z, р). Важным тут являет­
ся свойство эргодичности функции е (z, р) по продольной координате р. 
Благодаря этому свойству интегрирование по р при вычислении в адиа­
батическом приближении фазы или разности фаз мод производит час­
тичное осреднение фазы, что существенно приближает средние по ансамб­
лю e(z) величины к их отдельным реализациям. Если сравнить диспер­
сии характеристик поля, определяемых фазовыми соотношениями, при 
ркор=̂ °° (слоистая модель) и р,{«р<00, то во втором случае они оказы­
ваются в N раз меньше, где /V~p/pKOI,. На рис. 3 представлена зависи­
мость периодов интерференции мод / >п==2л/(х„ —%n+i) от пу рассчитанная 
для случаев е= 0  (кривая 7) и e(z, p)=s(z, р) (кривые,2, 5), где ?(z, р) — 
©писанное выше случайное поле. При этом модулированные функцией 
/(z) (13) реализации гауссового процесса (3) брались с дискретностью 
по р, равной 1 км, т. е. ркор~1 км, и интенсивностью ов2= 3 1 0 “5. Попе- 
речпый радиус корреляции I и частота звука здесь, как и ранее, 50 м и 
100 Гц соответственно, а фоновые условия (c(z)) определяются форму­
лой (12). Две реализации e(z, р )^ 0  дают близкие последовательности 
Р„ (кривые 2, 3), отличающиеся от кривой 1 (е=0) в окрестности 90-н 
моды, причем эго отличие вполне согласуется с приведенными выше ста­
тистическими расчетами. Соответствующие разрезы интенсивности поля 
точечного источника в первой зоне конвергенции показаны на рис. 4.
то
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Источник и приемник здесь находятся па глубине 120 м, а кривые 1 -3  
соответствуют кривым 1 - 3  предыдущего рисунка. На данном горизон­
те первый максимум модовой амплитуды как функции п приходится на 
90-ю моду, что приводит к смещению влево передней границы зоны кон­
вергенции в соответствии с рис. 3 и выводами, сделанными выше. При 
вычислении данных разрезов суммировались 100 мод (70—169), а ре­
зультирующая интенсивность ноля нормирована на интенсивность в одно­
родном свободном пространстве.

При приближении корреспондирующих точек к поверхности океана 
смещение переднего фронта зоны конвергенции сменяется уменьшением 
наклона этого фронта, соответствующего увеличению наклона последова­
тельности Рп при 90<ra<100.

В случае ркор̂ 00 усреднения фазы по трассе волновода не происхо­
дит и для разных реализаций e(z) передний фронт зоны конвергенции 
может смещаться как влево, так и вправо. Существенную роль при 
ркор̂ 00 к тому же играет совпадение собственных функций в сечениях 
волповода, где расположены корреспондирующие точки. Это приводит к 
смещению максимумов модовых амплитуд в сторону более высоких или 
низких мод. В рассматриваемом случае это смещение может происхо­
дить на 5—10 номеров мод, а в редких случаях и более.

Для группы мод, представленной на рис. 2 и соответствующей это­
му графику функции e,(z), величина Орп>п*, практически не зависит от п 
и с точностью до 10% равна 10“° м“‘. Если принять lnm= 1 км, то в пер­
вой зоне конвергенции 'WnmpofW^S-lO-5. Следовательно, в зонах кон­
вергенции (тени) с невысокими номерами размывание интерференцион­
ной картины незначительно. Отметим, однако, что в мелком море зату­
хание когерентной составляющей интенсивности поля, описываемое 
вторым слагаемым в экспонепте (2), может быть весьма значительным 
на расстояниях порядка нескольких километров [1].

Представляет интерес также зависимость и оРлт от частоты
волны со при фиксированном значении параметра £=cos а=хс/со, где 
а  — угол между волновым вектором и осью волновода. Так как о*п2~  
~<(хп2—Хоп2) >Мхоп2, то по теории возмущений аХл~со. Но в силу того, 
что при заданном £ номер моды приблизительно пропорционален со, 
с учетом (9) найдем, что аРпт при n = m ±  1 от частоты не зависит. Но 
формула (9) выведена для случая c(z)=  const и /(z)=const. Если же 
профили c(z) и f(z)  отличны от константы, такая зависимость появляет­
ся. Одна из существенных причин, определяющих эту зависимость, со­
стоит в том, что с ростом номера моды, сопровождающим рост со при 
g=const, возрастают значения огибающей собственной функции в окрест­
ности точки поворота. Если последняя близка к z0 — точке максимума 
функции j ( z ), то это приводит к возрастанию флуктуаций волновых
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чисел и матричных элементов^ взаимодействия мод, а с ними и значений 
<pnm >. # Например, при 7=50 Гц и описанных выше параметрах 
«1<*)<Р*т.4В>-0,48-107 м"1, Ор47„=0,7-10_0 м-1. А при 7 = 10 0  Гц — <^93l94> =  
= 0 Т94*10-7 м”1, Орм 04=1,О-1О_6 м”1, т. е. в данном случае с ростом со сред­
ние смещения периодов интерференции мод и их дисперсии возрастают. 
К  аналогичным выводам пришли авторы [8] на основе расчетов, выпол­
ненных по отдельным реализациям тонкой структуры скорости звука в 
рамках плоскослоистой модели.

Автор выражает признательность В. И. Кляцкину и Н. Е. Мальцеву 
за поддержку и помощь в работе.
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V. I .  G o l a n d

ON INFLUENCE OF A RANDOM MEDIUM MODEL 
ON AN INTERFERENCE STRUCTURE OF A SOUND FIELD

IN AN ACOUSTIC WAVEGUIDE

A stochastic Sturm -  Liouville problem for an underwater sound waveguide with 
a random refractive index profile is solved by a numerical simulation and analitically 
on the basis of the perturbation theory technique. It is shown that the regard for a fi­
nite (unequal to zero) correlation distance of the refractive index is the matter of prin­
ciple for modes with large -  numbers. As the correlation distance (or mode numbers) 
grows cross -  correlation coefficients of the modes approximate to the unity. Besides 
that, if the regular refractive index profile -is not equal to the constant resulting in the 
appearance of turning points for the lowest modes, groups of modes appear, interferen­
ce periods of which are less on the average than unperturbated ones. The number of 
these modes depends on the deep relationship of a sound velocity fluctuation intensity.
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