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П о с т р о е н ы  у р а в н е н и я  д л я  в т о р ы х  с м е ш а н н ы х  с т а т и с т и ч е с к и х  м о м е н т о в  п о л я  и е г о  
н о р м а л ь н о й  п р о и з в о д н о й  н а  г р а н и ц е  с  ф л у к т у и р у ю щ и м и  с в о й с т в а м и .  В ы в е д е н ы  у р а в н е ­
н и я  д л я  г р а н и ч н ы х  ф у н к ц и й  В и г н е р а ,  с в о б о д н ы е  о т  у с л о в и я  к в а з и о д н о р о д н о с т и  п о л я  
в о б ъ е м е  с р е д ы ,  и  н а й д е н о  и х  а с и м п т о т и ч е с к о е  р е ш е н и е .  П о л у ч е н ы  с т р о г и е  у р а в н е н и я  
д л я  о п е р а т о р о в  и н т е н с и в н о с т и  и р а с с м о т р е н ы  н е к о т о р ы е  п р и б л и ж е н н ы е  с п о с о б ы  
о т ы с к а н и я  п о с л е д н и х .

Содержание данной работы связано с практическими проблемами акустики океана, 
которы е в теоретическом плане сводятся к расчету накапливающихся искажений поля 
при м ногократном  рассеянии на неровностях дна или волнении свободной  поверх­
ности [1 ] .  Ключевым элементом теории м ногократного рассеяния выступают уравне­
ния относительно статистических моментов зв ук ов ого  поля [2 ] .  Краевая задача для 
среднего ноля в случае слабош ероховатой границы построена в работах [3 —515 обобщ е­
ние м етодики процитированных выше работ1 и перенос ее на более сложные модели 
среды распространения проведены в [6—9 ] .

В данной работе построены 'уравнения, определяющие второй  статистический м о ­
мент поля при наличии граничных случайных возмущ ений. Речь идет о б  уравнениях 
Бете—Сол литера ( 6)  и вытекающ их из них уравнениях переноса интенсивности (1 0 ). 
В отличие от  аналогичных результатов теории объем ного рассеяния [1 0 -1 2 ]  и со ­
отношений [2 , 13] для задач с  граничными возмущ ениями, уравнения Б ете -С ол  ли­
тера ( 6)  носят не объемный, а граничный характер. Если решение их известно, второй 
статистический момент поля в лю бы х точках пространства мож но рассчитать по прямой 
квадратурной ф ормуле (4 ) .

Меньшая размерность граничных уравнений Бете—Сол литера является весом ы м  
преимущ еством с  точки зрения численного анализа. Важно и другое — они служат 
источником более простых по структуре граничных уравнений переноса интенсивности
( 10) ,  которы е справедливы при условии квазиоднородности поля только на границе 
области. В объем е среды это условие может нарушаться, например, за счет выражен­
ных интерференционных эф ф ектов. В этом  преимущ ество уравнений (1 0 ) в сравне­
нии с  известными результатами теории объем ного рассеяния [ 10 , 1 2 ] ,  которы е ограни­
чены требованием квазиоднородности поля во всем  объеме. При их вы воде, в отличие 
от  уравнений переноса для статистически ш ероховаты х волноводов [2, 14] ,  не при­
менялась процедура усреднения второго  момента поля в сечении волновода по малому 
интервалу вдоль направления, параллельного оси волновода. *

*В  ф о р м у л а х  ( 9 ) ,  (1  1 ) ,  ( 1 4 )  и  ( 1 5 )  и з  [ 7  ] в м е с т о  с и м в о л о в  V , V r д о л ж н ы  с т о я т ь  с о о т в е т с т в е н ­
н о  V f ,  V r  — " п о в е р х н о с т н ы е ”  о п е р а т о р ы  " н а б л а ”  н а  п о д с т и л а ю щ е й  г р а н и ц е .
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К основным результатам статьи относятся также приближенное решение (11) -  (12) 
уравнений для функций Вигнера и строгая система уравнений (14) для операторов 
интенсивности. Последняя дает возможность отыскать эти операторы в замкнутом 
виде, если известны (точно или приближенно) входящие туда вспомогательные опера­
торы. Некоторые из приближений обсуждаются в заключительном разделе статьи.

Отправным пунктом служит задача об отыскании поля из уравнения в трехмер­
ной области V:

^  1
Lu =  ( /id iv -  grad + к2)и  = д /  (1)

и условия на граничной поверхности S  

ат  us  + ag [(du/dn)s  ] = 0, аа = ba — va .
Здесь /(R )  — сторонние источники поля, д и к — кусочно-гладкие функции перемен­

ного R =  (x ,y ,z ) ,  описывающие свойства среды в объеме V, Э/Эп — производная по 
направлению внутренней нормали к поверхности S , индекс ”5 ” сопровождает предель­
ное (изнутри V) значение hs  (Rs ) функции // (R) при R -*R S , Rs  -  радиус-вектор 
точек S y аа -  граничные операторы, которые действуют по Rs  и характеризуют физи­
ческие свойства границы. Подразумевается, что функции w(R) из области задания WL 
оператора L  подчиняются условию излучения в бесконечности, если область V неогра­
ничен, и условию непрерывности величин w, (1/д) (3w/d/V) на каждой из структурных 
границ раздела среды (Э/ЭА' -  производная по нормали к такой границе). Область 
задания, коэффициенты и правая часть уравнения (1), а также операторы bm g i  опреде­
ляющие свойства границы в регулярном состоянии, считаются детерминированными, 
а операторы граничных в озм у щ ен и й ^  -  случайными. Допускается ситуация, когда 
некоторые из операторов bmig, vm g равны нулю. Описанная постановка охватывает 
широкий круг практически важных задач акустики жидких и газообразных сред 
[1, 11].

В работе [9] применительно к задаче (1), (2) изложена ’ ’алгебраическая” методика 
вывода эквивалентных граничных условий для среднего поля < w(R)> (угловые скобки 
обозначают усреднение по ансамблю реализаций),обобщающая известные результа­
ты [1 -6 ]. Цель данной работы -  построить соотношения, которые управляют рас­
пространением второго статистического момента поля

V/( R , , R2) =  <w(R0к* (R 2)>(R i, R2) e  V X V 
(* — комплексное сопряжение).

Располагая произвольным детерминированным решением уравнения (1) для то­
чечного стороннего источника, величину w(R) с помощью формулы Грина можно 
выразить через предельные значения и и ди/дп на поверхности S. Из линейности ука­
занной связи следует, что среднее от произведения и (Ri) и* (R2) должно выражаться 
линейным образом через \ра(3 (Д51, RS 2 ) -  вторые смешанные статистические моменты 
поля и его нормальной производной на 5 (а, (3 = m,g) :

'Ртт = < « (R s i ) " 4 RS2)>. Vgg = <3«(R ,si)/Зи, bu*{RS2)lbn2) , (3)
1Pmg = <u(R51)aW*(RS2)/9n2>, 'Pgm = < 3 Ы (RS1) / 3«1 « (R s 2)> .
dldn, = bldn(RSi), (j = 1,2).

He умаляя общности, обсуждаемое выражение для i//(Ri, R2) можно постулировать 
в виде

W R ., R2) = Ф coh (R , , R2) + /  П dR'sl dR"sl
/  = 1

G (R i, R jO G *(R 2 ,R5 2 ) S ^ ( R S i , R j 2 l R i i . R s 2 ) ^ ( R5 i .Rw ) .
m , g

(4)
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В этой формуле фсоН ( R , , R 2) = < m ( R j)> < w * (R 2)>, dR'^j -  элемент поверхности 5, 
— некоторые детерминированные функции (а , 0 = m g ) ,  которы е не зависят от 

решения задачи ( 1 ) ,  (2 ) и далее считаются известными, G (R , R's )  -  функция Грина
второго  рода задачи для среднего поля. Она задана как решение уравнения L G ( R, R $ ) = 
= 0 в области V, удовлетворяющ ее неоднородном у условию  на поверхности S:

7m (R s ,R s )  + %  (R s . R^) = 5s ( R s . R ‘s ) ,

7 m  = ( R s . R ^ )  =  l i m G ( R , R a  7*(R s .R s )  =  (5 )

s | im - 7 r — G ( R , R s ) ,  
b n ( R s )

( R - * R 5) .

Здесь a3m g  — операторы эффективных нерегулярностей из [9 ] ,  которы е действуют по 
R s  и характеризуют свойства границы S по отношению к  среднему полю, ds  -  поверх­
ностная дельта-функция, определенная тож деством  относительно произвольной проб­
ной функции

X (R 5 ) : / c / R i 6 5 ( R 5 , R ^ ) X ( R i )  =  X (R 5 ) .

Подчеркнем, что переменная R fs  действию операторов^,,, tg в (5 ) не подвергается.
Соотношение (4 ) сходно с  уравнением Бете-Солпитера теории объем ного рассея­

ния [ 1 1 , 1 2 ) и отличается от  последнего тем, что области определения функций ф и фар 
не совпадают. Следовательно, в отличие от  цитированных результатов [11,  12],  соотно­
шение (4 ) не является уравнением, а представляет собой  квадратурную ф ормулу, 
которая позволяет найти ф ( R t , R 2) , если известны величины i//a^ (R 5 l , R 52) ,  
(a ,p  = m ,g).

Применим поочередно к  обеим частям равенства (4 ) операции Э/Эл? 1 , Э/Эл?2 , 
Э2/Эл? 1 Эл?2 , а затем соверш им в результирующих соотнош ениях предельный переход 
R i R $ i ,  R 2 R5 2  В итоге получаем замкнутую систему четырех граничных урав­
нений на множестве S X S относительно четырех неизвестных функций фа0 (R s i  * R s 2 ) :

^ ( R 5 l . R 5 2 > = ^ h ( R S l . R 5 2) + /  П dR'sjdR"Sj
/  =  1

^ ( R S i , R ' s i ) m R S2 ,R 's2)  2  Ку5 ( R j , , R5 2 1 R s i , R ^ )
7,6 = 
m,g

'tJ y & ( R s i , R S 2 ) * ( a j  =  m , g ) .

Определение функций фс̂ И следует из выражений (3 ) для фар> если среднее от  про­
изведения заменить там произведением усредненных величин. П о аналогии с  извест­
ными результатами теории объем ного рассеяния, соотнош ения (6)  правомерно назвать 
граничными уравнениями Б ете-С олпитера. Они позволяю т, по крайней мере  ̂ в прин­
ципе, отыскать граничные статистические моменты (3 ) .

Уравнения (6)  мож но заменить равносильными соотнош ениями, избрав в качестве 
н овы х неизвестных коэффициенты разложения функций фар по подходящ ей системе 
базисных функций. При некоторы х предположениях они м огут служить источником 
более просты х по структуре уравнений типа переноса интенсивности [10] .  Следуя
[ 1 2 ] ,  продемонстрируем эту возм ож ность в случае, когда выполнены условия: (а) по­
верхность S совпадает с  некоторой плоскостью , а область V  — с  полупространством, 
ограниченным плоскостью  S, или с  плоским  слоем  между S и некоторой другой  де­
терминированной и однородной по своим  физическим свойствам  плоскостью , парал­
лельной S;  (б )  среда в области V  плоскослоистая, т.е. ее свойства, определяемые 
коэффициентами уравнения ( 1 ) ,  изменяются только в направлении, перпендикулярном
S, (в )  ядра ba (Rs , Rs) =J>a 6 s (Rs , R.s) разностные: ba (Rs , R$) =  ba (R s  -  R's ) , что 
означает однородность свойств границы S в  регулярном состоянии: (г ) случайные функ-



Ц И И  va (RSy R$) = Oa 6i5 (Ri5 , R $; статистически однородные (и однородно связанные), 
т.е. граничные возмущения однородные статистическом смысле. В этих условиях 
функции ~sm g  оказываются разностными: Ja (Rs , Rs) =  Sa(Rs -  Rs ) , а функции К ар

допускают представление K ^ ( R Sly RS2 I R's 1 , R5 2 ) =  (Rs -  Rs ',  Ps> Ps) > где фи­
гурируют переменные 2R$ = R$i + R s 2 > Ps = Rs 1 — Rs 2 (определение переменных 
R's у Ps аналогично). Для четырех функций Вигнера [12] Jap(K, R 5) ,  которые опреде­
ляют разложение функций фар (R $ 1 , R5 2 ) в двумерный интеграл Фурье:

^ ( RSl , R52) = fdK Q \p (iK fis )Ja0(Ky Rs ) , (7)

из (6)  получается эквивалентная система четырех уравнений (а ,0  = m ,g ) :

/« ,? ( * ,Rs) = • $ $ % , R s) + fd K 'd K 'd R ’s X

X sa (* + к " /2 Ш (РС- k " / 2) s  A:7 6 (k " , ic, k ')  (8)
=

JyS (*'y R,s)exp[/ic" • (R5 -  R s)].
Здесь к , к ', к " -  двумерные векторы, компланарные плоскости S', интегрирование

по ним в (7 ) , (8) ведется в бесконечных пределах. Мы обозначили: -  ’’когерент-
ная” составляющая функции Вигнера Jap, определяющая разложение величины
Фа$И (Rs 1 . Rs  2 ) в интеграл вида (7) :

sa(K) = /J RiSexp[-/K(R5 -  Rs")] s * (Rs. -  Rs ' ) >
К *&( к \ к , к ' )  = fd p s dfi's dRs K ap(R s ,p s ,p s )  X (9)

X exp[/(ic[p5  —*P s  — к R s)L
Интегрирование по всем переменным в (9) ведется в пределах всей плоскости S.

Сделаем ключевое предположение о том, что в плоскости S звуковое поле является 
квазиоднородным, т.е. медленно зависящим от R5 : V r r s ) ^ 6* Здесь е -  не­
который малый параметр, V r 5  — оператор "набла” по переменной R s- Разложим функ­
цию / т6 (к \  R ^  из (9) в ряд по степеням Rs -  Rs и ограничимся в силу квазиодно­
родности поля двумя низшими членами ряда. В итоге приходим к приближенной систе­
ме четырех уравнений переноса интенсивности в плоскости S(ay 0 = myg ) :

i « ^ K , R s ) < f  (K ,Rs )  + ( 2 * r W  2

m,g

[ l a (K )l*e^ ) K y s ( 0 , K , K ') - iV  k" V r s sq(k + k ’’ \2 )X  (10)

X T|(#c -  k"I 2 )K yS ( к " , к , к ' )  I k"  = 01 Jys ( * '.  Rs ) •

В этих соотношениях V k"  -  оператор’’набла” по переменной к". Подчеркнем, что в отли­
чие от сходных результатов теории объемного рассеяния [ 10 , 1 2 ] ,  для справедливости 
уравнений (10) не требуется квазиоднородность поля в объеме V.

Поиск решения уравнений (9 ) , (10) в общем случае требует привлечения числен­
ных средств. Приведем пример, когда оно находится в явном виде. Допустим, что 
выполняется условие квазиоднородности поля в плоскости 5 , причем функции К ар по 
порядку величины ~  б функции Витера ищем в виде асимптотического разложе­
ния [ 1 2 ]

R s) = J $ }(к . Rs).  J i f  ~  ер - О  D
Р -  о

Подставим это разложение в (9) и приравняем члены одинакового порядка малости. 
В результате получаем цепочку прямых формул:
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1

y W ( l c t R 5 ) = y ^ h (o )(ic , Rs)%ap 
(p)

P -  1
;

die'
/ <p)( »e ,Rs)  = ^ oh<p)( ' f . R . ) + 2
J « P  aB  s  q =0 ( q - p -  1)! ' (2я)

( - / Д к- * Д К 2  lae ( « + K " l 2 ) T S ( i r - i c " l 2 )
7,6 =
™.g

Ку6(к",к,к') \K- = 0 ] /$ > (* ', R5) ,  ( p =  1,2...).

(12 )

Здесь ('p> ~  ep -  слагаемое в разложении величины / ^ Л по степеням малого пара- 
метра вида ( 1 1 ) .

Возвратившись к общ ей постановке задачи ( 1 ) ,  ( 2 ) ,  рассмотрим вопрос о б  оты ска­
нии функций или, что то же, о  построении операторов интенсивности [ 2 , 1 2 ) К ар. 
Последние действую т по совокупности  переменных Rs  i , 2 и определены тож деством

K ap \ ( R S l , I R S| 1 R 5 2 )^  ( RSl * R S2 )  >

где X -  произвольная пробная функция, а, 0 = m , g .  Далее нам понадобятся всп ом о­
гательные операторы, области определения и значений к оторы х образованы функциями 
переменного R ^ :

А  ,  Л Ч_, Л А Л Л  Л Л
'<* = < ( ! - X )  va) y X = vm sm +vg sg4
л д . д  л л
X  S m  $ т  ^  Q g S g  • ( 1 3 )

n ГЛ1 А А  А
одесь, как и в  IV] , qa -  массовы е операторы, ta -  операторы перехода. Операторы sa =
= f d R s S a i R s , R 5 ) . .  . определены ядрами sa ( R s , R $ ) , которы е получаются из формул
(5 ) для sa (R 5 , R s )  заменой G’ (R , R'$) на G ( R ,  R $ ) — функцию Грина второго  рода
регулярной задачи. Эта функция подчиняется уравнению L G ( R ,  R‘5 )  = 0  и граничному 
условию на S :

^mSm(Rs,Rs)+air% (Rs,Rs) = « (R s ,R i ) .
Б удем  трактовать соотнош ения ( 6)  как тождества относительно функций |//а/з. Эти 
тождества согласуются с результатом усреднения произведения двух  поверхностных 
уравнений Липпмана-Ш вингера из [9] -  для матрицы-строки IIи (Rs  1 ) ,  d w (R 5 , )1 Ъп, II
и матрицы-столбца col llw*(R5 2 ) , 9 w * (R s 2)  1Эл2 И, если операторы К аР подчиняются 
уравнениям

К а р =  U  — X i ) ( l  “  x l * ) t a ( 3  -  Q a l Q p 2 ~
А Л  А Л Л  Л  А *

-  \ К т (3 s m  , +  K g 0Sg i ) t a l  —  ( K a m S m 2 +

+ % * g * h f t $ 2 -  2  t  Д  А з  W  .
7,6 =
m,g

(a , p = m , g ) . (14)
Нижний индекс / - 1 , 2  при операторе^/ указывает, что объ ек том  действия операто­

ра lj является переменная R Sj\ оператор /* , комплексно-сопряж енный к данному, опре­
делен тож деством  I*\ (R S)  =  f/\* (R ,s ) l* ;  о п е р а т о р ^  действует по совокупности 
переменных (R 5 j ,  R 5 2 )  и задан выражением

lap  = <(1 - X l ) _1( l  - Х ! ) -1 ^ ! ^ )  . (15)

Рассмотрим следствия из уравнений (1 4 ) в случае'1̂  = 0. Согласно ф орм ул ( 1 3 ) ,
( 1 5 ) ,  и м еем \  = 0 , х  = 'и т * т >  ^ m g  = / *\ т  = ^ g g  = 0- Из уравнения (3 ) работы [9] для 
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этого случая получаем /qg = 0, так ч т о ^ э = $ WTW. Система (14 ) сводится к  одн ом у урав­
нению для оператора К т т :

^ т т  = (  1 1 l )  ( l  “

( A  f  4-4*  4*  +4 4*  ^~  ^ m m  \ * m  i h n l  т ^ 2 ' т 2  T i m l \
/  Л

y*m 2 1 m  m

)  U  “ ^ m 2 2 ) m “

)• (16)

а операторы K mg, Kg m , &gg равны 0. В каждой из систем ( 6 ) ,  ( 8 ) ,  (1 0 ) к  числу урав­
нений принадлежат только соотнош ения для фт т , Jm m :

_  coh
Ф т  in (  R S 1 i R S 2 )  “  ( R S 1> R S 2 ) +

Л л 
+ s "**

Л
m 1 sm 2 m Фmm ( R Sl> R 52)

A
(уравнения для / mw нами опущ ены ). Здесь Jm = fdR's  sm (R ^ , R ^ ) . . .  -  оператор, дей­
ствующий no R $ . Остальные соотнош ения в ( 6 ) ,  ( 8 ) ,  (10)  представляют собой  пря­
мые ф орм улы . Подчеркнем, что даваемые ими величины при расчете функции 
i / / (Rj ,  R 2) не используются, так как последняя, согласно ( 4 ) ,  выражается через фш

^ ( R l i  R 2)  = Фтт ( R 1 > R 2 )  + G \G$ К' тт^тт  ( R S b  R 5 2 )

тт

Л Л
(см ы сл  операции G\G*  очевиден). Выводы и надлежащие выражения для случая 
vm = 0  получаются из приведенных выше для случая vg = 0 заменой всюду индексов 
м * - +  g.

Система из четырех уравнений (1 4 ) является точной и позволяет, п о  крайней мере, 
в принципе, найти операторы интенсивности в замкнутой^фо^ме. На деле реализация
этой возмож ности упирается в построение операторов qQ, t Qy tap . Следуя [13 ] ,  опишем 
два приближения для операторов перехода. Первое характеризуется ф ормулой

N
Ли Л

Результирующее приближение t â pv служит решением системы двух  уравнений (ос =

t^PP = 2  < и учитывает вклад статистических моментов возмущ ения вплоть
п =  о

до (N  + 1) -  включительно. Оно справедливо, в частности, для достаточно малых воз­
мущений. Второе получается из точных разложений оператора перехода но степеням 
при использовании приближенной ф орм улы  расцепления корреляций:

<х” 4 >  “ <Х<ХП _ 1>Уа> •
Л

™,g
= ™ y g ) :

t aP P  =  < Ь  +  Й & >  +  < Х $ Г t  + At ag P P sg ) b  .
Это приближение предполагает, что для каждой последовательности актов рассеяния 
на нерегулярностях границы поле в процессе распространения между начальным и 
конечным актами рассеяния усредняется либо теряет статистическую связь с  возм у ­
щениями в начальном и конечном актах рассеяния. О но пригодно для описания сильных 
искажений поля в случае короткокоррелированны х граничных возмущений. Распола-

лгая выражениями t ^ g операторов перехода, из уравнения (3 ) работы  [9] находим 
(приближенно) массовые операторы Qm?g • Сходные приближения мож но развить 
и для операторов в результате чего становится возм ож ны м  использование урав­
нений (1 4 ) .

Решение упомянуты х уравнений мож но искать также в виде ряда по степеням опе­
раторов ит g .JlnH  этого  нужно располагать соответственны ™  разложениями опера­
торов qay tay tap. На этом  пути приходим к  представлению K Qp в виде разложения 
по корреляционным группам [12] возмущ ений, низшие члены к отор ого  образуют 
■лестничное”  приближение»
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Отметим очевидное обстоятельство, что оператор L  из (1 )  зависит от круговой  ча­
стоты со: =  L ( cj)  , которая входит в локальное волновое число среды, а также (при 
наличии частотной дисперсии) и в материальные параметры последней. Пусть м (/? , со) -  
решение уравнения ( 1 )  на частоте со, ф ( К х, R 2) = < M(Rb  c o ^ w * ^ ,  <o2)>. Приве­
денные выш е уравнения для Ф^р, Jap , их решения и прямая формула (4 ) справедливы 
и в случае н ового  определения второго  момента поля, данного выш е, если изменить 
понимание следующих величин: а) в определении функций фар, ф^рЪу фсоЬ заменить
и (R/) « (R / ,  (■Of) ; б ) функции G , s Q и G*, s p  из ( 4 ) ,  ( 6) ,  (1 0 ) ,  (1 2 ) считать зави­
сящими от  параметров сох и со2 соответственно; в )  операторы, снабженные в (14) 
и далее индексом  /  = 1 , 2 , взять на частоте соу-.
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F .G .  B a s s , N .P .  Z h u c k ,  О .A .  T r e t ’y a k o v

T H E  B E T H E - S A L P E T E R  A N D  I N T E N S I T Y  T R A N S F E R  S U R F A C E  E Q U A T I O N S  
F O R  A N  A C O U S T I C  F I E L D  IN  T H E  C A S E  O F  I M P E N E T R A B L E

F L U C T U A T I N G  B O U N D A R Y

T h is  w o r k  w a s  m o t iv a t e d  p r im a r i ly  b y  p r a c t ic a l  p r o b le m s  o f  o c e a n  a c o u s t i c s  r e d u c in g  in  th e o r e t ic a l  

a s p e c t  t o  c a l c u la t i o n s  o f  a c o u s t i c  f ie ld  d i s t o r t i o n  d u e  t o  m u lt ip le  s c a t t e r in g  o n  t h e  b o t t o m  o r  f r e e  s u r fa c e  

r o u g h n e s s .  E q u a t io n s  f o r  s ta t is t ic a l  m o m e n t s  o f  r a n d o m  a c o u s t i c  f i e ld  c o n s t i t u t e  th e  b a s ic  e le m e n t  o f  
m u lt ip le  s c a t t e r in g  t h e o r y .  In  t h is  a r t ic le  e q u a t i o n s  g o v e r n in g  th e  b e h a v io u r  o f  s e c o n d  s ta t is t ic a l  m o m e n t  

a r e  o b t a i n e d .  N e w  v e r s io n s  o f  t h e  B e t h e - S a p l e t e r  a n d  in t e n s i t y  t r a n s fe r  e q u a t i o n s  a r e  p r e s e n t e d ,  r ig o r o u s
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r e la t io n s  f o r  d e t e r m in in g  in t e n s ity  o p e r a t i o n s  a re  p r o p o s e d  a n d  s o m e  w a y s  o f  s o lv in g  a p p r o x im a t e ly  th e  

t r a n s fe r  e q u a t i o n s  a n d  t h e  p r o b le m  f o r  in t e n s i t y  o p e r a t o r s  a r e  d is c u s s e d .  T h e  m a in  v ir t u e  o f  t h e s e  e q u a t io n s  
f o r  s e c o n d  s ta t is t ic a l  m o m e n t s  l ie s  in  t h e  f a c t  t h a t  t h e y  a r e  p o s e d  o n  s o m e  r e g u la r  s u r fa c e  in  c o n t r a s t  t o  

t h r e e - d i m e n s i o n a l  r e la t io n s  o f  s im ila r  p h y s i c a l  b a c k g r o u n d  k n o w n  e a r l ie r . T h is  r e n d e r s  th e m  m o r e  
t r a c t a b le  f r o m  t h e  n u m e r ic a l  p o i n t  o f  v ie w  t h a n  t h e  p r e v io u s  r e s u lts . A p a r t  f r o m  t h is ,  t h e  s u r fa c e  c h a r a c te r  

o f  t h e  p r o b le m s  o b t a i n e d  e n a b le s  o n e  t o  d e r iv e  t h e  in t e n s i t y  t r a n s fe r  e q u a t i o n s  u n d e r  fa ir ly  l o o s e r c s t r i c t i o n s .  

In  p a r t ic u la r ,  t h e  la t te r  c a n  b e  v a l id a t e d  e v e n  in  c a s e  o f  s t r o n g  i n t e r f e r e n t io n  p h e n o m e n a  in  th e  b u lk  o f  

m e d iu m . A n a lo g i c a l  e q u a t i o n s  k n o w n  e a r l ie r  a re  l im it e d  b y  t h e  d e m a n d  th a t  t h e s e  p h e n o m e n a  c a n  b e  

n e g le c t e d .

2  А к у с т и ч е с к и й  ж у р н а л ,  №  5
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