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Р а с с м о т р е н ы  о с о б е н н о с т и  к р а е в о г о  р е з о н а н с а  п р и  в ы н у ж д е н н ы х  г а р м о н и ч е с к и х  к о ­
л е б а н и я х  а н т и с и м м е т р и ч н о  д е ф о р м и р о в а н н о й  п о л у п о л о с ы .  П о к а з а н о ,  ч т о  п р и  о п р е д е ­
л е н н о м  с о г л а с о в а н и и  ф о р м  н а г р у з к и  н а  т о р ц е  п о л у п о л о с ы  и  к р а е в о й  м о д ы  м о ж н о  з н а ­
ч и т е л ь н о  у в е л и ч и т ь  и н т е н с и в н о с т ь  в о з б у ж д е н и я  к р а е в о г о  р е з о н а н с а .

Имеется значительное число публикаций, раскрывающих особенности поведения 
волн Лэмба в упругой изотропной пол у  бесконечной полосе и посвященных изучению 
краевого резонанса [1—7 ] .  Его суть заключается в сильной локализации движения 
вблизи торца волновода и резком  уменьшении смешений при удалении о т  торца. Экспе­
риментально краевой резонанс впервые наблюдали Шоу и Оливер [1, 2 ] ,  а Газис и 
Миндлин [3 ] дали теоретическое объяснение этого явления, связав его  с  резонансом на 
неоднородных волнах. В большинстве работ исследование краевого резонанса прово­
дилось при симметричной деформации полуполосы  (см . [1, 3—6] ) .  При этом  изучалась 
специфика возбуждения неоднородных волн при различных способах возбуждения 
волновода как при падении на торец первой нормальной волны, приходящей из б е ск о ­
нечности [4 , 6 ] ,  так и при задании на торце фиксированной силовой нагрузки [5 ] .  
В обои х  случаях краевой резонанс проявлялся в диапазоне сущ ествования одной рас­
пространяющейся волны. При антисимметричных изгибных колебаниях полуполосы 
краевой резонанс также сущ ествует, однако уже в области частот двух  распространяю­
щихся волн [6] .  При этом  амплитуда смешений на торце волновода и интенсивность 
возбуждения краевой м оды  значительно меньше, чем при продольных колебаниях. 
В данной работе рассмотрены особенности краевого резонанса при вынужденных коле­
баниях антисимметрично деформированной полуполосы . Показано, что при определен­
н ом  согласовании ф орм  нагрузки и краевой м оды  мож но значительно увеличить ин­
тенсивность возбуждения краевого резонанса.

Рассмотрим плоскую  задачу о  распространении изгибных волн Лэмба в пол у б е ск о ­
нечном изотропном  упругом  слое | Y  | </г, Z  >  0  со  свободны ми от  напряжений по­
верхностями Y  = ± h  при воздействии нормальной силовой гармонической нагрузки на 
торце Z  f  0  (временной множитель e ~ iu)t всю ду опускается) :

Оу(± 1 ,z )  =  Туг (±  1 / )  =  0 ,  (1 )

*zy(y> 0 )  =  О, оz(у, 0 )  =  я » ,  / О )  =  sin(3/27Tiy ) ,

где .у = Yjh, z =-Z/h — безразмерные координаты. Материал слоя характеризуется моду- 
лем сдвига G , коэффициентом Пуассона v и скоростям и  С\ , с 2 соответственно продоль­
ных и поперечных волн. Определим безразмерные частоты колебаний £2, = соЛ/^ i ,  

= ioh/c2-
В соответствии со  схемой метода однородны х решений [4—6] волновое поле в полу- 

полосе | у  | <  1 , z >  0 представим в  виде бесконечной сум м ы  распространяющихся
и неоднородны х волн. Тогда выражение для вектора смешений имеет вид 
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( 2 )и(y ,z ) = £  Луи/(у) exp
/= i

где и/ -  {  u f ,  u f  }  И

и «  = -i?/[cos(J/K -  ft> c sft. cosa:/_y]j

0‘) =
Z

<*} = П ?  -  t f ,  t f  = n s  -  f/2 ,

[ftsinftjr +

2 f /c o s a /

(? / -  ft? )  cos ft  .

2a/cosa/
sina /^ ), (3)

причем Imft >  0  и f /  являются корнями дисперсионного уравнения (R e f / >  0 при
Im f/ = 0)

A ( f )  =  (2 f  -  Sl\ f  sinacos/3 + 4o!i3sin/3cosa: = 0. (4 )

Вектор-функция U/(y) exp(z'f/z) удовлетворяет однородны м уравнениям движения 
Ламе и для соответствую щ их ей напряжений a ^ ( ± i ) exp (z f/z ) = т ^ (± 1 )  e x p (/f /z )  = 0. 
Таким образом , граничные условия на торце полуполосы удовлетворяются соответ­
ствующ им п одбором  коэффициентов Л / , исходя из уравнения

2  А,-т«1 (у) = 0, S - V f ( v )  = / 0 ) .

Для нахождения Л / использовались традиционные подходы, число N  коэффициентов
A j выбиралось таким образом , чтобы обеспечить требуемую  точность выполнения гра­
ничных условий. Так, при N  = \2 (учитывалось пять пар неоднородных волн) была д о ­
стигнута точность выполнения граничных условий на торце до 2% шах | / ( у )  | . При 
увеличении числа нормальных волн, привлекаемых для описания вол н ового  поля в 
полуполосе, точность выполнения граничных условий возрастала, а значения коэф ф и­
циентов A j  практически не менялись.

Другим критерием правильности полученных численных результатов является конт­
роль за выполнением закона сохранения энергии, в соответствии с  которы м  энергия, 
потребляемая системой, должна быть равна энергии, переносимой бегущ ими волнами. 
Энергия, подводимая за период к  единице ширины полосы  при выполнении (1 ) ,  опреде­
ляется выражением

К роме того , средний по времени п оток  энергии, переносимый нормальными волнами, 
связан тол ько с  распространяющимися волнами [7] и вычисляется по формуле

Е2 =  Б  W/, Wj = - 2гсо/  ( о * ’ и ™  -  r ^ u ^ d y ,
/ г  1 1

где L — число бегущ их волн на частоте вынужденной силы. Выражение для Wj из ( 6)  
может быть преобразовано к  виду

cos ft Г22

(6)
W j _

G w  4 a / f ? c o s a / 2
(7 )

Во всем  рассмотренном частотном диапазоне погрешность выполнения закона сохра­
нения энергии Е i = Е 2  не превышала 1 % от  Е \ .

Перейдем к  анализу количественных данных, описывающих волновой процесс в по- 
луполосе, полученных в процессе реализации Указанной выше схем ы . Численные рас­
четы выполнены для значения v = 0 ,3 .  Рассматривался диапазон частот, в к отор ом  су-
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Рис. 1. Модули нормированных коэффициентов Aj, j  = 1 -4

Рис. 2. Частотная зависимость энергии, поглощаемой волноводом ( i )  и ее распределение 
между первой (У) и второй (2) бегущими волнами

ш ествует не более двух  распространяющихся волн. Полученные значения коэф ф и­
циентов A j  умножались на величину нормального напряжения соответствую щ ей моды 
в  фиксированной точке. Такая норм ировка позволяет определить вклад каждой нор­
мальной м оды  при формировании вол н ового  поля на торцевой поверхности. Модули 
этих нормированных коэффициентов показаны на рис. 1. Здесь кривые,/ и 2  описывают 
соответственно первую и вторую  бегущ ие волны. Кривые 3  и 4  определяют вклады 
нормальных м од  с  первым и вторы м  комплексны м и волновы ми числами. Из рас­
смотрения рис. 1 следует, что на частоте = 4 ,1 9  наблюдается резкое увеличение нор­
мированной амплитуды первой неоднородной волны (кривая 3 ) .  На этой же частоте 
достигаю т максимального значения амплитуда второй  неоднородной м оды  (кривая 4 )  
и амплитуды неоднородных волн высш их порядков. Наиболее сильно возбуждается 
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первая неоднородная волна, которая является определяющей при формировании вол­
н ового  поля на торце полуполосы . Следует отметить, что неоднородные волны значи­
тельно сильнее влияют на структуру вол н ового  поля вблизи торца полуполосы , чем 
распространяющиеся на данной частоте. Так, первая неоднородная волна возбуждается 
в 12 раз сильнее первой распространяющейся и в 5 раз сильнее второй  распространяю­
щейся волны. На частоте Ц  = 4 ,1 9  резко меняется фаза коэффициента возбуждения 
первой бегущей волны. Описанные особенности  являются общ ими для краевого резо­
нанса независимо от  способа возбуждения полуполосы  [4, 5] и от  вида деформации
[6 ] .  Из рис. 1 видно, что на частоте краевого резонанса амплитуда первой бегущей вол­

ны достигает своего  максимального значения. Такое поведение этой м оды  является 
отличительной чертой краевого резонанса при вынужденных колебаниях по сравнению 
с возбуж дением полуполосы  первой нормальной волной, приходящей из бесконечнос­
ти [4, 6 ] .  При вынужденных колебаниях в случае симметричной деформации вол н ово­
да на частоте краевого резонанса также имел м есто резонанс на единственной распро- 
:траняющейся волне [5 ] .  В рассматриваемом случае ситуация более сложная, так как 
сущ ествую т две распространяющихся волны. В рассмотренной частотной области вторая 
мода ведет себя сложнее и имеет два ника нормированной амплитуды, причем первый 
максимум достигается на частоте краевого резонанса. Таким образом , здесь, как и при 
вынужденных продольных колебаниях полуполосы [5 ] ,  в  дальнем поле на частоте крае­
вого резонанса наблюдается резонанс на распространяющихся волнах. При этом  вторая 
бегущая волна возбуж дается в 3 раза сильнее первой и является доминирующей в даль­
нем поле.

Таким образом , краевой резонанс при вынужденных колебаниях полуполосы  прояв­
ляется не только в сильной локализации движения вблизи торца волновода, но и в ре­
зонансе на распространяющихся волнах в дальнем поле.

Анализируя резонансные явления при вынужденных колебаниях, важно следить за 
энергией, поглощ аемой волноводом  в зависимости от  частоты. На рис. 2 представлена 
частотная зависимость нормированной величины энергии E/Gco, поглощ аемой вол н ово­
д ом  (кривая 5 ) ,  а также зависимость распределения этой энергии между различными 
нормальными м одам и: кривая 1 описывает первую бегущ ую  волну, а кривая 2  — вто­
рую . В рассматриваемом случае общ ая поглощаемая энергия возрастает вплоть до час­
тоты £22 = 4 ,19, а с дальнейшим увеличением частоты она уменьшается. В диапазоне 
сущ ествования двух  распространяющихся волн вторая бегущая волна является более 
энергетически выраженной, чем первая. Однако это отличие незначительно, так как на 
частоте £22 = 4 ,1 9  вторая мода переносит 53% энергии, потребляемой полуполосой, а 
первая соответственно 47%. Увеличение обш ей потребляемой энергии в окрестности 
частоты краевого резонанса отмечалось в [5, 8] .  Процентное распределение подводи­
м ой энергии между различными бегущ ими волнами оказалось сущ ественно зависимым 
от  вида нагрузки на торце. В работе [8] при возбуждении изгибных колебаний полу- 
полосы  нагрузкой вида / ( у )  = у  12 в окрестности частоты краевого резонанса вторая 
распространяющаяся волна является доминирующей, при этом  первая бегущая мода 
теряет св ою  интенсивность и на частоте краевого резонанса имеет минимальную вели­
чину. В работе [6] установлено, что в этом  же частотном диапазоне при возбуждении 
изгибных колебаний в полуполосе первой нормальной волной, приходящей из бесконеч­
ности, наиболее энергоемкой является первая бегущая волна. Таким образом , энергети­
ческая насыщенность различных бегущ их волн сущ ественно зависит не только от  часто­
ты и вида деформации, но и от  способа  возбуждения волновода.

Для более полной характеристики исследуем ого явления при изгибных колебаниях 
полуполосы  необходим о проанализировать отвечающую ем у ф орм у колебаний. Пред­
ставление о  ф орм е колебаний мож но составить по данным рис. 3 , где показано равно­
весное состояние полуполосы (ш триховая линия) и смешения на резонансной частоте 
(сплошная линия, кривая 1 ) .  Кривая 1 получена при графическом построении в каждой 
точке (у , 0 )  у  е  [0, 1] торца полуполосы  вектора (Rewz (у, 0 ), Ксиу  (у,  0 ) ;  одинако-
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Рис. 3. Форма колебаний полуполосы на частоте краевого резонан­
са: 1 -  возбуждение нагрузкой на торце, 2 -  возбуждение падаю­
щей волной из бесконечности

вы ми цифрами отмечены положения соответствую щ их точек границы в указанных 
случаях. С изменением частоты максимальное отклонение колебаний частиц волновода 
от  состояния равновесия уменьшается. Для оценки интенсивности возбуждения краевой 
м оды  в зависимости от способа возбуждения на рис. 3 представлена также форма коле­
баний на частоте краевого резонанса при падении на торец первой нормальной волны, 
приходящей из бесконечности (кривая 2 ) .  При сравнении кривы х 1 и 2  на рис. 3 мож но 
заметить, что если энергия, потребляемая вол н оводом , одинакова, то при возбуждении 
полуполосы  нагрузкой на торце вида f ( y ) =  sin(3/2iry) краевая мода проявляется значи­
тельно сильнее, чем при падении на торец первой нормальной волны. При этом  вид 
нагрузки f ( y )  = sin (3 /2  эту) был выбран на основании анализа ф ормы  краевой м оды  при 
изгибных колебаниях [6 ] таким образом , чтобы ф ормы  нагрузки и краевой моды х о ­
рош о согласовывались.

Проведенный количественный анализ вынужденных изгибных колебаний полуполо­
сы  позволил выявить отличительные особенности  краевого резонанса в этом  случае: 
на частоте краевого резонанса наблюдается резкое увеличение энергии, потребляемой 
вол н оводом ; сущ ествую т две бегущие волны, которы е обуславливают резонанс в даль­
нем поле. В окрестности  частоты краевого резонанса амплитуда коэффициента возбуж ­
дения тол ько первой бегущ ей волны резко меняет св ою  фазу.
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THE END RESONANCE UNDER THE FORCED FLEXURAL VIBRATIONS
OF SEMIINFINITE STRIP

The two-diniensional problem o f  excitation o f  the steady Hexural Lamb modes in a semiinfinitc plate 
o f homogeneous isotropic, linearly elastic material which occupies as the region I Y  <  1 I, Z  l>  0 is studied. 
The faces I Y I = 1 are free o f  tractions, the end Z 1 = 0 is loaded normally. The problem o f  determination of 
the excited propagating and non-propagating Lamb modes is solved by method o f homogeneous solutions. 
The special aftention is paid to the study o f  edge resonance phenomena for flexure case. It is found that 
this resonance has a pecularity -  in the far field considerable increasing o f  the two amplitudes o f  propaga­
ting modes is observed, the second mode is dominated in this frequency range. It is shown that the energy 
supplied to the edge o f  the plate is shared between propagating modes. Near the edge resonance frequency 
thp. energy is shared approximately on equal parts between two modes. It is shown that under special re­
lation between forms o f  load and the edge mode on the face o f  the semiinfinite strip the intensity o f exsi- 
tation o f end resonance may be significantly increased.
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