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НЕОДНОРОДНОСТЯМИ

В  р а б о т е  и с с л е д о в а н ы  с р е д н и е  з н а ч е н и я  и ф у н к ц и и  к о р р е л я ц и и  а м п л и т у д  м о д  в  м н о ­
г о м о д о в о м  в о л н о в о д е  с  о б ъ е м н ы м и  с л у ч а й н ы м и  н е о д н о р о д н о с т я м и  п о к а з а т е л я  п р е л о м ­
л е н и я  в  с л у ч а е ,  к о г д а  р а с п р е д е л е н и е  п о л я  н а  и с т о ч н и к е  о п и с ы в а е т с я  о д н о й  и з  с о б с т в е н ­
н ы х  ф у н к ц и й  р е г у л я р н о г о  в о л н о в о д а .  П р и в е д е н ы  р е з у л ь т а т ы  р а с ч е т о в  д л я  м о д е л и  
п о д в о д н о г о  з в у к о в о г о  к а н а л а  с  к а н о н и ч е с к и м  п р о ф и л е м  п о к а з а т е л я  п р е л о м л е н и я  п р и  
н а л и ч и и  с л у ч а й н о г о  п о л и  в н у т р е н н и х  в о л н .

В тех случаях, когда для описания вол н ового  поля в м н огом одовы х волноводах со 
случайными крупномасш табными неоднородностями среды используется модовое 
представление, важную роль играет решение вол н ового  уравнения, полученное при 
условии, что распределение поля на источнике задается одной из собственны х функций 
волновода (их совокупность для всех собственны х функций образует фундаменталь­
ную систем у реш ений). Волновое поле источника с лю бы м  другим  распределением опи­
сывается линейной комбинацией этих решений. Примечательно то , что фундаментальная 
система решений характеризуется прежде всего свойствами волновода и описывает 
” в чистом виде”  процесс рассеяния на неоднородностях отдельных м од, свойства же 
источника определяют вклады этих решений в общ ее волновое поле и коллективные 
эф ф екты , связанные с  рассеянием в общ ем  случае больш ого числа возбуж денных ис­
точником м од. Этим объясняется интерес к  изучению фундаментальной системы ре­
шений.

В настоящей работе анализируются статистические характеристики фундаментальной 
системы решений, а также приводятся результаты их расчетов для конкретной модели 
подводного зв у к ов ого  канала. Для этих целей используется приближенное решение, 
полученное в работах [ 1 , 2 ] .

Введем в п л оско ело и стом  м н огом од овом  волноводе декартову систему координат 
( х , у ,  z )  таким образом , чтобы ось z  совпадала с  направлением изменения регулярной 
компоненты  n ( z )  показателя преломления среды . Считаем, что зависимость п ( z )  имеет 
единственный м аксим ум  на оси  волновода при z = О (л (0 ) = 1 ) .  Флуктуационную часть 
квадрата показателя преломления среды обозначим через U(x, у ,  z ) . Распределение поля 
м онохром атического источника частоты со, расположенного на оси  z ,  будем  описывать 
функцией / ( z ) .  Полагая неоднородности U(x, у ,  z )  крупномасш табными, волновое 
поле р (х ,  у ,  z )  в плоскости у  = 0 в м алоугловом  приближении представим в виде

р ( х , у  = 0 , z )  =  ^ —~ ^ A m(x)<pm ( z ) e kmX. (1)
т \Jx

Здесь А т(х )  -  амплитуды м од, Vm(z ) и кт -  ортонормированные собственные функ­
ции и собственные значения регулярной краевой задачи, Nm -  нормировочные констан­
ты. За счет рассеяния на неоднородностях среды U(x, у ,  z )  амплитуды м од  А ^ х )  слу-
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чайным образом  меняются вдоль волновода. При произвольном распределении поля на 
источнике f { z )  их мож но рассчитать по формуле

Л т (х )  = 2 / Х ( * ) .  ( 2 )
I

гДе / /  = / d z f  (z)ip{ { z )  ; A lm (x )  -  решение системы уравнений для амплитуд м од  с  на­

чальным условием  А*т(0 ) = 8т1 ( 6т /  -  символ К ронекера). Физический смысл ф унк­

ции А „ 1 х )  заключается в  том , что она описывает поведение амплитуды т -й м оды  для 
одной из реализаций случайного поля неоднородностей Щ х, у ,  z )  при условии, что и с­
точник возбуж дает только одн у  м оду  с  ном ером  / .

Статистические моменты поля р ( х , 0 , z )  и амплитуд м од  А т( х )  первого и второго 
порядка выражаются в соответствии с  формулами ( 1 ) ,  ( 2 ) через средние значения

{ А 1т{х ) )  и функции корреляции ( А т 1( х ) А т ] ( х ) ) 9 полученные путем усреднения фун­

даментальной системы решений А 1т{ х )  по ансамблю реализаций неоднородностей 
U(x, у ,  z ) .  В настоящей работе мы  ограничимся анализом только средних значений

( А*т( х )> и функций корреляции частного вида < А тА „  )  ( / ,  = /2 = / ) .
Для количественных оценок и численных расчетов ниже будет использована модель 

подводного зв ук ов ого  канала с  каноническим профилем показателя преломления (про­
филь Манка) (3]

n(z )  = 1 — е[ехр (2z/B) — 2z/B -  1 ],

где е  = 5,7 * 10~3 , В  = 103м . При этом  будем  считать, что неоднородности среды о б у с ­
ловлены влиянием внутренних волн, статистика к оторы х описывается спектром  Гар- 
ретта—Манка [3 ] .  Выражение для пространственного спектра неоднородностей F (q , z )  
имеет вид

<U2(z )> ~СО;

7Г'

а : \ ч V < £ + q 2y

2N(z)
[q\ + (<7z)2 ] [  q ’ + * ’ + (

w,-

N (z)

2 2 

О  l

(3)

где 4  = \_qx > qy> qz }  — волновой вектор , со,- -  инерционная частота, Ar( z )  =
= JV0e x p { (z  -  z n)/B }  -  частота плавучести, ( U 2( z ) )  = < U qX.N(z )/N0) 3 -  дисперсия не­
однородностей, z n — координата поверхности м оря, q*  = j mn N (z )/ (B N 0) . При расчетах 
использованы следующие значения констант: со,- = 7,3 • 10 “5 с~1, А'0 = 5,3 • 10“ 3с “ 1, 
( U о) = 10_6 , z n = 1000 м , / .  = 3. Во всех рассмотренных ниже примерах будем  считать, 
что источник на частоте 300 Гц (к = 1,26 м ) возбуж дает единственную м оду с  номером 
/ = 170. Точки заворота этой м оды  лежат на горизонтах z^j = -2 0 8 4  м , ~zm = 893 м. 
Согласно [ 3 ] ,  при указанных значениях параметров задачи на трассах до 300 к м  описа­
ние рассеяния на внутренних волнах мож но проводить в  рамках приближения геомет­
рической оптики.

В работах [1 , 2| показано, что в области применимости геометрической оптики

функция А  т (х )  приближенно равна 

i i 1
Ат  О ) = — _ /  Л- expj7ft(jc, у) + т { т  -  /) (4 )

где
к2 D,

fc (* . *0 =  - —Г  j  dx 'U  (  X , 0 , Z; ( х ------г -  V )  )
2ki  о 2

(5 )

-  случайный набег фазы на неоднородностях среды  U{x, у ,  z ) , рассчитанный вдоль 
траектории м одового  луча /  -й м оды  z  = Z / ( x  -  D[ v j 2 ) , D t -  длина цикла осцилляций 
этого луча, к -  волновое число на оси  волновода. М одовый луч z  = Z / ( x )  удовлетворяет
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закону Снеллиуса п [ z t [x )  ] cos  0r( x )  = к, /к  ( 0 / ( х )  -  угол скольжения луча) и совершает 
в плоскости 7  = 0 осцилляции между теми же горизонтами заворота, что и /  -я мода. 
При v  = 0  он  вы ходит из верхней точки заворота, при изменении переменной интегриро­
вания v в (4 )  луч смещается вдоль оси  х  как единое целое на расстояние А х  = Dt vf2. 

В предположении гауссовой статистики флуктуаций фазы 0 /(x , v )  на основании (4),

(5 )  получим следующее выражение для среднего значения <Лт (х ) ) :  |

м ' т (х)> = f  dv  ехР \ - \ d , ( x ,  v) + iir(m -  l) Л .  ( 6)
2 - 1  L 2 J

Здесь dl (x, v )  = ( P f ( x ,  v ) )  -  дисперсия случайной фазы /3t (x, v ) .  Будем считать, что 
флуктуации показателя преломления U(x, у ,  z )  статистически однородны  вдоль волно­
вода. В этом  случае дисперсия d[(x,  v) обладает следующ им свойством :

dl( x , v )  = d l( x - N D h v ) + N d h N D , < x < { N  + 1 ) D h N  = 1 , 2 , 3 , . . .  (7)

Здесь dt -  дисперсия фазы на длине цикла Dt (о т  v не зави си т). В соответствии с  (7) 

среднее значение <А 1т(х )> при л ю бом  x > D t связано со средним значением 

<Л 1т(х  -  NDt )), рассчитанным в пределах первого цикла Dt , соотнош ением

< л ‘т (х)> = ы ‘т ( х -  N D ,)  > ехр {  -  ЛИ,/2 } ,  (8)

из к отор ого  следует, что форма зависимости ( А  т( х ) )  о т  длины трассы х  и номера т  по­
вторяется на каж дом  цикле, а абсолютная величина средних <Лт (х)> уменьшается от 
цикла к циклу в exp|t/ / /2  j  раз.

Влияние неоднородностей на поведение средних значений { а \,1х ) )  проявляется двоя­
к о . Во-первых, средние значения экспоненциально затухают за счет перекачки энергии

упорядоченной компоненты  решения А т( х )  в его неупорядоченную (флуктуационную) 
часть. Масштаб затухания (длина экстинкции) примерно равен L = 2 D ,d J x. Во-вторых, 
на некоторы х участках трассы м огут в общ ем  случае появляться ненулевые средние 
значения у тех амплитуд м од, которы е не были первоначально возбуж дены источником 
(аналогичное явление наблюдается и при возбуждении м од  точечным источником [4 ]) . 
Появление упомянуты х ненулевых средних обязано зависимости дисперсий </,(*, v) 
о т  положения на оси  х  м од ов ого  луча, вдоль к отор ого  она рассчитана (т.е. от  перемен­
ной и ) , и обусловлено неравномерным затуханием когерентных компонент д в ух  волн 
Бриллюэна, образующ их при х  = 0 /  -ю м оду и прош едш их через неоднородности с 
различающимися статистическими свойствами.

Ясно, что среднее значение { А т(х ) )  при т Ф  I будет сравнимо с (А / (х)> , если только 
максимальная разность дисперсий \dt ( x f v x)  -  d , (x ,  v 2 )\ для v x и v 2 из интервала

[—1; 1] больше единицы. Т олько в этом  случае появление средних ( А т( х ) )  ( т  Ф I) 
необходим о принимать в о  внимание. Для определения числа м од  с ненулевым средним 
значением мож но воспользоваться ф ормулой

s i<4U*)>i*т

| <-4/(л:)>|2

;  d v e - dv(x-v) 
-  1

[ /  dve- d , (x -v)l2 )
- 1

Величина Ат ср меняется периодически по трассе от  единицы (на расстояниях х  =N D h 
кратных длине цикла D , , поскол ьку на этих расстояниях di(ND{ , v )  = Ndt = const, 
до н екоторого  максимального значения Ат™р Х.

Оценим для описанной выш е модели подводного зв ук ов ого  канала. На рис.1
представлен график зависимости дисперсии dt(x ,  v )  о т  переменной v для различных
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Р и с . 1 . З а в и с и м о с т ь  д и с п е р с и и  d  = d[(x . v) о т  п е р е м е н н о й  v и д л и ­
н ы  т р а с с ы  г =  x /D i (D / =  5 2 , 2  к м )

дистанций из интервала 0 <  х  <  D t . Значения дисперсий при х >  Di  можно получить, 
используя свойство ( 7 ) .  Наибольший вклад в дисперсию дают неоднородности показа­
теля преломления U(x, у ,  z ) , расположенные в окрестности  верхних точек заворота 
м одовы х лучей, поскол ьку там неоднородности особенно сильны [3 , 4 ] .  Это приводит 
к зависимости д и с п е р с и и  от  переменной v 9 причем диапазон изменения дисперсии при
фиксированном х  больше единицы. Оценка величины Дт™рах с  помощ ью ф ормулы  (9 ) 
дает Am"pdx = 7. Представленные на рис. 1 результаты использованы для вычисления 

средних значений < А 1т(х ) )  по формуле ( 6) .  На рис. 2 сплошной линией изображены 

зависимости | <Лт (лг)>| от  расстояния х  для | т -  1 1 = 0, 1 ,2 .  Как видим, величина сред­
них | <Л^(л:)>| при т Ф I осциллирует не только от  цикла к циклу, но и в пределах о д ­
ного цикла. В нашем примере, учитывая скачкообразный характер поведения диспер­
сии и описывая ее на этом  основании ступенчатой функцией, удается получить прибли­

женное аналитическое выражение для средних значений ( А т (х )  >:

(A'm (x)>  =  ( A , f  Ц 1 - A , ) V 5Ш 7Г(Ш ~ / - - е ' я ( т - ' )т1 + Л , 6т / ) ,  (10 )
л (т -  /)  г)

где А/ = { a \{Di ) )  = e ~ d l / \  т?= 1 -  ( х  -  N D t ) I D , . Приближенная формула (1 0 ) доста­

точно точно описывает поведение значений < А 1т( х )> для номеров т> близких к /  (см . 
рис. 2 , пунктирная л и н и я).

Перейдем к анализу корреляционной функции < А т ( х ) А ^ 1(х ) )

( А 1тА * 1 ) =  —  /  /  dv\dv2e x p | —• Sj(x,  , v 2)  + -  [)Vy -  in (n  -  t)v 2T, (11)

где Si(x ,  , v 2 )  = < (fi i(x , v \ )  -  Pi{x, v 2) ) 2) -  структурная функция флуктуаций фазы.
Физический см ы сл функции (А*т( х ) А п  (х)> заключается в том , что она описывает к о р ­
реляцию амплитуд м од  с номерами т и п в  случае, когда источник возбуж дает только

одну м оду с  номером  / ,  при этом  функция ( \Ап (х)\2) характеризует распределение 
энергии по модам. Так как в общ ем  случае источник может возбуж дать не одну м оду, 
в дальнейшем это распределение будем  называть парциальным энергетическим спект-
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Рис. 2. Зависимость модуля среднего значения А = | <Ат (я)) I от 
длины трассы r = x / D [  (£>/=52,2 км) для следующих номеров 
мод: /  -  т = 170, 2 -  т = 171, 3 -  т = 172, / =  170. Сплошной ли­
нией показаны результаты расчетов по формуле (6) ,  пункти­
ром -  по формуле ( 10)

К

Рис. 3. Зависимость корреляционной матрицы ЛГ■= |С4^Qc)A*/(х) > I 
от номеров мод д* ='т -  I, д2 = п -  I на дистанции х = £>»/2 (£>/ =
= 52,2 км)

ром , в отличие от  полного энергетического спектра ( \ А т( х ) |2>, где функция А т(х ) 
определена соотнош ением ( 2 ) .

Рассмотрим корреляционную функцию ( А 1,п( х ) А п ( х ) )  в двух  предельных случаях. 

Наиболее сложный вид функция ( А т ( х ) А ^  (х)> имеет на расстояниях x g L ,  когда каж­

дое решение А 1т( х )  содержит как регулярную ( А т(х))> так и флуктуационную 

А 1т{х )  -  ( А т ( х ) )  компоненты . Общий анализ в этом  случае затруднен, п оэтом у  здесь

м ы  приведем лишь результаты расчетов функции < А т( х ) А „  ( х ) )  для конкретной мо­
дели подводного зв у к ов ого  канала (см . рис. 3 ) .  О тметим, что основны е особенности 
в поведении корреляционной функции связаны с  наличием ненулевых средних значений

{ А 1т ( х ) ) ь анализ к отор ы х  проведен выше.
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Н овую информацию о  решении А 1т( х )  корреляционная функция дает на расстояниях

х  >  L ,  когда решение полностью перестает быть регулярным ( ( А т(х )> = 0)  и функция

< А 1т( х ) А „ 1(х ) )  описывает корреляцию только флуктуационных компонент А т( х ) .  
В этом  случае мож но приближенно считать, что структурная функция S[(x ,  v iy v 2) 
сущ ественно зависит (п о  крайней мере в наиболее важной для интегрирования в ( 1 1 ) 
области) только от разности v x -  v 2 , а не от  каждой переменной v t и v 2 в отдельности, 
т.е. S i(x ,  v ly v 2)  = S j (x ,  v x -  v 2) .  В этих предположениях выражение для

(А [п ( х ) А п 1( х ) )  принимает вид

( А т ( х ) А £ 1( х ) )  = (\ А т (х)\2 ) 8 тПУ (\2)

<\А ‘т (х)\2) =  2 - _ f  dv  ех Р { — v) + i i r ( m -

Из (12)  следует, что флуктуации амплитуд м од  А*т( х )  и А ^ х )  (п Ф т ) , обусловленные 
рассеянием одной и той же м оды  с ном ером  / ,  некоррелированы между собой . Анализ

корреляционной функции (А*т( х ) А п 1(х ) )  сводится теперь к  изучению парциального 
энергетического спектра < | А т (х )  |2 >.

Для количественного описания процесса энергообмена между модами на основе пар­

циального энергетического спектра (\А*т(х)\2) введем  безразмерный параметр A v y 
которы й определим с пом ощ ью  равенства S j ( x f A v )  = 2. В принятых нами предположе­
ниях ( х  >  L )  параметр Av меньше единицы и по сущ еству задает область интегрирова­
ния в (1 2 ) .  Смысл параметра Av в том , что он  определяет энергию исходной /-й моды.

Действительно, энергия <М^(л:)|2> /-й м оды  равна (при х  = 0  < | л|(0) |2) = 1)

< и к * ) | Ъ =  2  f^dve~Sl(x' v)l2 ~ A v ( x ) .  (13)

Из закона сохранения энергии и ф ормулы  (13 )  следует, что энергия, переносимая все­

ми остальными модами, равна 2  < | А т(х ) |2 > = 1 -  A v ( x ) . Число таких м од  AM  также
тФ\

характеризуется параметром Av.  Определяя величину AM  из энергетических соображ е­
ний, получим

S < | 4 , ( * )  12>
т

А М (х )  =   ------ ----- у------------- = A v - 1 (л ).
< U J (jc)  |1 >

Таким образом , величина Av  задает основны е параметры парциального энергетического

спектра (\А*т(х )|2>. Форма пар1щального энергетического спектра и зависимость пара­
метра Av  о т  длины трассы х  определяется конкретны м видом  структурной функции 
фазы. При этом  следует иметь в виду, что все три зависимости (а именно S t ( x , v )  о т  v,

Av о т  х,  < | А 1т(х)\2) о т  m -  /  )  ж естко связаны между собой . Поясним это утверждение. 
П оскольку усредненное на длине цикла Z)/ расстояние между м одовы м и лучами с раз­
личными параметрами v x и и2 не меняется вдоль трассы, то при больш ой величине 
дисперсии с1/(х, v )  >  1 структурную  функцию мож но представить в виде £ ,(* ,  v )  — 
-  ( x/Dt ) S i ( D i , v )  = ( x / D f ) s ( v ) y где s(i>) = 5 / ( D / , v ) .  Вид зависимости s (y)> согласно
(1 2 ) ,  определяет ф орм у парциального энергетического спектра. Эта ф орма остается 
неизменной по трассе. В соответствии с определением параметра Av  имеем Ду (х )  = 
= s " 1 (  2D i/x) , где s “1 (  )  -  функция обратная к  s( ) .  Таким образом , вид структурной 
функции S j (x ,  v ) y форма парциального энергетического спектра, а также зависимость

от длины трассы параметра Av  (а значит, энергия l -й м оды  < \а \(х )|2> = A v  и ширина
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парциального энергетического спектра АМ(х) = Д|'~1(х ))  определяются одной функ­
цией s(i').

Предположим, что на расстоянии х  >  L  структурная функция в области v <  Av 
квадратична, т.е. Si(x , v) = (x/D/) s V /2  (s" = (d2s(v )/dv2)\v = 0) . Тогда выражение 
для парциального энергетического спектра имеет вид

< M L (■*) l2> = < I А 1, { х )|2> е х р [ — J . (14 )

где

Am2(x) = xs"l(jr2Dl), Am2 (х) = —  АМ2(х).

(14а)

(146)
7Г

.2Поскольку в этом примере s(v) ~  v , то с увеличением длины трассы х энергия / -й
моды <м{(х)|2> убывает как х~Уг, а ширина парциального энергетического спектра
Ат растет по закону л/хГ Энергия фиксированной m-й моды (т Ф I ) вначале растет, 
на расстоянии х* = Ът2( т  -  l  y D ^ s "  достигает своего максимума, а затем убывает за 
счет перекачки энергии в более удаленные от /-й моды.

Для структурной функции Si(x, v) = (* /D ,)sV ?/2  выражение (146) для ширины 
парциального энергетического спектра имеет простую интерпретацию. Можно показать, 
что величина А т  с точностью до постоянного множителя равна среднеквадратичному 
значению флуктуаций углов прихода волн Бриллюэна /-й моды, найденному в прибли­
жении геометрической оптики [3, 5 ,6].

В ряде работ [7, 8] для расчета энергетических спектров мод эффективно исполь­
зуется уравнение переноса излучения в диффузионном приближении, которое для нашей 
задачи можно записать в виде

Ъ { \ А 1т I2)

Эх = о г
Ь2<\Ат I2 ) 

Э т 2
(15)

где oi -  коэффициент диффузии, который связан, как нетрудно показать, со структур­
ной функцией соотношением о/ = 5w/(47t2D/ ) .  Очевидно, для рассмотренной квадратич­
ной модели структурной функции выражение (14) является точным решением диффу­
зионного уравнения (15), при этом А т 2(х) = 4о7х, < | а \ ( х )|2 > = (4яа/х)_,/2. Однако 
при иной структурной функции энергетический спектр, рассчитанный по формуле (12), 
будет отличаться от энергетического спектра, полученного в диффузионном приближе­
нии с помощью уравнения (15). Дело в том, что диффузионное приближение, исполь­
зованное при выводе уравнения (15), по существу эквивалентно замене в выражении 
(12) истинной структурной функции s(i>) одним квадратичным членом s V /2  в ее 
разложении в ряд Тейлора.

Обсудим на примере выбранной модели подводного звукового канала, к чему 
приводит такая замена структурной функции. Для неоднородностей, описываемых 
спектром (3), структурная функция s(y) в области малых v имеет вид s(y) = 
= s0v2 [с -  In v] [3], где с и s 0 -  некоторые константы. Особенность этой структур­
ной функции заключается в том, что величина s".(a следовательно, и коэффициент 
диффузии о\) обращается в бесконечность вследствие медленного (степенного) убы­
вания спектра (3) в области больших волновых чисел. Поэтому для того, чтобы 
сделать возможным применение диффузионного приближения, спектр внутренних 
волн (3) необходимо каким-то образом ’’подправить’*. В работах [3, 7, 9 ], например,
спектр обрезают в области больших волновых чисел q „ > q z =870q *  (см. также
[8 ]). Отметим, что обрезание спектра на столь высоких пространственных частотах 
сильно влияет на значение производной s ", но практически не сказывается на зна­
чении самой структурной функции. В итоге коэффициент диффузии принимает ко­

962



т а й н ы е  п о  ф о р м у л е  ( 1 2 ) с п л о ш н а я  л и н и я ,  п о  ф о р м у л е  ( 1 4 )  с  к о э ф ф и ц и е н ­
т о м  д и ф ф у з и и  07=  1 ,6 7  • 1 0 _ 3м “ 1 -  п у н к т и р н а я  л и н и я ,  п о  ф о р м у л е  ( 1 4 )  с  
к о э ф ф и ц и е н т о м  д и ф ф у з и и  а /  =  0 , 4 6  • 1 0 ” 4 м - 1 -  т о ч к и .  К р и в ы е  1 р а с с ч и т а н ы  
д л я  д и с т а н ц и и  2 D / ,  к р и в ы е  2 -  4D i (D j=  5 2 , 2  к м )

нечное значение (см . [ 7 ] ) ,  равное o j =  1,67 • 10 "3м _1 (к а к  и раньше /=  1 7 0 ). Это зна­
чение О/ использовалось при вычислении энергетических спектров в диффузионном 
приближении по формуле ( 1 4 ) .  Результаты расчета для двух  дистанций х : x = 2 D l> 
ADt (Di  = 52,2 к м ) изображены на рис. 4  пунктиром. На том  же рисунке сплошной 
линией показаны графики энергетических спектров, найденные по формуле ( 12 ) .  
Структурная функция Sj(x, v) рассчитывалась численно с  помощ ью ф орм ул, приве­
денных в работах [ 4 , 1 0 ] .  Сравнение этих графиков свидетельствует о  том , что диф­
фузионное приближение дает завышенное (примерно в 2 раза) значение ширины

энергетического спектра и заниженное -  спектра в нуле < | >1/(jc)  j2 >. Таким обра­
зом , обрезание спектра (3 )  в области больш их пространственных частот хотя  ф ор­
мально и делает возм ож ны м  применение диффузионного приближения, но приво­
дит к  значительным ош ибкам . Следует иметь в виду, что воп рос о  точности диф­
фузионного приближения требует о со б о го  рассмотрения в о  всех случаях, когда 
спектр неоднородностей имеет степенной характер.

В заключение попытаемся все же описать энергетический спектр ф ормулой (14 ) ,

подбирая при этом  соответствую щ им  образом  значения параметров < | л\{х)  i 2 > и 
Ат2( х ) .  Для этого аппроксимируем рассчитанную структурную функцию s ( p )  пара­
болой av2 / 2 , а коэффициент а вы берем  из условия максимальной близости s(v)  и 
av2! 2 в интервале v , где s ( y )< 2 D / x .  Подставляя в (1 4 ) полученное таким образом  
значение а вместо s ” , получим энергетические спектры, графики к оторы х показаны 
на рис. 4 точками. Видно, что истинные энергетические спектры имеют ф орм у, близ­
кую к  гауссовой , но с более медленным законом  спадания спектра при больших 
разнесениях \т — 1\ . Физически этот медленный спад связан с  рассеянием на большие 
углы на неоднородностях с  малыми масштабами, влияние к оторы х при степенном 
виде спектра оказывается сущ ественным. Отметим, что близость значений а и 5", 
по-видимому, может служить одним из критериев применимости диффузионного 
приближения.

А вторы  благодарны А.Н. Малахову за обсуждение результатов работы.
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A N A L Y S I S  A N D  C A L C U L A T I O N  O F  S T A T I S T I C A L  C H A R A C T E R I S T I C S  

O F  M O D E  A M P L I T U D E S  IN  W A V E G U I D E S  W I T H  V O L U M E  R A N D O M

i n h o m o C e n e i t i e s

A v e r a g e  v a lu e s  a n d  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n s  o f  m o d e  a m p li t u d e s  in  m u l t i m o d e  w a v e g u id e s  w it h  v o lu m e  

r a n d o m  i n h o m o g e n e i t i e s  o f  r e fr a c t iv e  in d e x  a r e  in v e s t ig a te d . T h e  c a s e  o f  s in g le  r e g u la r  e ig e n  f u n c t i o n  d is t r i ­
b u t i o n  o n  t h e  s o u r c e  is  c o n s id e r e d .  T h e  c o m m o n  p r o p e r t ie s  o f  t h e  r a n g e  d e p e n d e n c e  o f  a v e r a g e  m o d e  a m p li ­

t u d e s  a re  in v e s t ig a t e d .  T h e  s p a c ia l  s ta t is t ic a l  i n h o m o g e n e i t y  is  s h o w n  t o  r e s u lt  in  a p p e a r a n c e  a t  s o m e  

d is t a n c e s  n o n z e r o  a v e r a g e  a m p li t u d e s  o f  t h o s e  m o d e s ,  w h i c h  h a v e  n o t  b e e n  e x c i t e d  b y  t h e  s o u r c e .  I t  is 
e s ta b l is h e d  th a t  t h e  c o r r e la t i o n  o f  f l u c t u a t i o n  c o m p o n e n t s  o f  t h e  m o d e  a m p l i t u d e s  ( i n  c a s e  o f  o n e  e x c i t e d  
m o d e )  is  n e g l ig ib ly  s m a ll. A t  t h e  d is t a n c e  o v e r  a t t e n u a t i o n  le n g t h  o f  a v e r a g e  v a lu e  o f  m o d e  a m p l i t u d e s  th e  

e n e r g y  s p e c t r u m  is  s t u d ie d .  T h e  c o n n e c t i o n  b e t w e e n  e n e r g y  s p e c t r u m  s h a p e , s p e c t r u m  m a in  c h a r a c t e r is t ic s  

a n d  p h a s e  s t r u c t u r e  f u n c t i o n  c a l c u la t e d  o n  t h e  b a s is  o f  d a t a  a b o u t  i n h o m o g e n e i t i e s  a lo n g  m o d e  r a y s  is 
e s t a b l is h e d .  C o m p u t a t i o n  r e s u lt s  f o r  a v e r a g e  v a lu e s  a n d  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  o f  m o d e  a m p l i t u d e s  f o r  u n d e r ­

w a t e r  s o u n d  c h a n n e l  m o d e l  w it h  M u n k  p o r f i l e  o f  r e f r a c t iv e  i n d e x  a n d  w it h  r a n d o m  in te r n a l  w a v e s  f i e ld  are 
g iv e n .  T h e  p o s s ib i l i t y  o f  u s in g  o f  t h e  d i f f u s iv e  a p p r o a c h  f o r  c a l c u la t i o n  o f  t h e  e n e r g y  s p e c t r a  o f  a m p lit u d e s  

o f  m o d e s  s c a t t e r e d  o n  t h e  m e d iu m  i n h o m o g e n c i t i e s  w i t h  t h e  p o w e r  s p a c ia l  s p e c t r u m  is  d is c u s s e d .

964


