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НЕЛИНЕЙНАЯ ПИЛООБРАЗНАЯ ВОЛНА 
В ПОДВОДНОМ ЗВУКОВОМ КАНАЛЕ

В  п р и б л и ж е н и и  н е л и н е й н о й  г е о м е т р и ч е с к о й  а к у с т и к и  и з у ч е н  п р о ц е с с  р а с п р о с т р а н е ­
н и я  с и л ь н о  и с к а ж е н н о й  н е л и н е й н о й  п е р и о д и ч е с к о й  в о л н ы  п и л о о б р а з н о г о  п р о ф и л я  в 
с л о и с т о й  с р е д е  с  х а р а к т е р и с т и к а м и ,  м о д е л и р у ю щ и м и  з в у к о в о й  к а н а л  в  г л у б о к о м  
о к е а н е .  И з у ч е н о  п о в е д е н и е  в  п р о с т р а н с т в е  ф о р м ы  и  ш и р и н ы  п у ч к а  с  у ч е т о м  н е л и н е й н о й  
и з о т р о п и з а ц и и  и  ф о к у с и р о в к и .  П о с т р о е н а  к а р т и н а  п р о с т р а н с т в е н н о г о  р а с п р е д е л е н и я  
м а к с и м а л ь н ы х  ( п и к о в ы х )  д а в л е н и й  в  п и л о о б р а з н о й  в о л н е .

Изучение процессов распространения интенсивных акустических волн в неоднород­
ных средах представляет интерес для многих прикладных задач. Однако нелинейность 
приводит к  уширению спектра исходного сигнала, что не позволяет использовать обы ч­
ное приближение геометрической акустики, удобное для описания квазимонохромати- 
ческих волн. В работе авторов [1 ] из уравнения типа Х охлова—Заболотской для плавно 
неоднородной среды  [2 J получены уравнения
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позволяющие описывать нелинейные волны  с  ш ироким спектром . Заметим, что здесь 
р  — акустическое давление, а не амплитуда волны, как в линейном геометроакустичес­
к о м  приближении; €, b — параметры нелинейности и диссипации; р, с  — плотность 
и скорость  звука. Координата х  отсчитывается вдоль центрального луча (оси  пучка), 
а координаты  г вводятся  в плоскости, ортогональной лучу. Далее: г) — эйконал,
0 = t  — (х  + ф)/с — врем я в системе координат, сопровождающ ей волну, п — показатель 
преломления. Все величины, характеризующие среду, м огут зависеть о т  пространствен­
ных координат.

В отличие от  обы чного уравнения переноса уравнение (1 )  (он о  является обобщ ением 
уравнения Бюргерса для неоднородной среды ) содержит временную переменную 0 . 
Если вычеркнуть в (1 )  нелинейный член и положить р  = А ( х ,  г) е х р ( —/ а > 0 ) ,  придем 
к  обы чном у уравнению переноса в квазиоптическом (параболическом) приближении.

Как показано в работе [1 ] ,  сущ ествует еще один, очень важный случай (профиль 
волны сильно искажен и может считаться пилообразны м ), когда в уравнении ( 1 )  также 
удается исключить переменную 0 . При этом  нелинейность учитывается полностью, 
а функция А  (х , г) имеет смысл не амплитуды, а ’ ’пикового*' давления в пилообразной 
волне. Получаемое таким образом  ’ ’уравнение переноса”  с  квадратично-нелинейным 
членом имеет вид
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(3 )—  + — А 2 - А  —  ]n y /p c  + V L\IJViA  + — A i фА = 0 .
Эх я с 3р Эх 2

Заметим, что аналогичный подход был использован при описании самовоздействия 
акустических пучков (где неоднородность создается полем самой волны) и в некото­
рых других задачах нелинейной акустики [3, 4 ] .  Применительно к  однородны м средам 
подход изложен в книге [5 ] ,  где с  его помощ ью  анализируются явления нелинейной 
изотропизации пучков, связанные с нелинейным затуханием пилообразных волн.

В работе [1] рассмотрено прохождение волны  через ф окусирую щ ую  неоднородность 
среды, локализованную вдоль оси  х . Здесь же, напротив, исследуется среда, неодно­
родная в  поперечном и однородная в  продольном направлении. Такая постановка 
задачи характерна для многих реальных ситуаций, в частности для распространения 
акустических волн в слоисто-неоднородном океане.

Б удем  полагать, что распространяется плоский пучок с  амплитудой А { х уу ) уу  1 х , 
в неоднородной среде с  параболическим профилем показателя преломления п2 = 
= 1 —у 2!а2 и постоянной плотностью р =  р 0 =  con st. С корость звука определяется как

с =  Со/п = с0 (1 -  У21а2 ) “й , (4 )

где Со — скорость звука на оси  канала. Уравнения (2 )  и (3 )  перепишем в виде
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Аппроксимируя профиль скорости  ф ормулой ( 4 ) ,  мы  тем  самым рассматриваем 
задачу о  распространении пилообразной волны в ф орме плоского (щ елевого) пучка 
вблизи оси  волновода, на глубине порядка а. Как известно, в этом  случае пучок не 
выходит из звук ового  канала, а х о д  лучей описывается выражением

У  = a tg <р0 sin (х/а) + у  о cos (х/а). (7 )

П оскольку формула (7 )  получена как решение уравнения ( 6 ) ,  отметим  ограничения, 
которы е вносит упрощенное уравнение эйконала ( 6 ) .  Решение (7 )  справедливо, когда 
tgv?o ^ 1  и У о1 ^ <  1. Здесь tgv?o = (дф 1 ду )х  = о -  тангенс угла наклона луча к оси  х ,  
у  =Уо -  точка входа луча (в  сечении х  = 0 ) .

Рассмотрим вначале частный случай: на входе пучок параллелен о с и х  и имеет плос­
кий фазовый фронт. Уравнение (5 )  удается решить точно:
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0

Здесь Ф — функция, описывающая поперечную структуру пучка на входе х  = 0: А  (0, у)=  
= РоФ (у)>  длина образования разрыва х р = ясоР о/есоро -  это характерный масштаб 
нелинейного поглощения. Отметим, что пучок, падающий на среду под  углом  <р0 = О, 
в линейной (х р -►оо) неоднородной среде ф окусируется на длине Хф/а = я /2. Очевидно, 
пиковое давление возрастает до бесконечности в точке ф окуса. В реальных системах 
этом у процессу препятствует дифракция, которой  мы пренебрегли при вы воде урав­
нений. П оэтом у будем  изучать процесс, не доходя  до фокальной точки.

Если среда нелинейна, то исходный профиль пучка искажается при его распростране­
нии. Искажение тем  сильнее, чем больше нелинейность, характеризуемая отношением 
Ф р . Действительно, предположим, что нелинейность сильна, т.е. я /хр >  1. Тогда для
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Р и с . 1. П р о ф и л и  п у ч к а  н а  р а з л и ч н ы х  р а с ­
с т о я н и я х  х/а  =  0 ,5  ( с п л о ш н ы е  к р и в ы е ) .  
x ja  =  1 ( ш т р и х о в ы е  л и н и и ) ,  п р о й д е н н ы х  
в о л н о й  в  н е о д н о р о д н о й  с р е д е ,  и р а з л и ч ­
н ы х  з н а ч е н и я х  н е л и н е й н о с т и  a jx p, о т м е ­
ч е н н ы х  ц и ф р а м и  у  к р и в ы х .  П у ч о к  И  -  
н а ч а л ь н ы й  г а у с с о в  п р о ф и л ь

Р и с . 2 . М а к с и м а л ь н ы е  д а в л е н и я  н а  о с и  
п у ч к а  Л щ а х /Р о  ( с п л о ш н ы е  л и н и и )  и 
ш и р и н ы  п у ч к о в  Ау/b  ( ш т р и х о в ы е  к р и ­
в ы е )  п р и  р а з л и ч н ы х  з н а ч е н и я х  п а р а м е т ­
р а  н е л и н е й н о с т и  а /х р , о т м е ч е н н ы х  ц и ф ­
р а м и  у  к р и в ы х

Р и с . 3 . У р о в н и  р а в н ы х  д а в л е н и й  A / p Q =  
=  c o n s t  ( о т м е ч е н ы  ц и ф р а м и )  в  с р е д е  
с о  з н а ч е н и е м  п а р а м е т р а  н е л и н е й н о с т и  

Ф  р = 0,5

центральной области пучка единицей в знаменателе ф орм улы  (8 )  мож но пренебречь. 
Правая часть (8 ) перестает зависеть от у у если не учитывать слабую зависимость под 
интегралом. Это указывает на эффект изотропизации, происходящ ий из-за нелинейного 
поглощения: исходный (например, гауссов Ф( у )  = е х р ( ~ у 2/Ь2) )  профиль пучка стре­
мится принять прямоугольную ф орм у [2, 5 ] .

Если центр пучка на входе х  = 0  не совпадает с  осью зв ук ов ого  канала, а расположен 
на расстоянии у  = у 0 о т  нее, к  том у  же угол падения отличен от нуля, у 0 ^  0, то решение 
(8 ) следует модифицировать: функцию Ф [y lcos(x/a)  J нужно заменить на эту же функ­
цию от другого аргумента, определяемого х од ом  лучей (7 ) :

Ф = Ф[у/соь(х/а) - a  tg«A> tg (х/а) -  у 0 ]. (9)

Выражение (8 )  с  учетом  (9 )  исследовалось нами с помощ ью ЭВМ. Полученные 
результаты представлены на трех рисунках; всю ду полагалось «р0 = 0.

На рис. 1 изображены профили пучка на различных длинах: сплошные линии соот­
ветствуют длине х/а = 0,5, штриховые - х / а  = 1. Кривая И -  исходный гауссов профиль. 
Цифрами у кривы х отмечены соответствующ ие величины а/хр . Из рисунка видно, что 
исходный пучок, отстоящ ий от  оси  канала на y 0/b = 1, при распространении в среде 
смещается к оси  у  = 0, сужается и изменяет ф орм у. О собенно четко изменение формы 
(изотропизация) наблюдается при большой нелинейности а/хр =3 ,5 .  При малой нели­
нейности, д/х0 = 0,5, ф орма пучка изменяется слабо.
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На рис. 2 сплошными линиями показаны максимальные давления на оси  пучка при 
различных нелинейностях ajxр . Отметим, что ось пучка искривляется по закону у -

= y 0cos(x/a ) . Ш триховыми кривы ми отмечена ширина пучка, измеряемая на половин­
ном уровне максимальной амплитуды. Отчетливо прослеживается общ ая карш на. 
Давление вначале уменьшается, а ширина пучка растет. Увеличение нелинейности 
усиливает этот эффект. Это объясняется усилением нелинейного поглощения. В даль­
нейшем фокусирующ ие свойства неоднородной среды приводят к возрастанию давле­
ния с  одновременным сужением пучка.

На рис. 3 изображены уровни равного давления А/р0 = const (они помечены цифра­
ми) при а/хр = 0,5. Ясно видны как процесс сужения пучка при подходе к  ф окусу , 
так и уменьшение давления вследствие нелинейного поглощ ения, а затем и его возрас­
тание. Приблизительно в точке х/а=  0 ,7 ; у/Ь = 0,8 образуется ’ ’ седло” . Линия, прове­
денная вдоль луча, в ’  седле ’  имеет вогнутость, а поперек луча — выпуклость.

Оценим характерные значения параметра а/хр для реальных ситуаций. Для воды  
е = 4, Ро = 1 г /с м 3, Со = 1 ,5 / 105 см /с . Возьмем частоту со= 2тг • 105 Гц и давление 
Ро =0 ,1  атм ~  1 Н /см 2 = 105/дин /см 2 . Подставляя эти величины в написанную выше 
формулу, получим: а/хр = 3,5 при д  = 1,5 к м , а/хр = 0,5 при а = 200 м.

Параметр д, характеризующий неоднородность среды, определяет длину ф ок уси ­
ровки. Использованные при оценках значения а соответствую т наблюдаемому ходу 
лучей в зв у к ов ом  канале в  гл у бок ом  океане. Заметим, что с  увеличением а (ум ень­
шением ф окусирую щ их свойств неоднородности) сильнее проявляются эффекты 
нелинейного поглощения.

На рис. 1—3 рассчитан пример вол н ового  пучка с  плоским  исходны м фронтом, 
ось к отор ого  не совпадает с  осью  зв ук ов ого  канала и угол  падения <р0 = 0. При распрост­
ранении в неоднородной среде вследствие искривления лучей пучок ф окусируется 
на оси  канала в точке: Уф = 0, Хф = ап/2. Это ясно видно на рис. 3. Если угол падения 
у>о ^ 0 ,  то пучок также будет ф окусироваться в фокальной плоскости Хф = д я / 2 ,  но 
не на оси  канала, а в точке Уф = a tg ip 0 . Интересно отметить, что для этого случая ри­
сунок 2 остается неизменным, так как искривление оси  пучка не влияет на поведение 
максимального давления и ширины пучка (см . ф орм улу ( 8 ) ) .

В заключение укаж ем, что п одход  и результаты этой работы  могут быть исполь­
зованы в решении по крайней мере д в ух  прикладных задач: при расчете параметри­
ческого излучателя, работающ его вблизи оси  ПЗК в режиме насыщения (в  этом  случае 
рисунок 3 трактуется как  карш на поля нелинейных источников НЧ-сигнала), а также 
при расчете прохождения взры вны х импульсных сигналов через неоднородную среду.
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N O N L I N E A R  S A W T O O T H - L I K E  W A V E  IN  U N D E R W A T E R

S O F A R  C H A N N E L

U s in g  n o n l in e a r  g e o m e t r i c a l  a c o u s t i c  a p p r o x im a t i o n  th e  p r o p a g a t i o n  p r o c e s s  f o r  n o n l in e a r  p e r i o d i c  w a v i  

h a v in g  s a w t o o t h - l i k e  p r o f i l e  is  s t u d ie d .  T h e  p r o p e r t i e s  o f  la y e r e d  m e d iu m  a r e  c o n s id e r e d  w h i c h  c o r r e s p o n d  

t o  s o fa r  c h a n n e l .  I n h o m o g e n e i t y  is  s u p p o s e d  t o  b e  s m o o t h ,  s l o w l y - v a r y i n g  in  tr a n s v e r s e  d i r e c t i o n  ( in  c r o s s -  

s e c t i o n  o f  th e  s o u n d  b e a m ) .  A l o n g  t h e  d i r e c t i o n  o f  p r o p a g a t i o n  o f  th e  s a w t o o t h  w a v e  th e  m e d iu m  p r o ­
p e r t ie s  a re  h o m o g e n e o u s  N e w  g e n e r a l  a n a ly t ic a l  s o l u t i o n s  d e s c r ib in g  n o n l in e a r  s o u n d  f ie ld  a re  o b t a in e d .  

T h e  s p a c e - b e h a v i o u r  o f  th e  b e a m  p r o f i l e  a n d  t h e  b e a m  w i d t h  a s  w e l l  a s  m a x im u m  ( p e a k )  p r e s s u r e  in  sa w ­

t o o t h  w a v e  a re  in v e s t ig a te d  ta k in g  in t o  a c c o u n t  n o n l in e a r  i s o t r o p i s a t i o n ,  n o n l in e a r  a b s o r p t i o n  an d  f o c u s in g  

p r o c e s s e s .  P e a k  p r e s s u r e  o n  th e  c u r v e d  a x is  o f  t h e  s o u n d  b e a m , th e  c h a r a c t e r is t i c  w id t h  o f  th e  b e a m  f o r  

d i f f e r e n t  p a r a m e t e r s  o f  n o n l in e a r i t y  a n d  in h o m o g e n e i t y ,  a s  w e l l  a s  c o n s t a n t  p r e s s u r e  le v e ls  in  t w o - d i m e n s i o ­

n a l s p a c e  a r e  c o m p u t e d .  T h e  r e s u lts  s e e m  t o  b e  a p p l ic a b le  t o  p a r a m e t r ic  a rra y  w h i c h  r a d ia te s  s ig n a ls  at 

h ig h  p r e s s u r e  le v e ls  n e a r  s a t u r a t io n  r e g im e , a n d  t o  e x p l o s i o n  s ig n a ls  t r a n s m it t in g  t h r o u g h  in h o m o g e n e o u s  

m e d ia .
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