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КОРОТКОВОЛНОВАЯ ДИФРАКЦИЯ НА ТЕЛАХ 
С ПРОИЗВОЛЬНОЙ ГЛАДКОЙ ГРАНИЦЕЙ В ДВУМЕРНОМ СЛУЧАЕ

Работа посвящена перенесению геометрической и физической теорий дифракции, 
широко применяемых для выпуклых объектов, на случай произвольного гладкого 
препятствия. Основной трудностью при построении геометрической (лучевой) теории 
является учет вклада лучей, многократно пере отраженных от границы объекта. Физи­
ческая теория дифракции для невыпуклых тел сводится к вычислению повторных ин­
тегралов по вогнутым частям границы.

И звестно [1 ] ,  что для гладких вы пуклы х препятствий физическая (Ф ТД ) и геомет­
рическая (ГТ Д ) теории дифракции не являются в стр огом  смысле асимптотическими 
в коротк овол н овой  области. Это связано с тем , что сущ ествую т области (например, 
граница света и тен и ), где результаты ни одной из этих теорий не совпадают с  главным 
членом асимптотики. Тем  не менее в области света обе  эти теории корректны . Особенно 
хорош ее совпадение с точными результатами они дают в направлении обратного рассея­
ния (эхо -р еж и м ), что является наиболее важным для практических целей в радиолока­
ции, в ультразвуковой медицинской диагностике и в ультразвуковом  неразрушаю­
щ ем контроле. Цель настоящей работы  — построение ГТД и ФТД для объ ектов  с  произ­
вольной (невы пуклой) гладкой границей. При этом  дифрагированное поле исследуется 
в области света.

Для вы пуклы х областей вклад в ГТД определяется лишь одной точкой зеркального 
отражения. В рассматриваемой проблеме для построения ГТД необходим  учет вклада 
как от  точек простого зеркального отражения, так и от лучей, м ногократно переотра- 
зивш ихся от  границы.

Известна формула для амплитуды луча, один раз отраженного от  границы [ 1 ] :

e f* ( / , „ + £ . )
Р =

L 0 + £ i  +
2 LoLi_

р |cos в

(1 )

где L 0 и L i — соответственно расстояния от  точечного излучателя и от  точечного прием­
ника д о  точки отражения, р  — радиус кривизны кривой в точке отражения, в - -  угол 
падения (равен углу отраж ения). Можно предположить, что амплитуда луча, м н ого­
кратно переотраженного от точек границы, будет равна произведению вкладов вида 
( 1 )  о т  всех  точек отражения, где р и в  каждый раз выбираются для соответствующ е! 
точки отражения. О днако такой подход ош ибочен, поскол ьку он не учитывает вклада 
лучей, бесконечно близких к  осн овном у.

Для получения истинного выражения рассм отрим  вначале случай двукратного отра­
жения (рис. 1 ). Пусть в точке х0 расположен точечный излучатель. При этом  ochobhoI 
вклад в дифрагированное поле в точке х 3 вносит луч х 0- у  1 - у 2 - х 3 и близкие к нему. 
Давление р ( х 3)  в точке приема в асимптотическом смысле определяется интеграло) 
Кирхгофа по малой окрестности  h  второй  точки отражения

Э Ф
р ( х з )  = f  2 р ( у 2 )  - —

I, 9 «2
dso . ( 2 ;
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Рис. 1. К выводу формулы ГТД для двукратно­
го переотражения

Здесь для определенности рассматривается препятствие с абсолютно твердой грани­
цей. Такой п одход  является естественным, поскольку формула (1 )  для однократного 
отражения может быть получена из интеграла Кирхгофа по малой окрестности  точки 
отражения (в  духе § 10 [ 2 ] ) .  В ф ормуле (2 )  Ф связана с  функцией Ханкеля и
асимптотически

В св ою  очередь

Р (Уг)  = - е 3" ' / 4
е ‘к \ у 2 - у ,  I

COS 04 /  р ( у , )  . ds ,  ■

В то же врем я поскол ьку в точке х0 расположен точечный источник, то

g /fc U .-y , I
p 0 i )  = 7 = = - .  (5 )

V U o - ^ i  I

Подставляя (3 ) — (5 ) в ф орм улу (2 ) и вы нося медленно меняющиеся функции за 
знак интеграла, получаем

к  COS0, cos в  г

Р ( * з ) = —/ ------- --- —  /  /  e lklfids ids 2 , ( 6)
2  п \  L0Li L2 /х i2

где фаза <р= \х0 - у х | + \у2-У\  I + \х3- у 3 I- Формула, соответствую щ ая ГТД, получит­
ся, если в ( 6)  оценить интеграл м етодом  двумерной стационарной фазы [3 ] .  Опуская 
детали, выпиш ем основны е соотнош ения:

Э Э у -  п -  П Ъ2р
dSi аО s2

u>
b s { d s2

Э -= cos2 6 j ( 1 + i )
bs\ \L 0 l J
Э2</>

- COS2 02 (
' 1 + I >

Э si \- l 2 l J

cos 0 ] cos в 2

Тг
2  cos 0 ,

(7 )

2 cos в 2

1Р2
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Равенство нулю первы х производны х подтверждает, что точки двукратного зеркаль­
н ого  переотражения доставляют стационарное значение функции у?.

С учетом  (7 ) окончательное выражение приобретает следующий вид:

\ e i k ( L 0 + L x + L 2 )

р ( х  з )  =  -  — :-----Г ------ -------- ::zz: ...v ....■ .. ........ ........................ ............... - - .........  - ( 8)
\ L qL i L2

P i I cos 9 j p 2 l COS в 2

1

Li
Пусть теперь в общ ем  случае имеется N  точек переотражения у п (п = 1, АО с  угла­

ми отражения вп , радиусами кривизны граничной кривой в этих точках р „  и расстоя­
ниями между ними L 0, L 1 , . . . ,  LN  _ ь  LN (L 0 -  расстояние от  источника д о  первой 
точки отражения, — расстояние от приемника до последней точки отражения). 
П о аналогии с изложенным выш е поле p ( x N+1)  в точке приема Хдг+1 в результате 
последовательного применения ф орм улы  К ирхгофа запишется в виде N-кратного интег­
рала, каждый из к отор ы х  берется по малой окрестности  соответствую щ ей точки переот­
ражения. Выражение, соответствую щ ее лучевом у приближению, получается из этого 
интеграла после применения к  нему метода А^-мерной стационарной фазы. Выпишем 
окончательный результат:

P O iV + l)  =

N
exp (ik  Z  L n) 

n  =  0

\ / I det (A v )

A v  “  (dnk)> 
1

n  =  0

dnk ~ dkn> п, к ~ 1 , . . . ,^V, 
1 2

(9)

dnn =

dnk ~

L n - i

1

U

• n  | P * | C O S 0 „  

n = k +  1; dn n = 0 , п Ф к ,  п Ф к +  1.

ПриА^= 1 w N = 2  получаем ф орм улы  (1 ) и ( 8 ) .
Следует заметить, что формула (9 ) мож ет быть проверена на од н ом  частном слу­

чае, когда все отражатели локально являются плоскими зеркалами. В этом  случае 
рп = п = 1 , . . . ,  N.  И сходя из просты х оптических представлений результат долже] 
иметь следующий вид:

N
exp (ik  2  L n)

Р (XN+ 1) = — "    --------• ( 10)

У N

2  L n

п  =  0

Справедливость перехода в рассматриваемом случае выражения (9 ) в (1 0 ) может 
быть доказана м етодом  математической индукции с  учетом того , что для N  = 1 и 2 
этот переход является очевидным.

Таким  образом , ГТД для невыпуклы х тел сводится  к  суммированию вкладов вида
(9 ) от  всех лучей, м ногократно переотразившихся от препятствия и пришедших в 
точку приема. При этом  основной слож ностью является необходим ость прослежи­
вания траектории каж дого луча.

Заметим, что для акустически м я гк ого  контура результат будет отличаться от
(9 ) лишь множителем ( — 1 )А  поскол ьку при каж дом  отражении фаза волны  в 
отличие от твердого препятствия изменяется скачком  на 180 [2 ] .
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Р и с . 2 .  К  п о с т р о е н и ю  Ф Т Д  д л я  н е в ы п у к л ы х  т е л :
АВ -  о б л а с т ь  г л о б а л ь н о й  тен и , АС  и DB -  о с в е щ е н ­
н ы е  у ч а с т к и , CD -  о б л а с т ь  л о к а л ь н о й  тен и

Перейдем к  построению ФТД. Сначала строится выпуклая оболочка области
[4 ] ,  т.е. наименьший выпуклый контур, содержащий рассматриваемый контур /  
(см . рис. 2 ) .  Это означает проведение касательных, которы е отделяют участки вогн у ­
тости /2 от  участков вы пуклости 1Х. Далее проведением касательных А х 0 и В х 0 опре­
деляется область глобальной тени А В , где значение давления на границе р ( у )  = 0. 
Очевидно, что точки А  и В всегда принадлежат вы пуклы м  участкам / , .  В итоге дифра­
гированное поле в лю бой точке х х , расположенной в зоне света, определится ф орм у­
лой Кирхгофа по освещ енной части А В. Для простоты  записи ограничимся случаем 
обратного рассеяния, когда х х совпадает с х 0 :

ЭФ
P s ( * о ) = / р ( у )  г------  d S y , G =AB\CD.  (11 )

G д п У
В (1 1 ) учтено, что из области А В  должны быть изъяты участки локальной тени 
типа CD.

В дальнейшем под 1Х и / 2 будем  понимать тол ько те участки соответственно вы ­
пуклы х и вогнуты х зон, которы е находятся на лицевой стороне АВ.  П оскольку на 
выпуклые участки границы не м огут попадать переотраженные лучи, то в приближе­
нии Кирхгофа

e i k \ y - x 0  I

P O O L  = 2 Po = 2 - — = z . (12 )
1 V \ y - X o  I

Если бы  рассматриваемый контур /  был вы пуклы м , то все свелось бы  к  подста­
новке (1 2 ) в (1 1 ) и вычислению интеграла по G.  На сам ом  же деле проблема вычис­
ления граничного давления р  ( у )  на / 2 является довольно сложной, п оскол ьку  на 
этих участках происходит многократное переотражение. П одход , которы й предлагает­
ся в данной работе, основан на следующ ем очевидном утверждении: ФТД отличается 
от ГТД  лишь тем , что в ней соответствую щ ие интегралы, вычисляемые в геометри­
ческой теории м етодом  стационарной фазы, вычисляются точно. На этом  пути следует 
сначала проследить пути всех лучей, выш едш их и вернувш ихся в точку  х 0 , подсчитав 
максимальное число переотражений N  каж дого луча на участках / 2 .

Если N  = 1, то для каж дого луча возм ож но лишь простое отражение от препятствия 
(без переотраж ений). В этом  случае интеграл К ирхгофа представляет собой , как и для
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вы п укл ого объекта, однократный интеграл по освещ енной части границы, поскольку 
всю ду на свету (к а к  на 1Х, так и на /2 )  имеем  р  (у)  = 2 р 0

где в ( у )  -  угол  между нормалью пу  и направлением на источник х 0 - у .
При N >  1 введем  характеристическую функцию X ( у х, у 2)>У\. У г определяемую 

следующ им обр а зом : х(у\,у2)= 1 , если точка у2 видна из точки у ,  (и , естественно, 
н аоборот) ; X (У\. У г )  = 0 в противном случае.

Пусть, например, N  = 2. Это означает, что каждый луч, выпущенный из точки х 0 и 
вернувш ийся в нее, отразился при этом  от препятствия /  не более 2 раз. Следовательно, 
до последнего попадания на границу, которое  и определит граничное значение р ( у )  
в ф орм уле (1 1 ) ,  каждый луч испытал не более од н ого  отражения. П оэтом у при вычис­
лении р ' (у )  следует к  результату прям ого попадания 2 р 0 добавить еще однократный 
интеграл Кирхгофа, отвечающий за влияние переотраженных лучей

В (1 4 ) учтено, что точка у х мож ет оказать влияние на граничное значение р  (у )  в точке 
у  лишь в т о м  случае, если последняя видна из у х . В итоге при N = 2  ФТД сводится  к  
вычислению двукратного интеграла, получающ егося после подстановки (1 4 ) в (1 1 ) .

Я сно, что для произвольного NP* 3 ФТД сводится  к  вычислению н екотор ого  JV-крат- 
н ого  интеграла. Соответствую щ ие ф орм улы  из-за гром оздкости  здесь не выписываются. 
Если для н екотор ого  контура число N  из каких-либо просты х соображений известно 
приближенно, то его мож но взять ” с  запасом” , увеличив на н есколько единиц. Это 
связано с  тем, что если на сам ом  деле вклад переотраженных лучей на граничное значе­
ние р  ( у )  отсутствует, то соответствую щ ий повторный интеграл будет асимптотически 
мал по сравнению с  результатом прям ого попадания. Заметим, одн ако, что при 
N >  3 эф фективность теории К ирхгофа сущ ественно снижается, п оскол ьку  вычисления 
при этом  требую т порядка M N  арифметических операций, где М  — число узлов в квад­
ратурных ф ормулах. В то же врем я прямое решение граничного интегрального уравне­
ния м етодом  коллокации требует порядка М 5 операций.

• Заметим, что, как и в  ГТД, результат ФТД для м ягкой  границы отличается от  резуль­
тата для твердой тем , что перед соответствую щ им и TV-кратными интегралами добав­
ляется множитель ( —1 )^ . Это приводит к  очень важ ному ф изическом у следствию. 
И звестно [ 2 ] ,  что для вы п укл ого объекта в классической теории К ирхгоф а, где при­
сутствую т лишь интегралы с  TV = 1, амплитуды отраженного поля для твердой и мяг­
к ой  границ отличаются лишь знаком  и п оэтом у совпадают по м одулю . .В отличие от 
этого  для невы пуклы х тел с  N >  1 происходит суммирование вкладов лучей, отразив­
ш ихся от  поверхности различное число раз. При этом  вклады  лучей с  четными N  для 
обои х  видов границ будут одинаковы м и, а с  нечетными С б у д у т  входить в противофазе. 
Следовательно, результат суммирования таких вкладов в  общ ем  случае будет раз­
личным. Это говорит о  т о м , что два идентичных по ф орм е объекта, из к отор ы х  один 
имеет абсолю тно твердую , а второй  абсолю тно м ягкую  границу, даже на очень к о р о т ­
к и х  волнах м огут  иметь соверш енно различные диаграммы обратного рассеяния.

Тем  не менее мож ет быть выделен довольно ш ирокий класс невыпуклы х областей, 
для к отор ы х  невозм ож ны  переотражения и , следовательно, для них всегда ./V = 1. Для 
препятствий этого  класса отражение от  м ягкой  и твердой границ будут одинаковы ми 
по м одул ю . Для построения этого класса проследим еще раз х о д  переотраженного 
луча, вернувш егося в  исходную  точку х 0 (рис. 3 ) .  Рассмотрим  треугольник, образован-

Э Ф
Ps ( * о )  = f  -  Ро -—  dSy = 

G д п У

= _£ 3 77 //4 (13 )

Э Ф
р ( у )  = 2 р 0 ( у ) + /  2 Ро 0 0

Э п
x ( y , y \ ) d s u  y e G . (14 )

G
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Рис. 3. Схема переотражения луча на ” не очень вогнутом”  участке границы

Рис. 4. Диаграмма обратного рассеяния на "грехлепестковой розе”  кр (<р) = 5 (2 + cos 3 #): 1 -  
точный расчет, 2 -  ГТД

Рис. 5. Диаграмма обратного рассеяния на "четырехлепестко- 
вой розе”  кр (v>) = 6 (2 + cos 4 у ): 1 -  точный расчет, 2 -  ФТД

ный точками у  1 , y N  и точкой пересечения нормалей щ  и nN . Обозначим внутренние 
углы  этого треугольника через а , /3, у .  Тогда, очевидно,

01 + 0 лг+ Р  + -У <18О о , (15 )

причем равенство имеет место при облучении из дальней зоны . П оскол ьку  а  + /3 + у  = 
= 180° , то из (1 5 ) следует, что

ol> 0 x + 6 N . (16 )

С другой  стороны , у  <  О I , р <  0jv> поэтом у

а =  180° — р — у  >  \8O°—Oi —0n . (17 )

Из (1 6 ) и (1 7 ) им еем  следующее осн овное неравенство:

а > 9 0 ° .

1 аким  образом , если на вогнутом  участке границы угол  меж ду двум я  лю бы м и норма­
лями меньше прям ого (а  <  90 ) ,  то  на таком  участке заведом о не м огут происходить 
переотражения лучей.
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Следовательно, выделяется класс невыпуклы х областей с  ” не очень вогнуты м и” 
участками границ. К  этом у  классу принадлежат контуры , у  к оторы х на каж дом  вогну­
том  участке угол  между нормалями к д в у м  произвольным точкам  меньше прямого. 
Для препятствий этого класса ФТД, как и для вы пуклы х областей, оп редел яется  
обы чны м интегралом Кирхгофа.

На рис. 4  и 5 показаны диаграммы обратного рассеяния в дальней зоне для двух  
невыпуклы х тел с  абсолютно м ягкой  границей. В силу симметрии первую диаграмму 
достаточно изобразить на интервале (0 ° ,  6 0 ° ) ,  а вторую  — на интервале (0 ° ,  4 5 ° )  
(угол  падения отсчитывается от  оси х ) . Заметим, что характерный размер объекта на 
рис. 4  равен примерно 4  X (X -  длина в о л н ы ), а на рис. 5 -  примерно 6 X. Точный расчет 
производился м етодом  граничных интегральных уравнений.
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TWO-DIMENSIONAL SHORTWAVE DIFFRACTION ON OBJECTS 
WITH ARBITRARY SMOOTH BOUNDARY

V

The artiole is devoted to transference o f  geometrical and physical theories o f  diffraction that are applied 
usually to convex objects in a case o f a smooth arbitrary obstacle. The formula for geometrical (ray) theory 
is obtained using the method o f  a stationary phase for repeated integrals taking into account a deposit 
o f rays multiply reflected from an obstacle. A well known expression for an amplitude o f  a one time reflec­
ted ray can be derived from this formula in particular. This formula can be also checked on a case when all 
reflectors present locally flat mirrors since an exact expression in this case can be derived out o f  a simple 
physical consideration.

A development o f  a physical theory o f  diffraction starts from a stage when all border is divided in convex 
and concave parts. On convex parts a boundary value at illuminated sections is equal to double incident 
field and at shadowed sections is equal to zero as in the classic Kirhgoff theory. On concave parts o f  the 
boundary a deposit o f  multiple reflections must be taken into account as well as that o f  a direct incident 
field. Taking account o f  these multiple reflections is reduced to a calculation o f  some repeated integrals.

Two examples when a backscattering diagram for nonconvex objects in a far wave field is constructe 
are considered. In the first o f them ray theory data are compared with an exact diagram, and in the second 
physical theory data.


