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РАССЕЯНИЕ ВОЛН НА ПРОНИЦАЕМЫХ НЕОДНОРОДНОСТЯХ 
В ОТКРЫТЫХ АКУСТИЧЕСКИХ ВОЛНОВОДАХ

П р е д л о ж е н  а л г о р и т м  ч и с л е н н о г о  р е ш е н и я  д в у м е р н о й  з а д а ч и  д и ф р а к ц и и  в о л н  н а  п р о 
н и ц а е м о й  н е о д н о р о д н о с т и  в  п л о с к о с л о и с т о й  с р е д е .  Р а с с м о т р е н о  р а с с е я н и е  м о д ы  о д н о 
р о д н о г о  с л о я  н а  э л л и п т и ч е с к о м  ц и л и н д р е ,  р а с п о л о ж е н н о м  в н у т р и  с л о я .

Рассеяние волн на различных неоднородностях (отдельных детерминированных те
лах, случайных ансамблях тел, неровностях границ) в слоистой волноведущей среде яв
ляется одной из наиболее актуальных проблем акустики океана [1-3].  Настоящая ра
бота посвящена численному решению двумерной задачи дифракции звуковых волн на 
проницаемом цилиндре, расположенном в волноведущем слое произвольной плоско
слоистой среды. Размеры поперечного сечения цилиндра считаются сравнимыми с дли
ной волны. Для теоретического решения подобной задачи наиболее часто применяются 
методы интегральных уравнений, которые формулируются относительно неизвестных 
полей внутри [4, 5) или на поверхности [6 , 7] тела. Численные исследования процессов 
рассеяния на телах резонансного размера в слоистой среде к настоящему времени вы
полнены лишь для абсолютно отражающих объектов [6 , 7] или проницаемых круго
вых цилиндров [8 , 9] . Мы использовали более совершенную модель тела, представляю
щую собой однородный цилиндр с поперечным сечением, заданным произвольной глад
кой кривой.

Отличительными особенностями предлагаемого алгоритма являются: во-первых, 
применение системы интегральных уравнений, полученной на основе формулы Грина; 
во-вторых, использование функций Грина пространственно неоднородной среды в 
ядрах интегральных уравнений; в-третьих, способ дискретизации системы интеграль
ных уравнений. На примере задачи рассеяния моды однородного слоя в трехслойной 
кусочно-однородной среде на эллиптическом цилиндре проиллюстрирована работо
способность и эффективность алгоритма.

Опишем материальные характеристики среды, занимающей все трехмерное прост
ранство R = (х ,у 9 z), -<*> <  х ,у 9 z <  <*> комплексно-значными функциями г?, к. имеющи
ми смысл плотности и локального волнового числа соответственно. Положим, что 
функции т?,А зависят лишь от вертикальной координаты у , причем

где Vs(y), ks(y )  кусочно-непрерывные функции, заданные в интервале b <  у  <  О 
(Ь <  0). Пусть сторонние монохроматические (exp ( icot)) источники, распределение 
которых не зависит от координаты z, создают в описанной регулярной среде поле 
U 0 ( R ) .  Рассмотрим рассеяние первичного ноля U0 на проницаемом цилиндре, образую
щая которого параллельна оси O z y а поперечное сечение ограничено замкнутой кривой 
Ляпунова £  [6 ]. Материальные параметры цилиндра зададим комплексно-значными 
величинами т?р, кр . Область локализации сторонних источников считается расположен
ной снаружи от £ , а функция т ? Д > - )  -  постоянной во всей области S  внутри контура £.

Пе , У >  0 ,

* ? ( > ’ ) =  Vs ( y ) ,  b < y <  О ,

Vc y У < 1 > ,

кСу у >  0 ,

* 0 0  =  * , О 0 ,  / > < у < о ,

У < Ь ,
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Полное поле U ( г), г -  (х9у , 0) удовлетворяет граничной задаче
[rK7 )V»?-4 m + * 2 (>0 ](t f(r )-t /o (r ))= O , r t s ,  ( 1 1 )
[ V 2 +  kp]U(t)=  0 ,  r G S ,  ( 1 - 2 )

[U\ = h ' l dnU\ = 0,  r e S ,  ( 1 3 )

с модифицированными условиями излучения (7] для функции Us =  U -  U0 при | г | -*°°.
Здесь S  -  замыкание области S  (S=  S +  2), [ Г/} = U2-  £/,, где (У, (U2) -  предельное зна
чение функции U снаружи (изнутри) кривой 2, V = x0 3x + у0 Эу — двумерный оператор 
"набла” , Ьп — производная по внешней нормали к контуру 2 , условия непрерывности 
функции U  и е е  градиента, деленного на т}(у) , на возможных границах раздела счи
таются встроенными в ( 1 .1 ) .

Введем функции Грина G(г, г'), Gp (г, г') как решения краевых задач
'[v{y)VV~1(.y )V +k 2(y)]G (r, г') = Т?(^)6 (г — г'), - ° ° < х ,  у < ° ° ,  (2 )
[V2 + kp]Gp (r ,r ')= r ip 8(r— г'), < х ,  у <  °°.

удовлетворяющие условию излучения при | г — г' | Функции г\р, кр в уравнении (2) 
считаются продолженными из области S  во все пространство R. Функции Грина 
G(ry г'), Gp (г, г') для рассматриваемого случая приведены, например, в [10, 11]. Отмс
тим лишь, что при b <  у ,у ' <  0  имеют место представления

С (г,г ') = 1?,О0 1 п| г - г '  |/(2 тг) + ^(г,г'), (3)

Gp («•, г ') = пР Ни1 ] (кр | г -  г’ | )/(4г), 
где#(г, г') -  регулярная ограниченная функция переменных г, г':

£(г,г ') = —fd K  (Ф+(з;>, к)Ф”(^<, k) cos(k (х - д: ') ) ] /(яД(х) ) -  7?5(^ ) 1п | г — г' | /(2тг). (4) 
о

В этой формуле у К =  min(yty ')yy > = тах (у ,у ') ,  функции к) — произволь
ные решения уравнения

[rj(y)dyV~l (y )dy + к2(у )+  \] '1 '(у ,к )=  0, - о о < >,< о о > (5)

удовлетворяющие условию излучения при у  ->’ +‘» (Ф +) и у  - * -со(Ф~), спектральные 
параметры к, X связаны соотношением X = - к 2, 1т к >  0, коэффициент А (к) = 
= тГ Ч /М 'К О ', к)ду ^ '( у ,  к) -  Я(~(у, к)ду ^ \ у у к)]- Согласно работе (12), поле U и 
его нормальная производная на внутренней стороне контура 2  удовлетворяют системе 
интегральных уравнений:

U(г0 ) + /  сП [(/(г) (г? ‘ 1 (г) Ъп G(г, г0 ) -  пр 1 Э„ Gp (г, г0 )) -  Ъп U{x)т}р 1 (G(ry г0 ) -
£

- M r .r o ) ) ]  =^о(г0), (6 )
(т?(г)+ 7?р)3 „У(г0 )/(2 г?р)+ /  Л(£/(г)(1? -, (г)Эв0 ЭиС(г,r0 ) - i ? p l a„0 a„Gp(r, г0) ) -

£

-  э„ и  (г) Tip1 (д„ о G (г, г0) -  Э„ о Gp (г, г0 ))] = Э„ 0 U0 (г0),
которая представляет собой систему уравнений И-рода типа Фредгольма и имеет един
ственное решение в классе дифференцируемых функций с равномерно непрерывны
ми по Гельдеру производными [13].

Выделяя логарифмические особенности ядер интегральных уравнений (6 ) и пола
гая известным параметрическое задание контура 2 : г = г(г), где параметр т при полном 
обходе вокруг 2  увеличивается на 2 тг, преобразуем систему (6 ) к виду

У(т0)+  I  <*т{\р(т)К2(т,т0) -  ^ (г )^ ,(т ,т 0)1 |г'(т) | + 
о
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( 7 )

2 7Т
+ {2тту' /  dT(rj(r)-7?p)^(r)ln|sin((T -r0)/2)|| r'(r)|= U0(t0),

О

2 я

№ < Х о ) + 7 ? р Ж г о ) / ( 2 т ? р ) +  /  Ж ч И О А Д т ,  т 0 ) -  | ^ ( г ) А : 3 ( т ,  т 0 ) ] | г ' ( г ) | -
О

2 я
- ( 2 я Г  /  d T ( * > - A r 2 ( r ) M r ) l n | s i n ( ( r - r o ) / 2 ) | | r ' ( r ) | = a „ t / 0 ( T 0 ) .

О

Здесь через ф обозначены значения поля U и его нормальной производной на внутрен
ней стороне контура 2 , ЛГ, . .  .ЛГ4 -  ограниченные и непрерывные функции пере
менных т, г0 €  (0, 2тг]:

А-! (г , Го)  = -Яо 1} (Ар I Г -  Го |)/(4/)+ (т?(г)1п | г— г0 |/(2w) —
-  О? (О -  Пр)1п I sin ((г -  то)/2)|/ (2тг)+ g(r, г0)),

К 2  (т, т0) = cos((r -  г0)Гп) [крНу1 \к р | г-  r0 I )/(4/) + (2тг | г -  r0 i) ' 1) +
+ 9 „^ (r,r0)/r?(r), (8)

А 3 (т , т0) = -cos((г -  г0 )Гп0) [кр Н,(1) {кр \ г -  r„ |)/(4/)+ г? (r)/(2nrtp | г -  r0 I )] +

+  d n 0 g ( r , r o ) / r i p ,

А4 (т , т 0 ) =  — [кр(Но' \кр I г — r0 |)cos(iCn0) —(2/)ln| sin((r —т0)/2) |/я]/(8/) +
+ [кр Я 2( ' ) (.кр I г -  г0 | )/(8 i) + (2 it | г -  r0 |2)" ' ] cos((r -  г0 )Гп0 + (г -  г0 )Гп) +

+ т?_1(г )а „3 „ 0̂ (г, г0),

г =  г(г), Го=Го  (т)-

Представим неизвестные функции »р(т), \р(т) в виде рядов Фурье
Ф )  = 2  'Рпехр(/ят), ^ (т ) = 2  1|/„ехр(гят), (9)

«  Я

где суммирование проводится по всем п от —00 до 00. Разложим в ряд Фурье и ядра 
интегральных уравнений (7 ):

In| sin((r — То)/2) | = - ( 1 / 2 ) 2 £ „ е х р ( /и (т -  т0)), L 0 ~  2 In2, L „ =  \п  Г 1, пФО,
П

(П(т) -  т?р) I г’(т) I = ’ ехрО'пт),

2  П р  (П  ( т 0 )  +  VP У ' (к р  -  к 2 ( г ) )  | г '  ( т )  | =  2  2  Л / ^  е х р ( / и  г  +  im  г 0  ) ,  ( 1 0 )
п гп

А / ( т ,  т 0 ) I  г ' ( т ) |  =  2 2  е х р ( / и г  +  i m т 0 ) ,  /  =  1 , 2 ,
п пг

А/(г, т0)2т?р | г'(т)|/(тг(т0) + т?р)= 2 2  А ^ ех р (/и т+  / т г 0), / = 3,4.
л  m

Подставляя (9 )- (1 0 ) в (7) и пользуясь ортогональностью системы функций ехр(шг) 
на отрезке 0<  г <2я> получаем бесконечную систему алгебраических уравнений (СЛАУ):

- ( l / 2 ) S A / ^ „ L _ m  +  2 я 2 ( к 1 2„) т ^  -  * „ )  =  « т ,
И /I

Ф т  +  ( 1 / 2 ) 2 2 Л /1 2р ) _ „  т  +  р L p  +  2 * 2 ( К i 4 ^ -  К (_3)п т  ф „ )  =  0 т , ( 1 1 )
п  р  п

где ат , -  коэффициенты фурье-функций i/0(r), 2т?р Э„£/0(г)/(т?(г) + т?р) .  Получен
ная СЛАУ (И )  является фредгольмовой, поэтому ее можно решать методом редукции 
с наперед заданной точностью.
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Для нахождения рассеянного поля снаружи цилиндра воспользуемся представле
нием функции Грина в виде разложения по собственным функциям поперечного сече
ния [10]

... „  '«'О’Д Ж / Д )  ехрО’к |дс -дс'|)
с < г - , ) = ? ------------- ---------------------------------------------- ш -------------------- '

К = \ / = Л  1ш(к)>0, ( 1 2 )

где под знаком 2  понимается сумма по собственным значениям \ к дискретной части 
спектра плюс интеграл f d \  по непрерывной части спектра задачи, описываемой урав
нением (5) и граничными условиями | У  (у,  X) | < °°  при у  Нормировочный коэф
фициент iV 2 (X) определен соотношением

/  d y ^ ( y < \ ) ^ ( y , \ ' ) h ( y )  =  N \ X ) 8 XX',
~ о о

5хх' -  дельта-функция Кронекера или Дирака. Подставляя выражение (12) в форму
лу Грина, получим разложение рассеянного поля Us (г) по собственным волнам регуляр
ной среды:

и л т ) =

2 С +(Х)'5(.у, Х)схр(/кд:), х >  х 2у
л

2С"(Х)'Г(>', Х)ехр(-/кх), х < х ]у 
\

( 1 3 )

гд ех ,(х2) — минимальное (максимальное) значение координаты х в области S, а коэф
фициенты разложения Ct (X) имеют вид

2 7Т
С- (Х)= ( 2 / r ? p K i V 2 ( X ) ) ' 1 /  dTехр(±1К х ) [ ф ) ( д у * ( у 'у Х) ( пу0) +

о

? ! К ( П - Х 0 ) ' Г ( / , Х ) ) -  ^ ( т ) Ф ( / , Х ) ]  | г ( т ) | .  ( 1 4 )

Здесь п — внешняя нормаль к контуру Б.
В дальней зоне цилиндра вне слоя b <  у  <  0, вычисляя методом перевала интеграл 

по непрерывному спектру в ( 1 3 )  или подставляя в формулу Грина геометрооптичес
кое приближение функции Грина ( 3 ) - ( 4 ) ,  перейдем к следующим выражениям для 
плотности потока энергии рассеянного поля Ps ^  coIm(£/* VUs)/(2ri)-

ск I sin2 б

4irveVp k0L А(к.)/к0

In
f  dr exp(—iKs(x -  x c)) 
о

№ (t) (by 4 ~(y, к ,)(n - у о) -  Ы ,(n • x0 ) Ф '  (y , к s) -  ф (г)Ф - (у , к s)] ! г (г)

у >  0, Ks = k0cos6 ,
( 1 5 )

а д  * > =

с к] sin2 б
47Г7}сг?р k0D A ( K s) / f c 0

In
f  drexp(-iK s( x - x c)) 
о

[¥5(r)(ay ^ +(^1Ki)(n -y 0) - /K s(n-x0)'I '+(^,KJ) ) - ^ (т)Ф +(^,К,)] I r'(r)| I2, 
y < b ,  Ks = k ccost?.

Здесь с -  скорость звука в полупространстве у  >  0. L и в (D и #) — радиус и азимуталь
ный угол, отсчитываемый от положительного направления оси ОхУ полярной системы 
координат с центром в точке х = хс,у  = 0 (у  = Ь):

L = y / ( x - x c) 2 +У2, sin б -  у  /L', D = x / (x - x c)2 + ( y - b ) 2, sin& =(b -y )/D .

В качестве примера рассмотрим задачу рассеяния на цилиндре эллиптического по-
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Р и с . 1. Ч а с т о т н а я  з а в и с и м о с т ь  с е 
ч е н и й  р а с с е я н и я  о с н о в н о й  м о д ы  
с л о я :  1 -  ог , 2  -  о ^ З  -  o j  {аЦ  =

= 20; п = 0,25; | Ь/11 = 60; ур =
= I Ь |/2; кс = ке = кр; vc = ve =
=  rls \k s!k p =  l , 05 ; пр /т15 = 1 Д )

10 30 SO
Л / 1

перечного сечения собственной моды однородного диэлектрического слоя, разделяю
щего два однородных полупространства. Такая модель используется для описания 
волноведущих слоев в океане [2J. Функций tj5(j>), ks(y )  в данном случае равны кон
стантам k s соответственно. Функция Грина G(r, г ' ) для рассматриваемого случая 
приведена, например, в [6 , 7 ) . Поперечное сечение цилиндра, расположенного в слое 
b  <  у  <  0, было ограничено кривой г(r )=  хс + a(cosrx0 + Л sin гу0), тс = (0, - у р ) . Пер
вичное поле имеет вид

f/o(r)= Ло)схр(/кохул'2(>.„),

где функция Ф (у , \ 0)  равна

(  е х р  ( - Р еу ) ,  у  >  0

| c o s ( 7 >> ) ~  v s P e s i n ( y y ) l (V e у ) ,  b < y <  0 ,

l  [ c o s ( 7 6 ) - p J p e s i n ( 7 6 ) / ( T ? e 7 ) ] e x p ( p c ( > ’ - * ) ) ) y < b ,  

a  k 0 е с т ь  о д н о  и з  р е ш е н и й  д и с п е р с и о н н о г о  у р а в н е н и я

П$У(ЛсРе + T?ePc)c°s(7*) -  tfP eP c ~  Г)еЧсУ2)$™(.УЬ) = 0, рс_е = \/ч 2 -  к 2се  ,

7  = y /k 2s - K 2, Re рС|в >  0, Im 7 >  0.

Поле, рассеянное в полупространства у  >  0 и у  <  Ь, характеризовалось индикатри
сами рассеяния о* =  iim (LPS(L , д)/Р0)(у  >  0), о~ =  lim (DPS(D , $)/Р0) (У <  Ь),

L  00 D  °°
где коэффициент Р0 полагался равным квадрату модуля поля на верхней (о*)  или Н И Ж -

ет
ней (о~) границе слоя, и полным сечением рассеяния в волны излучения or = J  o(6)d0.

о

Рассеяние в собственные волны слоя описывалось сечениями рассеяния ок =  Рк /Р0>
где Рк (Р0) -  полный поток энергии, переносимый через поперечное сечение среды к -й 
модой рассеянного поля (первичного поля U0)

2  — оо

Р = —  7  dy Im(Uo дх Uо)/т?(.у).
2  -оо

Знак соответствует рассеянию вперед (относительно направления распростране
ния первичного поля), знак ”  — рассеянию назад. Полное сечение рассеяния в собст
венные волны слоя о а = Б о Л. Частотная зависимость сечений рассеяния эллиптическо-

к%
го цилиндра представлена на рис. 1. Цилиндр возбуждался основной модой слоя. Полное 
сечение рассеяния в волны излучения существенно превосходит сечение рассеяния в 
собственные моды слоя, что свидетельствует о необходимости учета (при решении 
задачи рассеяния) излучения энергии из волноводного канала и о некорректности

IQ

«О
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9 0

Р и с . 2 .  И н д и к а т р и с ы  р з с с е я н и я  о с н о в н о й  м о д ы  с л о я  в  в е р х н е е  п о л у 
п р о с т р а н с т в о  ( V / =  1 8 ,8 5  ( / ) ,  2 5 .1 3  ( 2 ) ,  6 2 . 8 3  ( 2 ) ;  а/1 = 20 ; И =  
=  0 , 2 5 ;  | bfl | =  6 0 ;  ур  =  I b  | /2 ; kc  =  A t, =  kp ; nc  =  т?е  =  tis ; k j k p  =  1 ,0 5 ;

V 4 *  =  ^

90

* S * A S

Р и с . 3 .  И н д и к а т р и с ы  р а с с е я н и я  А -й  м о д ы  с л о я  (У  А =  1, 2  -  А =  2 , 
3  -  к  =  6 )  (кеа  =  2 0 ;  А =  0 ,2 5 ;  ке \ b | =  6 0 ;  ур  =  i А |/ 2 ;  кс  =  к е  =  Ар ; 

г?с  =  г7е  =  А 5 /А р  =  1 ,0 5 ;  =  1 ,1 )

90

А =  2 )
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попыток моделирования волноводных каналов в океане закрытыми волноводами. 
С увеличением частоты первичного поля энергия, рассеянная в волны излучения и в 
распространяющиеся ’ ’вперед”  собственные моды, монотонно возрастает. В то же время 
энергия, рассеянная в распространяющиеся ’ ’назад”  собственные моды, имеет миниму
мы вблизи частот, на которых происходит возникновение новых собственных мод. 
Малые по сравнению с длиной волны тела рассеивают падающее на них поле преиму
щественно назад (о^ >  а£), а тела с размерами большими длины волны — вперед 
(сг£ >  сг*). Угловые зависимости индикатрис рассеяния в волны излучения на разных 
частотах представлены на рис. 2. Увеличение частоты приводит к смещению максимума 
рассеянного поля из ’ ’задней”  полуокружности в ’ ’переднюю” и увеличению числа 
лепестков индикатрисы рассеяния.

Для симметричного волновода все собственные моды подразделяются на четные 
и нечетные. Индикатрисы рассеяния в верхнюю и нижнюю полуплоскости для тела, 
расположенного симметрично относительно оси волновода, оказываются одинаковы
ми при возбуждении как четными, так и нечетными собственными модами. Инди
катрисы рассеяния тела, возбуждаемого четными (нечетными) модами, подобны меж
ду собой. С увеличением номера моды (т.е., уменьшением продольного волновода 
числа) величина рассеянного поля для четных мод остается практически неизменной, 
а для нечетных мод — возрастает. Характерные индикатрисы рассеяния тел различных 
размеров представлены на рис. 3, 4.

Таким образом, в работе предложен алгоритм численного решения двумерной за
дачи рассеяния на однородном проницаемом теле, расположенном в плоскослоистой 
среде. Этот алгоритм по своему быстродействию и запрашиваемой оперативной памяти 
позволяет рассчитывать на современных ЭВМ рассеяние на двумерных телах, контур 
которых описывается гладкой кривой, а характерные размеры могут достигать десят
ка длин волн. Профиль материальных параметров вмещающей тело среды может быть 
как кусочно^однородным, так и кусочно-непрерывным (полиномиальным, экспонен
циальным и т.д.). Вышеперечисленные обстоятельства свидетельствуют о высокой 
эффективности алгоритма и существенно большей его области применимости по срав
нению с уже существующими [8,9].

В заключение автор выражает признательность О.А. Третьякову за внимание к ра
боте и полезные обсуждения полученных результатов и Н.П. Жуку за разъяснение 
многих вопросов, касающихся распространения волн в слоистых средах.
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A . G .  Y a r o v o y

W A V E  S C A T T E R I N G  F R O M  P E R M E A B L E  I N H O M O G E N E lT lE S

IN  O P E N  A C O U S T I C  W A V E G U I D E S

T h e  t w o - d im e n s io n a l  p r o b le m  o f  a c o u s t i c  w a v e  s c a t t e r in g  f r o m  a  h o m o g e n e o u s  p e r m e a b le  o b j e c t  e m b e d 
d e d  i n t o  a p la n e  la y e r e d  m e d iu m  is d is c u s s e d . T h e  in it ia l  p r o b le m  is f o r m u l a t e d  in  t e r m s  o f  a  s y s t e m  o f  b o u n d a r y  

in t e g r a l  e q u a t i o n s  in  t h e  a s s u m p t io n  th a t  w a v e  p r o p a g a t i o n  is  d e s c r ib e d  b y  th e  H e l m h o l t z  e q u a t i o n .  T h e  

s p a t ia l  i n h o m o g e n e i t y  o f  t h e  s u r r o u n d in g  m e d iu m  is  ta k e n  i n t o  a c c o u n t  in  th e  k e r n e ls  o f  t h e  in te g r a l e q u a t io n s  

b y  m e a n s  o f  t h e  G r e e n  f u n c t i o n  o f  th e  c o r r e s p o n d in g  b o u n d a r y  p r o b le m .  T h e  f in i t e  s y s te m  o f  l in e a r  a lg e b r a ic  

e q u a t i o n s  o f  t h e  s e c o n d  k in d  is  o b t a in e d  u s in g  t h e  k e r n e l  a n d  th e  f u n c t i o n  e x p a n s io n  i n t o  th e  F o u r r ie r  ser ies  

a n d  t h e  r e d u c t i o n  m e t h o d .  T h is  s y s te m  is c o n v e n ie n t  f o r  a n u m e r ic a l  s o l u t i o n .  T h e  d e v e l o p e d  a lg o r i t h m  is 

s h o w n  t o  b e  h ig h ly  a c c u r a t e  a n d  e f f i c i e n t .
T h e  n u m e r ic a l  c a l c u la t io n s  a re  p e r f o r m e d  f o r  t h e  p a r t ic u la r  c a s e  o f  an  e l l ip t i c a l  o b j e c t  in s e r te d  i n t o  a 

h o m o g e n e o u s  la y e r .  T h e  p r o p e r t ie s  o f  t h e  f i e l d  s c a t t e r e d  in s id e  a n d  o u t s id e  o f  th e  la y e r  a re  in v e s t ig a te d .
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