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О П Т И М И З А Ц И Я  Ф О РМ Ы  К В А Р Ц Е В О Г О  Р Е ЗО Н А Т О Р А

И злагается подход к оптимальному проектированию  пьезоэлемента кварцевого ре­зон атор а, соверш аю щ его сдвиговые колебания по тол щ и н е, обеспечиваю щ ий м акси м аль­н ую  отстройку рабочей частоты от паразитны х ангарм оник.Кварцевы е резонаторы нашли широкое применение в производстве измери­телей, микропроцессорной и разнообразной радиоэлектронной аппаратуры бла­годаря сочетанию  высокостабильных свойств кристаллической структуры с воз­можностью преобразования м еханических колебаний в электрические и наоборот.Важным элементом проектирования резонатора является выбор геометрической формы пьезоэлемента (формы контура и распределения толщины) и электродного покрытия. Среди ряда требований к проекту наиболее важными являются: обес­печение заданной резонансной частоты м еханических колебаний, высокая до­бротность, вклю чая минимальное рассеяние энергии в материале и в креплениях, отсутствие вблизи рабочей частоты «паразитных» резонансов, минимальная эк­вивалентная динамическая индуктивность на основной гармонике. Одна из важ ­нейш их задач пьезотехники —  создание моночастотных кварцевы х резонаторов.М атематический подход к проблеме оптимального проектирования продемон­стрируем на примере задачи управления спектром колебаний высокочастотного кварцевого резонатора, совершающего сдвиговые колебания по толщ ине. Число нежелательны х резонансов и их близость к рабочей частоте определяют качество резонатора по частотной характеристике. Увеличение полосы частот, свободной от «паразитных» резонансов, обычно производится изменением радиуса кривизны линзы [1 ], формы и размеров электродного покрытия (2, 3 ). Н аилучш и й вариант находят путем перебора с последую щ ей доводкой.В данной работе предлагается подход к определению распределения толщины пьсзоэлсмента, обеспечивающего максимальную  отстройку от «паразитных» ре­зонансов, основанный на применении метода конечных элементов (М К Э ) и алгоритмов оптимального проектирования.Целесообразность использования М К Э  в задачах управления спектром коле­баний определяется простотой учета изменений в ш ироких пределах формы пьсзоэлсм ента, т. с . возможностью выбора большого набора переменных варьи­рования. Отсутствие в отечественной литературе сообщений о конечно-элемен­тном моделировании связанных сдвиговых колебаний по толщине и изгибных колебаний кварцевы х резонаторов привело к необходимости создания специали­зированного треугольного конечного элемента постоянной толщины.Предлагаемый в данной работе элемент позволяет выделить из широкого и плотного спектра резонансные частоты и формы колебаний, возбуждаемые пе­ременным электрическим полем с учетом «захвата» энергии, когда энергия м еханических колебаний локализуется в подэлектродной области, описывать геом етрию  п ь сзо эл см е н т а  с пом ощ ью  дискр етн ого набора зн ач ен и й  толщ ин 
ht 0  =  1, ДО, где N  —  общ ее количество конечных элементов, которые рассмат­риваются как компоненты вектора варьируемых параметров h.Д л я  смещ ений U  и V  в плоскости элемента (рис. 1) применяется линейная аппроксим ация, для изгибных W  —  квадратичная. П о толщине элемента пред­полагается синусоидальный закон распределения смещ ений. Если ввести в рас­896 *



Рис. !. Конечный элемент постоянной толщины, позволяющий моде­лировать связанные сдвиговые колебания по толщине и изгибные колебаниясмотрение барицентрические координаты треугольного элемента L n L^, L 3, то аппроксимирую щ ие ф ункции можно представить в виде:
U  =  ( U ,L , +  U 2l ^  +  U 3L 3)  sin (rm z/t) +  (0ylL , +  0,2L j  +  0)3L 3) z,

V  =  ( V ,L , +  V ^  +  F3L 3) sin  (m tz/t) +  ( 8г,Ц  +  8 a L ,  +  0^L3) 2 ,
W  =  (W tL , +  W2£j2 +  W3L 3) +  ( - b 3L ,L 2 +  b2L xU ,) e „/ 2  +
+  +  Ъ3Ц Ц )  0„2/ 2  +  { - b ^ L ,  + b ^ L , )  0 J 2  ++  ( - c 3L ,Z ^  +  c1L iL l) 8 ,,/ 2  ++  ( - c ,L 3L 2 +  C jL ,^ )  0>2/2 ++  ( - c2L ,L 3 +  c ,L 2L 3) 8, 3/ 2 .М атрица жесткости элемента
[K] =  f f f  [BY [D)[B]dv

Vи матрица масс( М ]  =  / Я  [ M f  рИгде [ЛП —  матрица ф ункций ф орм , [В  ] —  матричный оператор, получаемы й из соотношений К ош и , |D )  —  матрица упругих постоянных материала, получаются аналитическим интегрированием с учетом соотношения:
Я /  ц ц р -  = а\Ь\с\ А .

(а  +  Ь +  с  +  2)!Собственные колебания резонатора описываются матричным уравнением
[K(h)  -  Ш ( Ъ )  ]у  -  0, (1)где у  —  вектор обобщенных узловы х перемещ ений, К  и  М  —  глобальные матрицы жесткости и м асс, получаемы е суперпозицией матриц конечных элементов
[ * ]  =  2  1 * 0 0 1 ,. ш  1 =  £  [ М  (h) ],.

1 = \ i= I5 Акустический журнал, № 5 897



Зависимость матриц жесткости и масс конечного элемента от варьируемых 
параметров с учетом синусоидального распределения смещений по толщине при 
изгибно-сдвиговых колебаниях можно представить в виде

[ K ( h ) l  =  А Д Х Ч +  [А2]/ К  <2>[A/(h) I  = ЛДМ* ],.

Задача оптимизации заключается в отыскании вектора h, который принад­
лежит допустимой области V : h~ <  h { <  h ?  (i = 1, N )  и обеспечивает максимум
функционалу качества /, =  Xя — Хр, где >.р — рабочая частота резонатора, а А," — 
ближайшая к ней «паразитная».

Для высокочастотного резонатора рядом с частотой основной гармоники рас­
положены частоты «ангармонических» колебаний (1, 1, 2) и (1, 1, 3). Однако 
наиболее интенсивными являются следующие за ними ангармоники (1, 1, 3) и 
(1, 3, 1). Поэтому рассмотрим две задачи оптимального проектирования: в первой 
отстройка производится из ближайших нежелательных резонансов и максими­
зируется функционал /, = max (min {Х,|2, Х,2|} — во второй — от наиболее ин­
тенсивных и легко возбуждаемых /2 = max (min X,3I} — A,,,).

Н а основании предельного свойства степенной нормы заменим функционалы 
их приближенными аппроксимациями в дифференцируемой форме:

/, = шах О Д  О Д ) - *  -  <3>

1г = max О Д  +  К 1 Г '/п ~  К ,) -  <4>

Величину п  для практических расчетов можно принять равной 10— 12.
Макслмизация функционала может осуществляться различными методами 

математического программирования. Одним из наиболее мощных является метод 
последовательной линеаризации, хорошо зарекомендовавший себя при решении 
многих практических задач. Однако выбранная постановка задачи оптимизации 
позволяет находить решение на основании подхода, аналогичного дискретному 
принципу максимума, что значительно сокращает время, затрачиваемое на 
проведение оптимального проектирования. Суть его в том, что оптимальное 
решение находится из условия максимума выпуклой аппроксимации гамильто­
ниана методом последовательных приближений.

Гамильтониан выбирается таким образом, чтобы составляющие градиент 
функционала определялись как производные по явно входящим варьируемым 
параметрам. Требование выпуклости не накладывается. Возможности исполь­
зования этого подхода к задачам частотно-весовой оптимизации стержневых 
систем, описанных конечно-элементными моделями, исследованы в работе
[4 ]. .

Для функционала (3) гамильтониан имеет вид

Н  (h) =  с,г, (*f21 ( [ К  (h) ] -  \ 2, [М  (h) ]) у,21) +О Д  О Д  ( УК (h) ) -  К г  [ М  (h) ]) у 112) ++  с,,, О Д  Ц К  (h) ] -  К ,  УМ (h) ]) У|||) , (5)
где — решение сопряженной задачи

Очевидно, что if>, с точностью до постоянного множителя совпадает с решениемисходной системы (1).898



Тогда с учетом (2) и (5):

н  (h) = 2  И ,  О») = i  {C|2,yiii т  +  f t !  К  -  « Л ,)  yl2l +i=l i=l (6)

(7)

^игУиг X,i2M ]A J y n2 +  с,„Ущ (X]Ai +  K f / ^  \ uM\h]) y ,,,} .Коэф ф ициенты  c ,„ ,  c ,l2, c l2l находятся из условиял гgrad̂  = - ж ■
с„2 = (мг + хг20"(,+я>/" м г1.С,2, =  (*,15 + \-2Т)-(|+л)/" > «г‘.с ,„  =  - 1 .Условия оптимальности принимаю т вид
/ д Н +  ^ \ / д Н + L N £  \( а Г ' ь- ) “  ( ' Т й Г  • h ) =  2  ( Ж ' )  ’1 1 Af. SAjSÂ .Условия оптимальности (7) принимают ф орм у принципа м аксим ум а, если 

H t(h) ( i =  1 у N )  представляет на интервале варьирования Л“  <  ht <  А* вы пуклую  вверх ф ун кц и ю . Тогда оптимальная конфигурация определяется из соотношения:А®, если h r  <  A? <  А ; ,  (8)А°р‘ =  А ", если А? <  A f ,А+, если Л? >  Л+,где точка А® —  точка максимума ф ун кц ии Я^.В  гамильтониане выпуклым вверх является только третье слагаемое, поэтому непосредственное использование его в вычислительном процессе приводит к неудаче, процесс расходится. Однако можно ввести некоторую вы пуклую  вверх аппроксимацию  гамильтониана так , чтобы производная по явно входящ ему па­раметру представляла собой составляю щ ую  градиента.Рассмотрим ф ункцию
н ,  =  с,2,уГ2| ( f t h ,  -  A f t  -  \ u M \ h )  у ,2| ++  с м2Ум2 (К 'А  -  A f t  -  \ aM 'ft)  у |12 +
+  с,иУм1 ( f t K  +  f t / h ,  -  f t M f t )  Уш>вы пуклую  на интервале варьирования. Значения параметра А  определяются из условия
д й , д/ Л  =  А*/(2 А?).
эа, ал, ’

Тогда условия оптимальности принимают вид:

( '^  ) =  I ” а \ ( ж - * ' ) ; ̂L л- t * (9)i=l A.

Соотношения (1), (8), (9) представляют собой замкнутую задачу оптимального 
проектирования. Для ее решения применяется метод последовательных прибли­
жений. Аналогично максимизируется функционал (4).

Существует, однако, л  другой путь получения оптимальной конфигурации, 
обеспечивающей максимальную отстройку от паразитных резонансов.5* 899



Рис. 2. Базовый вариант пьезоэлемента квар­цевого резонатора
Рис. 3. Распределение сдвиговых смещений по толщине (1) и изгибных составляющих (2) по оси х  для основной гармоники ( 1,  1 , 1 ) базового варианта резонатора
Рис. 4. Распределение сдвиговых смещений по толщине (/) и изгибных составляющих (2 ) по оси х  для ангармоники ( 1 , 3, 1 ) базового ва­рианта резонатора
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Таблица I

Ангармоника Базовый вариант (рис. 1, а)экспериментальное значение частоты, МГц расчетное значение частоты, МГц0 . U 1) 5,984231 6,0048350 , 1, 2) — 6,096303(1, 2, 1) — 6,107379(1, 1 ,  3) 6,152575 6,188548(1, 3, 1) 6,196537 6,211028
Таблица 2

Ангармоника Оптимальный вариант (рис. 5, а)
Оптимальный вариант (рис. 5, б)частоты, МГц *о ,  i ,  О 6,007234 5,914402(1, 1, 2) 6,282272 6,165893<1, 2, 1) 6,301345 6,190111(1. 1, 3) 6,407729 6,386209(1. 3, 1) 6,454170 6,417479

З а п и ш е м  г а м и л ь т о н и а н  ф у н к ц и о н а л а  (1 ) в с л е д у ю щ е м  в и д е :
Н  =  ку[2, (К  -  \ ЪМ ) у Л1 +

+  ЬУп2 (К  -  К гм ) Уиг +  О  “  *) Уш (К  ~  К ,м ) Уш> ПО)гд е  k G  [ 0 , 1 ]  —  с к а л я р н ы й  п а р а м е т р , п р и  £  =  0  п р о и с х о д и т  м и н и м и з а ц и я  п р и  k =  1 — м а к с и м и з а ц и я  ч а с т о т  « п а р а з и т н ы х »  р е з о н а н с о в  ( 1 , 1 , 2 ) и  ( 1 , 2 ,  1).В ы б и р а я  з н а ч е н и я  к и з  и н т е р в а л а  [ 0 ,  1 ] ,  п о л у ч а е м  в  п л о с к о с т и  ( m i n  ( X ,2 с X ,, 2)» ^1 1 1 ) к р и в у ю , о п и с ы в а ю щ у ю  м н о ж е с т в о  П а р е т о . К о э ф ф и ц и е н т  к , п р и  к о т о р о м  ф у н к ц и о н а л  (3 ) м а к с и м а л е н , в ы ч и с л я е т с я  п о с л е д о в а т е л ь н ы м и  п р и ­б л и ж е н и я м и .С  ц е л ь ю  д е м о н с т р а ц и и  э ф ф е к т и в н о с т и  п р е д л а г а е м о г о  п о д х о д а  р е ш е н а  з а д а ч а  о п т и м и з а ц и и  ф о р м ы  п ь е з о э л е м е н т а  в ы с о к о ч а с т о т н о г о  р е з о н а т о р а  А Т - с р с з а .  В к а ч е с т в е  б а з о в о г о  в а р и а н т а  р а с с м а т р и в а л с я  п л о с к о в ы п у к л ы й  р е з о н а т о р , и з о б р а ­ж е н н ы й  н а  р и с . 2 : д и а м е т р  п ь е з о э л е м е н т а  1 4  м м , д и а м е т р  э л е к т р о д а  6 ,5  м м , т о л щ и н а  в ц е н т р е  0 ,2 7 8  м м , р а д и у с  к р и в и з н ы  2 7 0  м м . В  к а ч е с т в е  в а р ь и р у е м ы х  п а р а м е т р о в  р а с с м а т р и в а л и с ь  з н а ч е н и я  т о л щ и н  в 1 5 3  т о ч к а х .  Т о л щ и н ы  в а р ь и р о ­в а л и с ь  в п р е д е л а х  0 ,0 1  м м  о т  б а з о в ы х  з н а ч е н и й . Р а с ч е т н ы е  з н а ч е н и я  р е з о н а н с н ы х  ч а с т о т  б а з о в о г о  в а р и а н т а  ( т а б л . 1 ) , п о л у ч е н н ы е  с  п о м о щ ь ю  р а з р а б о т а н н о г о  к о н е ч н о г о  э л е м е н т а , х о р о ш о  с о г л а с у ю т с я  с  э к с п е р и м е н т а л ь н о  и з м е р е н н ы м и  [5  ]. В ы ч и с л е н и я  п р о и з в о д и л и с ь  н а  P C  А Т  п р и  р а з б и е н и и  о б л а с т и  н а  2 8 8  э л е м е н т о в  (7 6 5  с т е п е н е й  с в о б о д ы ) . Д л я  о п р е д е л е н и я  с о б с т в е н н ы х  ч а с т о т  и  ф о р м  и с п о л ь з о ­в а л с я  а л г о р и т м  м е т о д а  Л а н ц о ш а  с  п о л н о й  п е р е о р т о г о н а л и з а ц и е й  в е к т о р о в  п о д ­п р о с т р а н с т в а  К р ы л о в а . Г л о б а л ь н ы е  м а т р и ц ы  ж е с т к о с т и  и  м а с с  п р е д с т а в л я л и с ь  в п р о ф и л ь н о м  в и д е  в  с о о т в е т с т в и и  с о  с х е м о й  Д ж е н н и н г с а  [ 6 ] .  Н а  р и с . 3 и з о б р а ж е н о  р а с с ч и т а н н о е  р а с п р е д е л е н и е  с д в и г о в ы х  с м е щ е н и й  п о  т о л щ и н е  и и з г и б н ы х  с м е щ е н и й  п о  о с и  х  д л я  о с н о в н о й  г а р м о н и к и  ( 1 ,  1 , 1 ) , а  н а  р и с . 4  —  д л я  а н г а р м о н и к и  ( 1 ,  3 ,  1 ) . Т е м н ы е  у ч а с т к и  с о о т в е т с т в у ю т  а м п л и т у д е  с д в и г о в ы х  с м е щ е н и й  п о  т о л щ и н е  н а  п о в е р х н о с т и  п ь е з о э л с м с н т а , п р е в ы ш а ю щ е й  0 ,1  о тм а к с и м а л ь н о г о  с м е щ е н и я  в  ц е н т р е .М а к с и м и з а ц и я  ф у н к ц и о н а л а  (3 ) с  и с п о л ь з о в а н и е м  г а м и л ь т о н и а н а  в  ф о р м е(9 ) п р и в о д и т  к  о п т и м а л ь н о й  к о н ф и г у р а ц и и , и з о б р а ж е н н о й  н а  р и с . 5 ,  а.  З н а ч е н и я901
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сиhi Рис. 5. Оптимальные конфигурации пье- зоэлемента кварцевого резонатора, обес­печивающие максимальную отстройку от ближайших ангармонических резо­нансов (а) и от наиболее интенсивных резонансов (б)
Рис. 6 . Кривая множества Парего

Рис. 6

толщин в центральной части подэлектродной области соответствуют верхним 
геометрическим ограничениям. Переход на нижние геометрические ограничения 
происходит на расстоянии '/3 радиуса электрода.

Интервал между основной гармоникой (1, 1, 1) и ближайшей «паразитной» 
(1, 1, 2) равен 0,275 М Гц, тогда как в базовом варианте всего 0,092 МГц.

Полоса частот до ближайшего из наиболее интенсивных резонансов (1, 1, 3) 
увеличилась до 0,401 М Гц, в базовом варианте — 0,184 М Гц (табл. 2).

Максимизация функционала (4) приводит к оптимальной конфигурации, 
изображенной на рис. 5, б . В отличие от предыдущей, переход с верхнего на 
нижнее ограничение расположен на расстоянии 2/3 радиуса электрода.

Интервал между гармониками (1, 1, 1) и (1, 1, 3) увеличился до 0,472 МГц, 
в то время как ширина полосы частот, свободной от «паразитных» резонансов, 
уменьшилась до 0,251 МГц по сравнению с предыдущим вариантом (табл. 2).

Использование подхода, связанного с отысканием множества Парето гамиль­
тониана (10), потребовало решения ряда задач оптимизации при различных 
коэффициентах (табл. 3). Кривая, описывающая множество Парето, изображена 
на рис. 6. Максимум функционала (3) получен при 4 = 0,375, оптимальная 
конфигурация совпадает с изображенной на рис. 5, а .

Таблица 3

Параметр к Частота основной гармоники, МГц Частота ближней паразитной ангармоники, МГц Значениефункционала, МГц
0,0 5,81686 5,91178 0,09492
0,2 5,82708 5,96386 0,136780,3 6,00355 6,27193 0,268380,375 6,00723 6,28227 0,275040,5 6,03191 6,29784 0,26593
0,6 6,10016 6,33233 0,23217
1,0 6,24091 6,34376 0,10285902
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Е. A . Simson, A . A . TaranukhaS H A P E  O P T IM IZ A T IO N  O F  Q U A R T Z  R E SO N A T O R  P IE Z O E L E M E N T
A  method for spectrum control of quartz resonator piezoelements operated in coupled thickness-shear and flexural vibrations utilizing the optimization technique and the finite elements method is proposed. The design problem is to maximize the gap between the fundamental harmonic and parasitic anharmonics. The thicknesses of finite elements are used as design parameters. The optimum shape of piezoelement is found out by the discrete maximum principle.
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