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Рассматривается задача о вычислении в водном слое звукового поля, порожденного точечным источником, движущимся в атмосфере. Скорость звука в атмосфере предполагается постоянной. Глубина водного слоя плавно меняется в горизонтальных направлениях. Скорость звука в водном слое зависит от вертикальной координаты и плавно изменяется в горизонтальных направлениях и во времени. Источник излучает сигнал переменной амплитуды и фазы и движется со скоростью, меньшей скорости звука в воде. Общ ие формулы для нестационарных нормальных волн, возбуждаемых движущимся источником, были получены в предыдущей работе. В настоящей работе находятся коэффициенты возбуждения этих волн. Подробно рассмотрен частный случай, когда скорость распространения звука в водном слое постоянна, а его глубина зависит только от одной горизонтальной координаты, причем источник движется прямолинейно и равномерно. Полученные в этом частном случае явные формулы позволяют сделать вывод, что нестационарные нормальные волны, распространяющиеся в водном слое возрастающей глубины, начинают регистрироваться в точке наблюдения еще до пролета над нею источника.Н астоящ ая работа является непосредственным продолжением статьи I I ] ,  в которой были получены нестационарные нормальные волны итУ возбуждаемые в водном слое переменной глубины (0 <  z  <  Н { х у у)) точечным источником п еременной амплитуды и ф азы , движ ущ имся в воздухе (z < 0) со скоростью, меньшей скорости звука в воде.Приведем ф орм улу для ит из [1 ]. Д л я  этого введем необходимые обозначения. П усть са =  const —  скорость звука в атмосфере, a cw[zy х у у у () —  скорость звука в воде. Предполагается, что cw (z, д;, у , /) и глубина водного слоя Н ( х у у) медленно меняются по горизонтальным переменным х у у  и времени /. Э т о  медленное изменение характеризуется первым малым параметром задачи е 2: 10"3 +  10“2. Вторым малым параметром рассматриваемой задачи является х  =  p j p w =  10“3 — отношение плотностей воздуха и воды.П усть c„lin *  m in cw(zy х у у , t) —  минимальное значение скорости звука в воде и d  =  c miJ m ax \ d c jd z \  — характерный пространственный м асш таб. Введем безразмерную  вертикальную переменную  £ =  z / d y медленные горизонтальные переменные £ =  (£ „ | 2) =  ( z x / dy вy / d)  и медленное время т =  zclltint/ d . В этих безразмерных переменных траектория движения задается уравнениями: t  =  ^ (т ) < 0 , \  =  ? 0(т). Амплитуда А(т) и ф аза <р(т) источника зависит от медленного времени т, причем A ( x ) ltS0 =  0 , (р'(т) < 0 , и все ф ун к ц и и , входящ ие впостановку задачи, в медленных переменны х имею т производные порядка единицы . П арам етр q  характеризует величину мгновенной частоты источника (d(*) в единицах характерной частоты задачи c min/d:

0) (t) =  - d  [(q/z)  ф (т) )/dt  =  - q  (c m J d )  ф' (т) > 0 , 0) (t) ~ q  (cm J d ).1014



В  р а б о т е  I I ]  н е с т а ц и о н а р н ы е  н о р м а л ь н ы е  в о л н ы  ит , т = 0 ,  1 , . . . ,  р а с п р о с т р а н я ю щ и е с я  в  в о д н о м  с л о е  и  в о з б у ж д а е м ы е  д в и ж у щ и м с я  в а т м о с ф е р е  и с т о ч н и к о м , з а п и с ы в а л и с ь  в  в и д е  р а з л о ж е н и я  п о  с т е п е н я м  е:
• ит =  e x p  и  ($/е) 0m (1, т) ] 2  'IV (С, S, т) в'./“ О ( 1)

Ф а з о в а я  ф у н к ц и я  0w( £ , т) н а х о д и л а с ь  и з  р е ш е н и я  з а д а ч и  К о ш и  ( 1 .2 0 ) ,  (1 .2 3 )  (з д е с ь  и  д а л е е  (1 . . . . ) — ф о р м у л ы  р а б о т ы  [1 |) д л я  н е с т а ц и о н а р н о г о  у р а в н е н и я  э й к о н а л а  ( 1 .2 0 ) .  Д л я  к о э ф ф и ц и е н т о в  i|)m/( £ , т) р а з л о ж е н и я  (1 ) б ы л а  п о л у ч е н а  р е к у р р е н т н а я  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  з а д а ч  Ш т у р м а  —  Л и у в и л л я  ( 1 .5 ) ,  ( 1 .7 ) ,  (1 .1 2 )  п о  п е р е м е н н о й  £  н а  п р о м е ж у т к е  10, A ] ,  A  =  А ( £ )  - H i d  —  б е з р а з м е р н а я  г л у б и н а  в о д н о г о  с л о я . В  ч а с т н о с т и , ф у н к ц и я  i|>m0(r|, я в л я л а с ь  р е ш е н и е м  о д н о р о д н о й  з а д а ч и
+  Q1 К  (OQjdxy -  ,ii ] 4>т 0  =  0 , ( 2)

K d ' b J d l  +  iq [n] (3 0 m/ d t ) 2 -  ц 2 Г  Ч>„„
1 Ц.Н =  °-

=  0, ( 3 )

(4)гд е _  и. =  <?*./«. =  c o n s t  «  4,5 , с < о 
П ~ < п.  =  с.... / с „ *  1, 0 < ? ; < Л—  п о к а з а т е л ь  п р е л о м л е н и я  с р е д ы , р ^  =  ( V j _ 0 m) 2 =  ( д в ^ / д ^ ,) 2 +  (dOm/ d £ 2) 2, и  в с т в ь  к о р н я  в г р а н и ч н о м  у с л о в и и  (3 ) ф и к с и р о в а н а  н е р а в е н с т в о м  R e  [п2а (d Q jd x )2 -  [i2m)l/2> 0  п р и  \i2m < п2 (d Q jd x )2. З а д а ч а  Ш т у р м а  —  Л  и у  в и л л  я(2) — (4 ) и м е е т  с ч е т н о е  м н о ж е с т в о  р е з о н а н с о в  ( п о л ю с о в  р е з о л ь в е н т ы )  р ш, т =  0 , 1 , . . . ,  р а с п о л о ж е н н ы х  в  п е р в о й  ч е т в е р т и  к о м п л е к с н о й  п л о с к о с т и  р  ( с м . I I ] ) .П у с т ь  / т (£ ) =  / „ ,( £ , £ ,  т) —  р е з о н а н с н а я  ф у н к ц и я  ( н е т р и в и а л ь н о е  р е ш е н и е  з а д а ч и  Ш т у р м а  —  Л и у в и л л я  (2) — ( 4 ) ) ,  о т в е ч а ю щ а я  р е з о н а н с у  р т . Т о г д а ,  о ч е в и д н о ,
^  а ,  г ,  г) =  ч ,о  i . c ) ,
г д е  т)  —  н е  з а в и с я щ а я  о т  £  ф у н к ц и я  £  и  т.Р е з о н а н с н а я  ф у н к ц и я  /m( £ , £ , т ) , ф а з о в а я  ф у н к ц и я  0ш( £ , т) и  а м п л и т у д н а я  ф у н к ц и я  Лт0(\, т) и с к а л и с ь  в  в и д е  р я д о в  п о  с т е п е н я м  м а л о г о  п а р а м е т р а  х :

со 00

L  =  2  f a  а ,  I ,  с) (йсу, ет =  2  в» (1 , т) (т у , Л о =  X  4?о (1. t) (псу./=0 /=0 1=0В ы п и ш е м  и з  р а б о т ы  (1 ] ф о р м у л ы  д л я  и  к о т о р ы е  н а м  п о н а д о б я т с яв э т о й  с т а т ь е . Ф у н к ц и я  /£>(£) =  / £ > (£ , £ ,  т ) , о ч е в и д н о , я в л я е т с я  с о б с т в е н н о й  ф у н к ц и е й  о д н о р о д н о й  з а д а ч и  Ш т у р м а  —  Л и у в и л л я
< P C / d i 2 + ф  I n l  ( d O j d x y  -  ( № У  1С  =  0, (5)
/ S ? U - ° .  dC i d i  l ^ - o .о т в е ч а ю щ е й  в е щ е с т в е н н о м у  с о б с т в е н н о м у  з н а ч е н и ю  ( р £ }) 2 ( ( р ^ ) 2 —  с т а р ш и й  ч л е н  р а з л о ж е н и я  р 2 в  р я д  п q  с т е п е н я м  Ы). В  д а л ь н е й ш е м  ф у н к ц и и  5 ,  т) ис о б с т в е н н ы е  з н а ч е н и я  ( р £ ° ) 2 с ч и т а ю т с я  и з в е с т н ы м и .
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Ф у н к ц и я  0 ™  ( | ,  т) в ы ч и с л я е т с я  п о  ф о р м у л е
8!и0) ( $ ,  Т) =  ф  ( а )  +  /  [р0 (s) +  V  р ( (5-) tfg , ( * ) / Л  ] rfs . (6)1=1З д е с ьт  =  s +  а , I , (s) =  I, (а, 0 , s), р0 (s) =  р0 (а, О, s), (7)

•Л О )  =  Р, (<*> О . s); * — 1 , 2р е ш е н и е  х а р а к т е р и с т и ч е с к о й  с и с т е м ы
д №  dp0 а №—  =  1d s  * ’ «Я, mЛ dp, ’ e/s <9т ds

д з т / =  1 , 2 , (8 )
о т в е ч а ю щ е е  н а ч а л ь н ы м  у с л о в и я м

5 - 0  а ’ 5  5 = 0  “  ^ 0  ( ° 0 »  А > 5=0е  =  ( c o s  0 , s in  0) —  е д и н и ч н ы й  в е к т о р .
3 ^ ( р \  т ) , р =  I р I  о п р е д е л я е т с я  р а в е н с т в о м

W  =  [Р2̂  +  Ч~г ( А О " 1*.-г д е  в в е д е н ы  о б о з н а ч е н и я

5=0 ^ * е »Ф у н к ц и я (9 )Г а м и л ь т о н а

K o  = f  ni №  (у г di, n i0 = }  щ°> (о p dc,
0

( 10)

( N i H l W f  <K.0Н а ч а л ь н ы е  д а н н ы е  Q m и  K m д о л ж н ы  у д о в л е т в о р я т ь  у с л о в и я м  с о г л а с о в а н и я
й ш =  ( К гт ,  1 0, ( а ) ,  а ) ,  =  К т ( v  ( а ) ,  е )  -  ф  ( а ) . ( 11)R  п о с л е д н е м  р а в е н с т в е  и  в ф о р м у л е  (6 ) <р(а) —  ф а з а  и с т о ч н и к а  ф (т ) в м о м е н т  в р е м е н и  т =  а ;  ч е р е з  v ( a )  в  (1 1 ) о б о з н а ч е н а  б е з р а з м е р н а я  с к о р о с т ь  д в и ж е н и я  и с т о ч н и к а  в  м о м е н т  в р е м е н и  т  =  a :  v  ( а )  =  d \0 (x)/dx  _  =  d \Q (a)/da .П а р а м е т р ы  a ,  0 , в х о д я щ и е  в н а ч а л ь н ы е  у с л о в и я  ( 9 ) ,  и  н е з а в и с и м а я  п е р е м е н н а я  

s  п р е д с т а в л я ю т  с о б о й  п р о с т р а н с т в е н н о - в р е м е н н ы е  л у ч е в ы е  ( П В Л )  к о о р д и н а т ы . С  д е к а р т о в ы м и  к о о р д и н а т а м и  £2 и  в р е м е н е м  т о н и  с в я з а н ы  п е р в ы м и  т р е м я  у р а в н е н и я м и  ( 7 ) .  П В Л  к о о р д и н а т а  а  и м е е т  с м ы с л  в р е м е н и  и з л у ч е н и я  п о л я  н о р м а л ь н о й  в о л н ы , н а б л ю д а е м о г о  в  м о м е н т  в р е м е н и  т в  т о ч к е  с  к о о р д и н а т а м и  ( ! , ,  К о о р д и н а т а  0 —  у г о л  м е ж д у  с к о р о с т ь ю  и с т о ч н и к а  v ( a )  в м о м е н т  и з л у ч е н и я  
х  =  а  и  п р о с т р а н с т в е н н о - в р е м е н н ы м  л у ч о м  ^  =  | / а ,  0 , s ) ,  к о т о р ы й  в ы х о д и т  и з и с т о ч н и к а , н а х о д я щ е г о с я  в т о ч к е  ( | l0( a ) ,  | 20( а ) )  (Ъ0(а) =  ( | 10(ос), £20( а ) ) ) ,  и  п р и х о д и т  в  т о ч к у  н а б л ю д е н и я  ( £ ,,  £2) .  И ,  н а к о н е ц , s  —  в р е м я  р а с п р о с т р а н е н и я  в о л н о в о г о  в о з м у щ е н и я  о т  и с т о ч н и к а  д о  т о ч к и  н а б л ю д е н и я  в д о л ь  п р о с т р а н с т в е н н о - в р е м е н н о г о  л у ч а .  ( Л у ч е в ы е  к о о р д и н а т ы , с о о т в е т с т в у ю щ и е  р а з н ы м  н о р м а л ь н ы м  в о л н а м , р а з л и ч н ы , п о э т о м у  о н и  д о л ж н ы  б ы л и  б ы  и м е т ь  и н д е к с  т. Э т о т  и н д е к с  о п у щ е н  д л я  с о к р а щ е н и я  з а п и с и .)  (В  д а л ь н е й ш е м  п р е д п о л а г а е т с я , ч т о  я к о б и а н  п е р е х о д а  о т  д е к а р т о в ы х  к о о р д и н а т  к  л у ч е в ы м  J m =  I D ( £ , ,  £2, x ) / D ( a ,  0 , s ) l  о т л и ч е н  о т  н у л я .)Д л я  с т а р ш е г о  к о э ф ф и ц и е н т а  т) р а з л о ж е н и я  а м п л и т у д н о й  ф у н к ц и и'4 io (§>  т) в - р я д  п о  с т е п е н я м  х  в  р а б о т е  [1 1 б ы л а  п о л у ч е н а  ф о р м у л а1016



•42 (5, t) =  9®  (a , 0) [ -  (30<“V3T) M l / m r *  x

X  exp  { -  \  /  [ « ,  v x  h) (£> (Л))2/ Л ^  -  L ^ / Л С  1 A  },где v£ —  групповая скорость (скорость распространения волновою  возмущения вдоль пространственно-временного луча) ,  которая определяется равенством
= d \ / d s  =  дЗт  (р2 (а , 0, s ) , I  (а , 0, s) , s  +  а)/dp,А

и L 2mО -  S (ди2/дт) (О ]2 dt,. Ф ункция 53“>(а, 0), не зависящая от лучевой ко -Оординаты s , и потому постоянная вдоль л у ч а , называется коэффициентом возбуждения нестационарной нормальной волны номера т  в адиабатическом (главном по е) и старшем по х  приближениях.В адиабатическом (главном по е) и старшем по х  приближениях волновое поле нестационарной нормальной волны и^  вычисляется по формуле
=  exp и  (q/z) Off> а , Т ) ] 5 $  (а , 0) [ -  ( д ^ / д х )  х  (12)

X  Г и exp { -  i  j  [(v® v ,  К) с е  (Л))2/ Л ^  -  
-  L / л С  1 А  } / «  (£, 5 , т).П о сл ед у ю щ и е коэф ф и ц и ен ты  р азлож ен и я I  >  1 ам пли тудн ой ф у н к ц и и  

Л л  п о  степен ям  х  удовлетворяю т неоднородным ур авн ен и ям  п ер е н о са , при интегрировании которы х возн и каю т постоянны е интегрирования 5 ^ ( а , 0) —  коэф ф и ц и ен ты  возбуж ден ия в стар ш и х п ор яд ках п о  х . К оэф ф и ц и ен ты  во збуж ден и я Э Д ( а , 0), / >  0 зави сят от п олож ен и я и д р уги х характери сти к д ви ж ущ егося и сточн и ка в момент и злучен и я поля норм альн ой волны . Они н аход ятся на основе п р и н ц и п а локальности из сравнения старш его по г члена р азлож ен и я (1) с  н естаци он ар н ой  норм альной волной того ж е  номера в точн о реш аем ой  зад аче со стратиф ици рован н ы м  водны м слоем  и и ст о ч н и к о м , д ви ж ущ и м ся  в атм осф ере равном ерно и прям олинейно на ф и к си р о ванной вы соте.В  соответствии с принципом локальности будем считать, что волноьое поле рассм атриваем ого и сточн и ка в достаточно малой его окрестности в момент и зл учен и я (т. е . при т =  а ,  произвольны х 10, 2л) и £ Е  [0, h)  и при м ал ы х s ) в главном  п ри бли ж ен и и  по 5 совп ад ает с волновы м полем м одельного и ст о ч н и к а, д ви ж ущ егося на вы соте рассм атриваем ого источника £о(т) *х-а и с его скоростью  v =  d\Q(x)/dx\ а. Ч аст о т у и ам п л и туд у модельного и сточн и ка сч и таем  постоянны м и и равны ми -<p'(T)U -a  и A T)U=<* соответствен н о , т . с .  совп адаю щ и м и  с частотой и ам пли тудой рассм атри ваем ого источн и ка в м ом ен т и зл у ч ен и я . З а  сч ет  выбора п ар ам етр а q  всегда м ож но добиться вы полнения равенства —ф'(т) Itsa =  1, п оэто м у будем  сч и тать источн и к гар м он и чески м  и его б езр азм ер н ую  частоту —  равной ед и н и ц е. Водный сл о й , н ад которы м д ви ж ется модельны й и ст о ч н и к , счи таем  слоем постоянной глубины,  однородны м по горизонтальны м  п ер ем ен н ы м , и т ак и м , к а к и м  он является над источником  в м ом ент и зл у ч е н и я , т . е . при 
\ -  5o(d)* Д л я  простоты будем сч и т а т ь , что рассм атриваем ы й источник в м ом ент и зл учен и я д ви ж ется вдоль оси £,. Т огда траекторию  движения модельного и сточн и ка м ож н о задать ур авн ен и ем  %0(х) =  гДе e i —  единичны й вектор оси ' 1017



З а д а ч а  о  в о л н о в о м  п о л е  м о д е л ь н о г о  г а р м о н и ч е с к о г о  и с т о ч н и к а  р е ш а е т с я  т о ч н о  с  п о м о щ ь ю  п р е о б р а з о в а н и я  Ф у р ь е  п о  в р е м е н и  и  п о с л е д у ю щ е г о  р а з д е л е н и я  п е р е м е н н ы х  п р и  п о с т р о е н и и  с п е к т р а л ь н о й  ф у н к ц и и  ( с м . р а б о т у  [ 2 ] ,  в  к о т о р о й  с п о м о щ ь ю  п р е о б р а з о в а н и я  Ф у р ь е  б ы л о  п о с т р о е н о  р е ш е н и е  з а д а ч и  о  п о л е  т о ч е ч н о г о  г а р м о н и ч е с к о г о  и с т о ч н и к а , д в и ж у щ е г о с я  р а в н о м е р н о  и  п р я м о л и н е й н о  в  с т р а т и ф и ц и р о в а н н о м  в о д н о м  с л о е ) .И м е я  в  в и д у  о п р е д е л и т ь  к о э ф ф и ц и е н т ы  в о з б у ж д е н и я  Щ ( а ,  0 ) н а  о с н о в е  п р и н ц и п а  л о к а л ь н о с т и , в ы ч и с л и м  п о  ф о р м у л е  (1 2 ) в о л н о в о е  п о л е  н е с т а ц и о н а р н о й  н о р м а л ь н о й  в о л н ы  в  а д и а б а т и ч е с к о м  и  с т а р ш е м  п о  х  п р и б л и ж е н и я х  д л я  т о ч е ч н о г о  г а р м о н и ч е с к о г о  и с т о ч н и к а  (ср(т) =  т ) , д в и ж у щ е г о с я  н а  в ы с о т е  £0( а ) п о  з а к о н у  | 0(т) =  ггте, н а д  с т р а т и ф и ц и р о в а н н ы м  в о д н ы м  с л о е м  с  п о к а з а т е л е м  п р е л о м л е н и я  
nw =  n jt »  £о(а ) )  и  с  п о с т о я н н о й  г л у б и н о й  h =  A ( £ o ( a ) ) . Д л я  т а к о г о  с л о я  и н т е г р а л ы  Л ^ о ,  N1# и  (N m0') 2 ( с м . ( 1 0 ) )  н е  з а в и с я т  о т  |  и  т , п о с к о л ь к у  в ы ч и с л я ю т с я  п о  ф и к с и р о в а н н о м у  п р о м е ж у т к у  [0, Л(|0(а)) J, а  и х  п о д ы н т е г р а л ь н ы е  ф у н к ц и и  с о о т в е т с т в у ю т  ф и к с и р о в а н н о м у  з н а ч е н и ю  £  =  | 0( а )  и  н е  с о д е р ж а т  т . П о э т о м у  х а р а к т е р и с т и ч е с к а я  с и с т е м а  (8) п р и н и м а е т  в и д

dx d l ,  NloP, dp0 dpt _  n
d s ~ 1' d s - A f i J W t f ) '  d s  -  U ’ d s  * l !Н а ч а л ь н ы е  д а н н ы е  ( с м . р а в е н с т в а  ( 9 ) )  з а п и ш у т с я  в  ф о р м е=о= а > 5 =  0 =  ш е „  р0

5 =  0
=  - Q ml Р =  / С е ,т 7п р и ч е м  в ы п о л н я ю т с я  у с л о в и я  с о г л а с о в а н и я  ( с м . (1 1 ))

(1 3 )
(1 4 )

« т  =  ^ 0 )Ю .  Q a =  K mv c o s f > + \ .  (1 5 )И з  п о с л е д н и х  т р е х  у р а в н е н и й  с и с т е м ы  ( 1 3 )  с л е д у е т ,  ч т о  р 0 и  р  п о с т о я н н о  в д о л ь  л у ч а ,  и  в  с и л у  (14): р0(a , 0, s) = - Q m, р ( а ,  ft, s) =  К те. С л е д о в а т е л ь н о ,  в  р а с с м а т р и в а е м о м  с л у ч а е  п р о с т р а н с т в е н н о - в р е м е н н ы е  л у ч и  —  п р я м ы е  л и н и ит  =  а  +  5 , 5  =  +  s v £ , (1 6 )гд е
^  =  ^ е ,  г£ =  (17)—  г р у п п о в а я  с к о р о с т ь  н о р м а л ь н о й  в о л н ы , о с т а ю щ а я с я  п о с т о я н н о й  в д о л ь  п р о с т р а н с т в е н н о - в р е м е н н о г о  л у ч а .  Ф а з о в а я  ф у н к ц и я  0 ^ ( 5 ,  т) и  я к о б и а н  в П В Л  к о о р д и н а т а х  а ,  0 ,  s  л е г к о  в ы ч и с л я ю т с я :

а ,  т) =  - а  +  ( -  п я +  « )  s , (18)
К  =  ̂Ю 2 11 -  Р„ cos 0 + Pi {d rfijd Q .J XX sin2 0 (1 -  (Sm cos О)-1 ], pm = vhPm. (19)Н а й д е м  с в я з ь  д е к а р т о в ы х  к о о р д и н а т  £2 и  в р е м е н и  т  с  П В Л  к о о р д и н а т а м и . Е с л и  в м е с т о  и  | 2 в в е с т и  к о о р д и н а т ы  ( с м . р и с у н о к )
* = [ ( « -  У 2 +  Ц  Ф  =  arclg \(т -  l ) / l 21, (20)то формулы связи будут иметь следующий простой вид:
tg Ф =  (pw -  cos 0)/sin &, т -  а  =  R cos (0 -  0 ) / ( v s i n  ft). (21)1018



В  к о о р д и н а т а х  R ,  Ф ,  т  и м е е м  0£> =  — т  +  K mR  s in  ( 0 - Ф ) ,
=  к -  c o s  01 [1 -  р * c o s 2 Ф  (1 -  K mc h fJ d Q m) ] x

x  [(1  — P m c o s  0) I s in  Ф 1П я т ь  в е л и ч и н  a ,  0 ,  s ,  K m и  Q m с в я з а н ы  т р е м я  у р а в н е н и я м и  (1 6 ) и  д в у м яу р а в н е н и я м и  ( 1 5 ) , и з  к о т о р ы х  о н и  и  м о г у т  б ы т ь  о п р е д е л е н ы . П р и  ф и к с и р о в а н н о м  а  в е л и ч и н ы  0 , К т и  Q m,  в х о д я щ и е  в ф о р м у л ы  ( 1 8 ) , (1 9 ) н а х о д я т с я  и з  р е ш е н и йт р е х  у р а в н е н и й : д в у х  у р а в н е н и й  (1 5 ) и  п е р в о г о  у р а в н е н и я  ( 2 1 ) .П о д с т а в и м  н а й д е н н ы е  з н а ч е н и я  д л я  0 ^  и  J m в  в ы р а ж е н и е  (1 2 )  и  в о с п о л ь з у е м с я  ф о р м у л о й  (1 7 )  д л я  м о д у л я  г р у п п о в о й  с к о р о с т и  гР. Т о г д а  д л я  н е с т а ц и о н а р н о й  н о р м а л ь н о й  в о л н ы  в  а д и а б а т и ч е с к о м  и  с т а р ш е м  п о  х  п р и б л и ж е н и я х  п о л у ч и м
« 2  = g S  ( * » О) , ____________________ (1 -  P m c o s  0 ) I s in  Ф1_____________________

(K Ji)»  ' l p m -  COS 01 [1 -  К . c o i 2 Ф  (1 -  K Jx P Jd Q .J  ] J U2
X  /т0) a )  e x p  { / 0 ? / e )  [ - T  +  s in  ( 0  -  Ф )  ] } ,  (2 2 )гд е  Ы )  =  а ) й г  —  н о р м и р о в а н н а я  с о б с т в е н н а я  ф у н к ц и я  о д н о р о д н о й  з а д а ч и  Ш т у р м а  —  Л и у в и л л я  ( 5 ) .С у п е р п о з и ц и я  н о р м а л ь н ы х  в о л н  ^  =  ы£0) д а е т  в  а д и а б а т и ч е с к о м  и  с т а р ш е м

тп о  х  п р и б л и ж е н и я х  а к у с т и ч е с к о е  п о л е , п о р о ж д е н н о е  в  в о д н о м  с л о е  и с т о ч н и к о м , д в и ж у щ и м с я  в  а т м о с ф е р е , з а  в ы ч е т о м  б о к о в о й  в о л н ы , к о т о р а я  в  р а с с м а т р и в а е м о й  з а д а ч е  и м е е т  х а р а к т е р  п р и п о в е р х н о с т н о й  в о л н ы  и  э к с п о н е н ц и а л ь н о  з а т у х а е т  п о  г л у б и н е .С  д р у г о й  с т о р о н ы , е с л и  и н т е г р а л  Ф у р ь е ,  п р е д с т а в л я ю щ и й  н е с т а ц и о н а р н у ю  н о р м а л ь н у ю  в о л н у  и ^  м о д е л ь н о й  з а д а ч и , з а м е н и т ь  е г о  а с и м п т о т и к о й  п р и  (iq lz)K mR  »  1 , н а й д е н н о й  п о  м е т о д у  с т а ц и о н а р н о й  ф а з ы , и  э т о  в ы р а ж е н и е  р а з л о ж и т ь  п о  с т е п е н я м  х ,  т о  д л я  и^  в и с п о л ь з о в а н н ы х  о б о з н а ч е н и я х  п о л у ч и м  с л е д у ю щ у ю  ф о р м у л у :
А  (а) I s in  Ф 1 /г..(0)_ J»и/4 _______ ^  ________  f --------------------------- -  -----------------------------  I^  [ 8 л  (q/г) K mR  Г  ' I p m- c o s 0 l  [1 - p j ,  c o s 2 Ф  (1 ] 1

exp [—iq ( «  -  К 1 Г  U  ( « )  J ( 0 ) „X  :  ,v  J m  ( . У  x9 ( «  -  K , r

x  e x p  { /  ( q /t) [ - T  +  K mR  s in  (О  -  Ф )  1} (23)1019



Приравнивая правые части формул (22) и (23), находим коэффициент возбуж
дения:

(a, if) =  е * * '4
A  (a )  exp { - i q  (nJQ* -  К 2т) 1/г £* (а) ]

[8л О / е) ]* Я № 1  -  К 1 Г

х (1 — cos 0)-U2 [ d C  ( 0 ) / d a (24)

Напомним, что вес величины, входящие в формулу (24), вычисляются при 
'фиксированном £ =  £0(а).

Следует заметить, что формула для нестационарной нормальной волны, по
лучаемая из интеграла Фурье по методу стационарной фазы, справедлива при 
любых значениях х. Она отличается от формулы (23) заменой собственных 
функций на нормированные резонансные функции f m =  f m (Q (Л^)"1'2, где

A
= /  f-m (£) dt,. Величины Q m и K m будут связаны соотношениями (11), в первом о

из которых функция 3 №  должна быть заменена на ЗСт (см. (11 (21)). В формулу 
для 3(т вместо вещественных интегралов А/^,, N zm0, 0VmO')2 входят соответствующие 
им комплексные значения ((1 ] (19), а также дополнительные члены порядка 
О(х). Разлагая формулу для нестационарной нормальной волны, получаемой из 
интеграла Фурье по методу стационарной фазы, по степеням х и сохраняя члены, 
содержащие х', / > 1, можно вычислить старшие коэффициенты возбуждения ^ ( а , 0) , / >  1 .

Объединяя формулы (12) и (24), получаем окончательное выражение для 
нестационарной нормальной волны в адиабатическом и старшем по х прибли
жениях:

л м“ 3  =  * * *  I t o f a / e ) '] *  ^  *
X exp { I (д / в) 0£?> ( I , т) -  I(vS, Vx/<) O P  W /X lo  -

-  *£o /«io  ] d s }  n  (C, S. X) x

X Г / 1 - В  cos o r *  exp Ы<?  ~  * ■ > "  ^  <«>1 <°> 1 IL I1 *  J k (25)

Для того чтобы проследить изменение во времени различных характеристик 
нестационарной нормальной волны фиксированного номера т ,  рассмотрим сле
дующий частный случай. Пусть скорость распространения звука в водном слое 
постоянна ( ^ „ = 1 ) , а глубина слоя h  зависит только от т. е. Л =  
Гармонический источник (<р(т) =  -т )  постоянной амплитуды А  движется по 
траектории (^(т), vtf 0) в направлении оси £, с постоянной горизонтальной
безразмерной скоростью v <  1 (т. е. размерная скорость движения источника 
меньше скорости звука в воде).

Собственные значения задачи Штурма — Лиувилля (5) при n w з  1 и 
h  =  А(Ь), очевидно, равны (р^})2 =  MjjJVdi)2 -  л ^ " 2А~2 (*£,), где 
а,„ =  я ( т  +  1/2), m = 0, 1, . . . . В качестве собственных функций возьмем сразу 
же нормированные собственные функции (£, £,) = |2/А (£,) I^  х
X cos [ат (1 -  X J h  (g,)) ]. Тогда =  Л^, = 1,. (Л ^ ')2 =  t£//i2 (£,), и характери- 
стическая система (8) с начальными условиями (9) запишется в форме1020



d x  _
d s 1, dl

d s
p ‘

lP1 +  aiq-2h-2 a,) Г  ’ = 1 ,2 ,

1О : О d P , f t e - ' h - *  (I.) A- a ,) _  0 (26)
d s d s [p2 +  ^ - 2A-2 « ,)  ]'* ’ 6/5 *
* l,-o =  a . 5 1,=0 =  W | ,  Р о |1= о = - й .ГЯ» P 1 J = 0 = (27)

где е, — орт оси i, . Условия согласования (11) принимают вида» =  [*i + <4<г V  lw. a. =  cos о + l.
Здесь /г0 =  Л(глх) — глубина водного слоя под источником в момент излучения
т =  а.

Поскольку уравнение для />, может быть записано в форме 
d p ]/ d s  =  - а ^ ц ' Ч  (h r 2) / d s ,  система (26) легко интегрируется. Выпишем ее ре
шение, удовлетворяющее начальным условиям (27),

т = а +  5, /  « 1  (■ *) 1"' I =  S, Е2 = (28)Id
Ро =  - я » .  Pi =  ( У .  Рг =  & А

где «2 . а , )  =  a ; '  { ^ т  COS2 0 +  <£«Г2 [ А -2 -  А - 2 (Е,) 1 Г , t &  =  K MQ - '  sin О

— составляющие вектора групповой скорости в точке с декартовой координатой 
£, и лучевыми координатами а , 0. Фазовая функция 0^ (|, т), вычисляемая по 
формуле (6), в рассматриваемом случае принимает значение*. • '  ‘  f  .

0LO) =  - а  +  Qm [ - 1  +  (*& )*] s +  й м /  i£, (.х) Лс.ТО
Якобиан =  ID(£,, t)/Z>(a, О, 5)1 находится с помощью равенств (28), свя
зывающих декартовы и лучевые координаты, и оказывается равным• *.

К  = О,) { К г  -  s ih P J d a t f  К ,  (ж))-2 «  (*)/а0) d x  +
+  [wtg 0 / < 2 -  1 +  /  (t£  (.v))-2 (dt& (*)/**) d x ]  s  (di£2/d(>).то

Производные составляющих групповой скорости выражаются через производные 
от К т и Q m, которые находятся из продифференцированных по а и 0 условий
согласования

(29)<4 V d K m ! ! X v  sin 0m Ж
da <7* Aq Qmu c o s 0 - i C „  ’ di> ‘ * COS о -  ’

am V  v 2 cos 0 3 A >  sin 0
da Q2 h\ Q mv  cos 0 - K m ' dO - Qmv cos 0 -  K m '

где V  =  d h / d \ x *1=ш * 1021



Вычислим, наконец, множитель в формуле (25), содержащий интеграл по s. 
Так как в рассматриваемом случае = 0 и Л

-  \  (v® V X A) </т ( Л ) ) 7 < 0 =  -г& А' ( Е ,) М  ( У  =  — I А ' ( I ,)/ h  а , )  | ( d l ,/ c is ) ,  
то • 7

ехР I -  \ I № £, V x Л) (£°> (А))2/ * 2*, -  L ^ / A ^  ] *  } -  
*1 .

=  exp { -  /  \h‘ (х)/А (x) \ d x \  =  h j h  (£,).
X X X

В результате формула (25) сильно упрощается:

" а  -  ‘  Щ )  I а ‘-  о  -  S -  ■“  ■°> ■к  Г “  X*4
х exp { i (q / г )  Г - а  +  Q m ( -1  +  (i£2)2) s  +  Q „  f  t£, (x )  d x  1} x'  t«  J -(Q2 -  /С2)1'2 / _ п **  (AqA  ( i , ) ) w e x p  I - < *  ^ (ct) 1 x
x  cos а„ (1 -  l /h  (I,)), (30)

где

l  = (»«. 0) v [ <  | w . u . o , ] "  ==  v Q mK -I
Для того чтобы еще больше упростить формулу (30), предположим, что 

зависимость А от линейная: Л =  Х£,, X > 0, и точка наблюдения имеет координаты (С» 0). Тогда угол 0 равен нулю или л . Если для определенности считать, что
источник приближается к точке наблюдения, то 0 = 0 .  При сделанных допол
нительных предположениях связь лучевых координат a, s  с координатой £, и 
временем т будет задаваться формулами

т =  a  +  s, /  (г  ̂(х , а )  ]"' d x  =  s ,  ■ (31)

=  К  +  a b r j h о"2, й я =  v K m +  1, (32)

где теперь А0 =  \ ш  и через

<  (X , a ) =  Q " 1 {Ю т +  я** -1 [Ао-2 -  ( Ь ) - 2]}«* =  {1  -  a* (Я ^ Я х ) " * }*

обозначен модуль групповой скорости нормальной волны, излученной в момент 
времени т =  ос и измеряемой в точке =  х  (при £2 =  0 имеем v£ =  (г£, 0)).

Если решения уравнений (32) комплексны, то фаза волны (30) имеет отри
цательное вещесгвенное слагаемое, поэтому волна будет затухать с ростом 

-  ш .  Найдем момент времени а  =  а'т,  когда излучаемая нормальная волна с 
номером т  становится распространяющейся. (В момент времени т =  а'т источник 
пролетает над водным слоем, глубина которого А =  кш 'т соответствует глубине, 
при которой нормальная врлна частоты йт становится распространяющейся).

Система уравнений (32) будет иметь вещественные решения, если дискри-1022



минант D „  уравнения ( K mv  4- l)2 =  №т +  ут = неотрицателен, т. е.
если Dm = 1 -  (1 -  г/)^ > 0. Дискриминант D m обращается в нуль при 
Ym =  1/(1 -  v2)1'2. Заменяя здесь ут на a J ( q k o а^), находим искомый момент 
времени а'т =  (1 — г^у/1а т/ (q kv). Значению а  =  а*т соответствует частота 
£2т = Q'm = 1/(1 -  v2)1*2, волновой вектор К т =  К вт =  v /(1 -  г/)1,2 и модуль груп
повой скорости

п ,  ,  ч _  J ? ,_______ / 1__________1_ \ 1 ̂  __ ( , _________ _________
^  I * .  -  1 ^  +  д> (Q 'J2  Х2 ^ ^  ( a . j2  Х2 )  ) . ~  ( (Q ^ )2 t f W  < *✓
Момент прихода нормальной волны номера т ,  излученной в момент времени 

а;„, в точку наблюдения (£,£ ,, 0), т. е. время начала се регистрации т = в 
точке наблюдения, находится из системы (31) при а =  а'т и равно

^  =  <  +  f  i t f i  ( * .  о  г 1 « ь .их.m
В этот момент времени источник находится в точке Со =  ЕоСС)* Сю =  V fn ,  1го =  ° -  Покажем, что > от*т. Действительно, f m -  а ;  =
= / [гЯ (*, а'т) ]"' d x  <  f  V - 1 d x  = (£, -  x a ' J / v ,  откуда и следует, что v f m < До-

т . шт
казанное неравенство означает, что в точке наблюдения (£, 0) распростра
няющаяся в водном слое нормальная волна регистрируется еще до пролета 
над нею источника.

Заметим, что в формулу (30) для нормальной волны и^  при 0 =  0, а  = а'т

0=0, а = а
При а =  а* имеемвходит выражение (1 -  cos 0) J m Р„о = v lt g  (ш -т, a ’J  =  1 и, следовательно, (1 -  cos 0)1 в=0, • = 0. С другой

стороны, при 0 = 0  и а  =  а'т,  как это следует из формул (29), обращаются в 
бесконечность производные от Q m и К т по а и 0, а вместе с ними обращается 
в бесконечность и якобиан J т. Раскрывая возникающую при 0 = 0  и а  -» а 9т 
неопределенность, получаем

(1 -  р„0 cos 0) J m =  €  ( С ,. О  ^  ( 1  -  «*)** х0=0, а*а/я
х a j s  < & ) - '  f  х - 2 [tfi (х, О  Г 3 с/х.

и х т

После этого формула (30) позволяет вычислить нормальную волну номера т  в 
момент т =  т*т ее прихода в точку наблюдения и в последующие моменты 
времени, в частности И/В момент пролета над нею источника т =  vVm.

Заметим, что выполнение формального предельного перехода при а  -> а'т 
нуждается в обосновании. Дело в том, что, с одной стороны, корректный вывод 
формулы (23) при выполнении соотношения pm =  cos 0 должен основываться на 
модифицированном методе стационарной фазы, применимом в том случае, когда 
стационарная точка близка к особенностям подынтегральной функции. С  другой 
стороны, при К т> близких к Qmv co sd , для описания поля нормальной волны 
следует пользоваться разложением, отличным от (1) и содержащим вместо 
экспоненты специальные функции. 1023
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