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В работе осуществлен вывод уравнений для слабых волн в газе из линеаризованного кинетического 
уравнения. Не делается никаких априорных предположений о малости диссипативных членов, про­
странственных градиентов или интеграла взаимодействия. Найденные уравнения на макроскопиче­
ские гидродинамические величины являются точными в том смысле, что по произвольному реше­
нию этих уравнений можно в принципе восстановить точное решение линеаризованного кинетиче­
ского уравнения. Материальные соотношения модели оказываются нелокальными по времени и 
пространству. После вывода определяющих уравнений в приближении малости диссипативных чле­
нов найдены выражения для скорости волны и коэффициента затухания, учитывающие влияние ре­
лаксации и нелокальности.

Реальные газы удовлетворяют соотношениям 
модели Навье-Стокса-Фурье вязкого теплопро­
водного газа с постоянными кинетическими коэф­
фициентами, только когда характерные времена 
внешних воздействий много больше времени ре­
лаксации среды хге1 к локальному термодинамиче­
скому равновесию и когда длины волн много 
больше радиуса корреляции гсог тепловых 
флуктуаций в системе. Для достаточно высо­
ких частот и достаточно коротких волн необ­
ходимо учитывать эф ф екты  наследственности 
и нелокальности. Это обосновано теоретичес­
ки в неравновесной статистической термоди­
намике [ 1 - 3 ] .  Э ф ф екты  релаксации и нело­
кальности особенно существенны, когда газ нахо­
дится вблизи критической точки, так как в этом 
случае хге1 и гсог могут быть сколь угодно велики [4].

В настоящей работе методом, отличным от ме­
тодов Чепмена-Энскога, Трэда и Гильберта, осу­
ществлен вывод уравнений для слабых волн в газе 
из линеаризованного кинетического уравнения. 
Не делается никаких априорных предположений 
о величине диссипативных членов, пространст­
венных градиентов или интеграла взаимодейст­
вия. Материальные соотношения модели оказы­
ваются нелокальными по времени и пространст­
ву. Ранее такая модель чисто феноменологически 
рассматривалась в работе [5], где были найдены 
ограничения на соответствующие ядра, следую­
щие из термодинамики и обратимости во времени 
на микроуровне (аналог соотношений Онзагера). 
Теперь эти ограничения получены, как прямое 
следствие кинетического уравнения. После

вывода определяющих уравнений в приближении 
малости диссипативных членов найдены выраже­
ния для скорости волны и коэффициента затуха­
ния, учитывающие влияние релаксации и нело­
кальности.

Связь кинетического и гидродинамического 
описания, в том числе с учетом эффектов нелокаль­
ности, исследовалась ранее в ряде работ [6 - 14]. 
В работах [15 -17] было предложено модифициро­
вать интеграл столкновения таким образом, 
чтобы учесть гидродинамические эффекты и 
избежать разложения по числу Кнудсена. В на­
стоящей работе использован метод получения ги­
дродинамических уравнений из кинетического 
уравнения с источниками, не зависящий от кон­
кретного вида интеграла столкновения. Найден­
ные уравнения на макроскопические гидродина­
мические величины являются точными в том 
смысле, что по произвольному решению этих 
уравнений можно в принципе восстановить точ­
ное решение линеаризованного кинетического 
уравнения.

В работе используется система единиц измере­
ния, в которой постоянная Планка h  и постоянная 
Больцмана к равны единице. Греческие индексы 
пробегают значения 0 ,1 ,2 ,3 , соответствуя коор­
динатам некоторой инерциальной системы от­
счета х*. Римские индексы /,у, к пробегают значе­
ния 1, 2, 3, соответствуя пространственным коор­
динатам хЗ. Римские индексы А, В пробегают 
значения 0, 1, 2, 3, 4. По повторяющимся индек­
сам производится суммирование, если не оговоре­
но противное.
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Рассмотрим газ бесструктурных частиц с 
массой т , состояние которого описывается 
функцией распределения /  = /(**, vO- Функция 
распределения удовлетворяет динамическому 
уравнению

Э /+  St [f\ . (1)

Здесь St[/] -  в общем случае нелинейный опера­
тор в пространстве функций от скоростей V, кото­
рый мы не будем конкретизировать. Этот опера­
тор удовлетворяет ряду условий [18-21]:

J s t  [/] (xa, v i) d v i = 0 (2)

(сохранение числа частиц при столкновениях),

JVst [/] (xa,v j) d v  = О (3)

(сохранение импульса частиц при столкнове­
ниях),

JV v 'S t [f] (xa,v J) d v k = О (4)

(сохранение кинетической энергии частиц при 
столкновениях),

St \fe] = 0, (5)

где f e -  равновесное распределение

f eW ) = (2 * Г 3х

x e x p ( ( p - | ( v ' - ( / )  (v ' — I f ) )  / Т ) .
(6)

По функции распределения можно вычислить 
плотность и вектор потока массы

р(*Р) = m ^f(J ',vJ) d v \

/ ( / )  = m ^ v fix i, v J) d v ,  

тензор потока импульса

tc'V )  = m JvV /(*pvV v* ,

а также плотность и поток энергии

Е = ~ j v v (fix ^ ,v j) d v ,

й  =  ~ j v iv’vlj(x^ ,v j) d v .

(7)

(8)

(9)

(Ю)

( И )

Согласно (1) - (4) имеют место законы сохра­
нения

Э0р + э /  = о,

d j  + д л "  = 0, 

д0Е  +  Э;(2' = 0.

( 12)

Рассмотрим теперь динамику линейных возму­
щений равновесного распределения

foW ) = (2K)-3e x p ( ( P - | v 'V ) / b ,

причем предположим, что возмущения вызван: 
слабыми внешними силами и источниками ча» 
и энергии.

Будем использовать обычное представлена 
функции распределения при линеаризации [18 - 21]: 
/= /о (1 + ф)-

С учетом источников уравнение (1) преобразу- 
ется к  виду

Э0ф + — L<p = S, (13)

где S = V) -  функция источников, L  -  линей­
ный оператор, определяемый через производную 
от интеграла столкновений:

.-1£ф = / 0 DSt\f0](f0<p). Функции ф, рассматриваемы* 
с точки зрения зависимости от аргументов v', при­
надлежат гильбертову пространству Нт со скаляр­
ным произведением

(ф рф 2) = J/оФ* ф2̂ ' -

(15)

Определим в пространстве Нт операцию /  об­
ращения пространственных компонент импульса:
( / ф ) ( т / )  =  ф ( -  V ')-

Без конкретизации вида интеграла столкнове­
ния можно утверждать, что оператор L  удовле­
творяет ряду условий [18-21]:

L+ = ILI (14)
(следствие обратимости на микроуровне),

(Zxp)* =  Lcp*

(действительность),

L* + L<  0 (16)
(диссипативность).

В широком классе случаев оператор L  комму­
тирует с оператором /, и потому вместо (14) спра­
ведливо более сильное условие: L+ = L.

Кроме того, из (2) - (4), (9) или при дифферен-! 
цировании (5) по свободным параметрам получа­
ются равенства

1 ^  = 0, (17)
где е4 = 1,е‘ -  V, е° = (vV )/2.

Для произвольной функции g координат про­
странства-времени будем обозначать gF преобра­
зование Фурье

gfika) =  Jexp (-i*exe) $ (x V x \
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Применяя преобразование Фурье к уравне­
нию (13), получаем линейное операторное урав­
нение

G<pF — SFy 

G = ik0 + -  L.
(18)

Для дальнейшего удобно ввести ряд обозначе­
ний. Пусть Hh -  подпространство гильбертова про­
странства Нт, натянутое на семейство векторов е*, 
На -  ортогональное дополнение к Hh :Hm = Hh © На. 
Обозначим Ph; Нт — ► Hh> Рс :Н т — -  На -  соот­
ветствующие проекторы. Ih:Hh — ► HmJ a: На — ► 
— ► Нт -  соответствующие вложения. В прост­
ранстве Hh определен метрический тензор ц*8 =
= (е*, ев), с помощью которого можно поднимать и 
опускать прописные латинские индексы. В частно­
сти, определено семейство векторов еА> для ко­
торых (еА, ев) = 5д. Отметим, что согласно (9), (12) 
LHh = OyLHa c:H a.

Предположим, что источниковый член в [8] 
как функция скоростей принимает значения в про­
странстве Hh. С точки зрения гидродинамики такой 
член создает источники частиц т(еА, S) = V, энергии 
т(е°> S) = и внешних сил т(е1, S) = Я . Уравнения 
гидродинамики (7) превращаются в уравнения с 
источниками

Э0Р + Э ,/ = у, 

d j  + djKIJ = F ,  

Э0£  +  Эг<2' =  F°.

(19)

Легко найти формальное решение уравнения 
(18). Действительно, введем обозначения

/I = />лф = е\ е А, ср), а = Р„Ф = Ф -  А. (20)

Ghh = PhGIh, Gah = Р aG Ih,

haGu„ = PhGIu, = PaGIa.

“Гидродинамическая” часть функции распре­
деления очевидным образом находится из систе­
мы линейных уравнений

-1iG hh- G haGa'aGah) h F = Sh a ^ a h f  , l F F*

а “негидродинамическая” часть -  из соотношения

a F  -  GaaGahhF. ( 21)

В этом подходе скорость газа определяется из со­
отношения /  = ри‘ по формулам

й  =  р’ 7 (22)

Плотность энергии, тензор потока импульса и 
вектор потока энергии представляются в виде

1Е = - p a V  + e,

(23)7С''=Ри У + р 6 'У- Л

Q' = Ей + (р6'у -  Tij) \j + q .
Здесь г  -  внутренняя энергия среды, р -  гидро­

статическое давление, задаваемое, например, за­
висимостью р  = р(р, е), которая вычисляется в 
классе равновесных распределений (6) (см. При­
ложение), VJ-  тензор вязких напряжений, cf -  век­
тор потока тепла.

Чтобы получить замкнутую газодинамичес­
кую модель, необходимо выразить xij и cf через 
гидродинамические переменные, в качестве ко­
торых мы будем использовать плотность, внут­
реннюю энергию и скорость.

Обсудим физическую интерпретацию компо­
нент hA при разложении h по базису еА. Для этого 
положим, что для всякой физической величины А в 
рассматриваемой задаче имеет место разложение

0 1 о
по порядку малости А = А + А , где А -  значение ве­

личины в равновесном состоянии, А -  ее линейное

возмущение. В частности, и1 = 0.
Пусть <р -  решение уравнения (13) и справед­

ливы соотношения (20). Легко видеть, что ИА = 
=  ( * \  А) =  (еА, ср).

Отсюда и из соотношений (7), (8), (10) с уче­
том (22), (23) находим

\х =  т  'р , t i  = т  'Р и \  йи =  т  .

Найдем теперь выражения для вектора потока
1. 1.. 

тепла ql и тензора вязких напряжений VJ.
Используя соотношения (11), (23), (21), полу­

чаем

-|Д '/ о -1

1; m . . . I

« ^ ( v W .  ( l - ( T a'aG ah) h F)

-m K h$  1 (v*, hF) ,
(24)

где к  = e +p  -  энтальпия. Заметим, что справедли­
во тождество

( ( lv V V '- K p -V ) ,  h) = 0 ,

которое легко проверить, варьируя параметры в 
классе равновесных распределений (6). С учетом 
этого тождества получаем из (24)

<?V = ~^г ( vV V , Ga'aGahhF) . (25)
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Аналогичным образом из (9), (23), (21) следует 
представление

= m ( ( - v V ) ,  (1 ~G;'aGah)h F) + pF5/;,

которое с учетом тождества

™ ( ( - v V ) , / i )  +pb‘J = О 

преобразуется к виду

i f  = т ( v V , G~'aGahhF) . (26)

Введем вспомогательные величины

AAfiC = AAflC(*Y) = ( e V ,  G~\GaheC) .

Тогда соотношения (25), (26) переписываются 
в компактном виде

*1 W l Л iO A  .

qF = “ 2 Л h/tF'
t '/ = - mA,jAhaf■ (27)

Исследуем свойства коэффициентов А'456’, выте­
кающие из соображений симметрии и ограниче­
ний на оператор L  (14) -  (17).

Отметим сразу, что поскольку Gahe4 = Paik y  = О, 
то А0*4 = 0. Таким образом, выражения для диссипа­
тивных потоков не зависят от функции Л4. Анало­
гичным образом, А,ЛА = 0.

Из инвариантности относительно 3-мерной 
ортогональной группы SO (3) следует представ­
ление:

0/0Xyiki9 А = X2ikh

A0"' = X ,ik{ikj + Х45.., а"0 = X^ikjikj + Х68.., (28)

A'7* = X1ikiikjikl( + Xsikk5ij + Xgiikjbjf.A ikjbik),

где Xa, a  = 0, 1 ,... 9 -  функции компонент ка, инва­
риантные относительно действия группы SO (3). 
Из (15) следует (X̂ A’J )*  = Ха(-к а), что позволяет 
интерпретировать функции Ха, как фурье-образы 
некоторых действительных ядер Ya = Ya(xP) : Ха = 
= В комплексной полуплоскости Im£0 < 0 
функции Ха аналитичны, так как согласно (16) 
имеет место неравенство

G* + G = 2 Im &0-  (L+ + L) <0,

и потому по теореме Пэли-Винера ядра Ya(xP) об­
ращаются в нуль при х° < 0 (причинность).

В силу определения е° = (vV )/2 имеем: А"“ = 0, 
поэтому из (28) вытекают два тождества:

к ^ Х 5- З Х 6 = 0, к ^ Х , -  ЗХ8-2 Х 9 = 0. (29)

Напомним, что диссипативные потоки опреде­
ляются величинами

-  0 I 0 4 О Д
h0 =  ГЮо«+До4/2 , hi = T\iAh . (30)

Подставляя в (30) компоненты метрики Ддз 
(см. Приложение) и выражения для величин /И, 
получаем:

1 0? 1 ,0
И0 = т Т /Г ,  hi = и / Т у (31)

где температура определяется зависимостью Т  = 
= Г(р, е), найденной в классе равновесных состо­
яний (см. Приложение). Выражения (31) показы 
вают, что диссипативные потоки (27) могут быть 
определены через поля температуры и скорости.

Продолжим исследование функций Ха.
В широком классе случаев оператор L комму­

тирует с оператором /, и потому вместо (1.10) 
справедливо более сильное условие: L * = L.

Рассмотрим B°V = - ik ^ A ^ .  Как легко видеть, 
справедливо представление

Ba P = {Gahea,G -\G a/ ) , (32)

откуда с учетом (1.10) получаем соотношения 
симметрии Онзагера:

В“\ к 0, к,) = £a£pBPa(*o, -к,) (33)

где £о = 1, £, = -1 . Подставляя в (33) выражени
(28) для случая, когда a  = 0, Р = г, получаем одн 
нетривиальное соотношение
-  ik0X2 + kjkjX5 - Х 6 + ik0X l -  кfaX з + Х4 = 0. (34)

Получим теперь ограничения, вытекающие из 
условия диссипативности (16). Имеет место пред 
ставление

Re Baa= l- ( G ahea, (G~al + G :; ')G ahea) =

= 4  (G : 'G hea, {L+ + L) G~[G hea) .

Отсюда вытекает неравенство ReBaa > 0, гд 
суммирование по а  не производится. Подставл 
в это неравенство выражения (28) для случае 
a  = 0, /, получаем неравенства

R e(- ik0Xо + ккк^С^) > 0,
Re ( -  (kikj) {кккк)Хп + ккккХ% + (35

+ Х 9(кккк +  kjkt)  4- i ^ k ^ X 3 -  ik0X 4 ) >  0 ,

где в последней формуле суммирование по i от 
сутствует.

Поскольку диссипативные потоки дол 
обоащаться в нуль при поступательном движен: 
однородной среды, должно выполняться равен

*о1*„ = о = 0. = 0. *б1*а = 0 = 0
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На этом газодинамическую модель можно 
считать построенной. Газодинамические пере-

1 1 1 *
менные р, £, и подчиняются уравнениям (19). 
Диссипативные потоки определяются выражени­
ями (27) с помощью набора скалярных функций 
(28). Эти функции связаны тождествами (29), (30), 
(34) и удовлетворяют неравенствам (35), обуслов­
ленным диссипативностью системы. Отметим, 
что для достаточно медленных процессов и длин­
ных волн (т.е. в пределе ка — ► 0) рассматривае­
мая нелокальная модель переходит в модель На- 
вье-Стокса-Фурье. При этом величину С, =

= т2 (2Т2) X- следует отождествить с коэф­
** = о

фициентом теплопроводности, а величину (I =
0-1

= 2т Т Х9\к _0 с коэффициентом сдвиговой вяз­

кости. Объемная вязкость, так же как и в теории 
Чепмена-Энскога, равна нулю для одноатомного 
газа [21].

Исследуем теперь распространение свободных 
волн в приближении слабой диссипации. Линеари­
зуем уравнения (12) и вычислим детерминант Д по­
лученной линейной системы уравнений. В резуль­
тате несложных вычислений находим:

А = 1к0Р{Р129 ■

p t = ф m~'ik0+ c ,) (Щ,+с4+*(с, + ЗЬ<

х m-1 (ik0)~l ) ) +5 (С2 + + С3) ,

P2 = ik0fi + sC4,

s= kjkj, C, = ~m 2s ^ 2X2, C2 = l-msT~\sX3 -  X4),
Z* Z*

C3 = 2 m ’T^2X6, C4 = m s^ 'X g ,

C5 = - ( 2 X S + X9) m f ' .

Поэтому дисперсионное уравнение Д = 0 распа­
дается на уравнение Р, = 0, соответствующее про­
дольным модам, и Р2 = 0, соответствующее попе­
речным модам. В приближении малой диссипации 
(С4 —► 0) поперечные моды не распространяются, 
хотя если диссипация не мала, это становится воз­
можным [22]. Для продольных мод рассмотрим, 
Например, волны, распространяющиеся вдоль оси 
О*1 с некоторой фиксированной частотой со = к0, 
и обозначим п = кх -  волновое число. Тогда v  = 
^ |co/ReA2| — скорость волны, 8 = -Im  nsign(Rew) -  ее

декремент. В низшем бездиссипативном прибли-
1/2

0жении из уравнения Р у = 0 имеем v  = '5 Tm

ft о 0-1 
Ь = 0, п = v  со. В следующем приближении полу­

чаем v  = v (  1 -  п *ReA), к = ImA, где

А = ‘3 'm /C, + Н  '3  ,_i(C4 + j Cs) +

+ 5Л ^ \ с 2 + ТС7) .

Итак, получены определяющие соотношения 
и динамические уравнения для гидродинамичес­
кой модели, следующей из линеаризованного ки­
нетического уравнения с источниками. Эта мо­
дель эквивалентна исходной кинетической моде­
ли, поскольку по произвольному решению 
уравнений гидродинамически с помощью соотно­
шений (31), а затем (21) можно восстановить ре­
шение исходного кинетического уравнения. На 
основе гидродинамических уравнений найдены 
поправки к  скорости волны и коэффициенту по­
глощения, обусловленные эффектами нелокаль­
ное™ и наследственности в одноатомном газе.

Приложение
В настоящем приложении приводятся форму­

лы, используемые в тексте статьи. По равновес­
ному распределению (6) можно взятием стандарт­
ных гауссовских интегралов вычислить термоди­
намические функции:

о/?
р -  m (2ппг/Т) “ ехр((х/7). р  = рТт -1

2 -1tm .

Используя определения термодинамических 
функций в равновесном покоящемся состоянии, 
несложно вычислить компоненты метрики ту**:

Л44 = pm 2,

i f  =  8P p m ', i f  =  Л'4 =  Л0' =  Л4' =  0, 
Обращая матрицу г\АВу получаем ковариант-

ные компоненты метрики:

Ло0 = ^ Г У '/ П 2, Ло4  =  Лад = - Г 'р  'mz,

5
Л 4 4 = 2 Р т’

Л ц =  5W  Лю = Л<4 = Л о, =  Л4, =  0.

1 -1 2
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Propagation of Weak Waves in Gas: Transition from the Kinetic Description
to the Gasodynamic Description

O. Yu. Dinariev

Equations for weak waves in gas are derived from a linearized kinetic equation. No prior assumptions on the 
smallness of dissipative terms, spatial gradients, and collision integral have been made. The equations obtained 
for macroscopic hydrodynamic quantities are exact in the sense that one can, in principle, reconstruct the exact 
solution of the linearized kinetic equation from an arbitrary solution of these equations. The constitutive rela­
tions of the model prove to be nonlocal both in time and in space. From the derived governing equations, in the 
approximation of small dissipative terms, expressions for the wave velocity and attenuation coefficient are ob­
tained. These expressions allow for the effects of relaxation and nonlocal behavior.
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