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Р а с с м о т р е н а  з а д а ч а  м а к с и м и з а ц и и  э н е р г и и  с л а б о й  у д а р н о й  в о л н ы  в  п л о т н о й  с р е д е  з а  с ч е т  в ы б о р а  
о п т и м а л ь н о г о  п р о ф и л я  д а в л е н и я  н а  г р а н и ц е  в е щ е с т в а .  Д в и ж е н и е  с р е д ы  о п и с ы в а е т с я  у р а в н е н и е м  
Б ю р г е р с а .  Д л я  э к с т р е м а л ь н о  б о л ь ш и х  ч и с е л  Р е й н о л ь д с а  р е ш е н и е  п о с т р о е н о  с  п р и в л е ч е н и е м  п р и н ­
ц и п а  м а к с и м у м а .  П о к а з а н о ,  ч т о  э н е р г и я  к о р о т к о г о  у д а р а ,  к о т о р ы й  м о д е л и р у е т с я  н а  г р а н и ц е  5 - и м ­
п у л ь с о м ,  я в л я е т с я  в е р х н и м  п р е д е л о м  э н е р г и и  п р о и з в о л ь н о г о  и м п у л ь с а  с ж а т и я ,  и м е ю щ е г о  н а  г р а н и ­
ц е  т а к о й  ж е  и м п у л ь с  д а в л е н и я .

1. Во многих задачах физики удара представ­
ляет интерес оптимизировать динамические па­
раметры ударно-волнового сжатия на некотором 
расстоянии от границы вещества за счет измене­
ния профиля давления, приложенного к границе. 
Теоретические вопросы этой проблемы рассмат­
ривались, например, в [1, 2], экспериментальные -  
в работах [3, 4]. Существует, вообще говоря, два 
разных типа задач. Первый -  минимизация энтро­
пийных потерь в массе вещества, заключенного 
между границей и фиксированной частицей, где 
оптимизируются динамические параметры вол­
ны, второй -  минимизация энтропии в фиксиро­
ванной лагранжевой частице. Эти задачи по су­
ществу преследуют разные цели: максимизация 
энергии ударно-волнового сжатия [1] в первом 
случае и изэнтропизация сжатия для стимулиро­
вания химических реакций [3] во втором.

В плотных средах давления в сотни килобар 
обычно малы по сравнению с модулем всесторон­
него сжатия среды, но значительно превышают 
предел упругости, поэтому для описания волн та­
кой интенсивности, обычно развиваемых в ударно­
волновых экспериментах, можно воспользоваться 
гидродинамическим приближением и приближе­
нием нелинейной акустики [5] (учет упругопласти­
ческого поведения см. в [6]). В этом случае динами­
ческие параметры волны будут определяться
энергией £(т|) = в то время как импульс

q = постоянен для любой лагранжевой
частицы Г|. Здесь q -  отношение давления к моду­
лю всестороннего сжатия среды, \  -  бегущая коор­
дината. Заметим, что £(л) с точностью до постоян­
ного множителя определяет механическую энер­
гию слабой ударной волны [7].

Для ограниченных возмущений, достаточно 
быстро убывающих при |^ | — ► <*>, полагая дис­
персию и диссипацию слабой, можно получить

<1Е
с1ц -AS(T1).

Приращение энтропии AS в лагранжевой частице 
г\ за время ее волнового движения есть сумма 
приращений энтропий за счет вязкости, тепло­
проводности, диффузии и химических реакций 
(отклонение координат реакций от равновесного 
состояния также считаем малым). Формула (1) 
дает связь между энергией, профилем q(r\, Q  и 
приращением энтропии AS в частице г\. Опреде­
лим энтропийный след на интервале (Г),, г\2) как

величину

В соответствии с принятой гидродинамичес­
кой моделью среды, рассматриваем слабые удар­
ные волны, описываемые уравнением Бюргерса

dq дq _ д2q
Эл V '

при экстремально больших и конечных числах 
Рейнольдса Re = г/4кЬ. Обозначено: ^ = сог -
-  сороа/А’о, Ц = (п + 1)сор0а/2£0, q = P/M()t а -  лаг- 
ранжева координата, Р -  давление, К0 и А/() -  импе­
данс и модуль сжатия среды, р0 -  невозмущенная
плотность, п -  параметр из уравнения состояния 
Тэта или Ми-Грюнайзена, Ь -  диссипативный ко­
эффициент, е -  отношение характерной ампли­
туды волны на границе л = 0 к модулю сжатия.

Профиль q(r\, £) при л > 0 определяется на­
чальным условием q(0, £) = с(^) > 0. Поэтому, 
чтобы подчеркнуть, что энергия в каждой части­
це существенно зависит от начального профиля 
волны, будем писать £(л, с(^)).
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В настоящей работе проводится максимизация 
функционала £( л , с(4)) в фиксированной частице 
л  со связями (1) и (2) при b = 0, по начальным кон­
фигурациям с(4) > 0 возмущений, удовлетворяю­
щих условиям q = с = const и ДО, с(4)) = £ 0 = const, 
а также удовлетворяющих дополнительным огра­
ничениям, соответствующим, например, различ­
ным условиям эксперимента. Выделены опти­
мальные начальные условия для различных слу­
чаев. Показано, что траектория £5 = £(л, с 8(4)), 
где 8(4) -  дельта функция, является верхней 
границей для возмущения с(4) > 0 любой конфигу­
рации из класса с = const (с произвольной £ 0 < <*>). 
В случае Ь -  0 траектория £ 6 достижима и для т\>т\ 
является оптимальной. Показано, что в случае 
произвольного b > 0 траектории £ 5 нельзя до­
стичь (т.е. £(г|, с(4)) < £ 5) в любой г\ > 0, в частно­
сти, когда с(4) представляет суперпозицию произ­
вольного числа 8 -  функций.

2. Случай Re — ► <*>. Распределение давления 
4(Л> 4) внутри области {-<*> < 4 < +со, 0 < г\ < «>} 
удовлетворяет уравнению (2) с b = 0 и начальному 
условию з(0, 4) = с(4) > 0 (импульс сжатия), кото­
рое подчиняется ограничениям с = const, £ () = const. 
Энергия волны в этом случае [1] : Е = £ 0 -

-  "  9 -°) Здесь <?+ -  давление не­
посредственно за разрывом, q_ -  давление перед 
разрывом, суммирование ведется по всем разры­
вам в профиле волны, / = 1, 2 , . . .  N.

Необходимо выбрать профиль с(4), удовлетво­
ряющий указанным ограничениям, таким чтобы 
максимизировать энергию £ (л )  в лагранжевой 
частице л > 0. Заметим, что так как £(+«>) = 0, то

1 N з
max£(Ti) = max J  dr\ =

ii
. N

(3)

=  £ 0 -  min J g  £  ( ^ °  -  < 7 - ° )'<*!•
о '= i

Таким образом, максимум энергии в г\ обеспечи­
вается минимумом энтропийного следа на интер­
вале (0, л )  или максимумом энтропийного следа 
на (л , +оо).

Максимум энтропийного следа на интервале 
(Л, +оо) будем искать, двигаясь из +°° в точку л . 
Так как в процессе эволюции ударные разрывы 
сливаются в один разрыв (для цуга волн, имею­
щего начало и конец), то всегда можно указать 
окрестность точки л = +°°> где максимум энтро­
пийного следа надо искать среди конфигураций с 
одним разрывом. Далее, переход в любой точке

Л* € (Л» +°°) от одноразрывной конфигурации к
многоразрывной влечет частичную изэнтропиза- 
цию сжатия, по крайней мере, в малой окрестно­
сти л*» поэтому такое продолжение решения не
будет оптимальным по отношению к начальным 
условиям в л *, энтропийный след в этой окрестно­
сти можно увеличить, продолжая оптимальное ре­
шение с одним разрывом из л ^ Л * в область л < Л * •
В силу сказанного, будем искать максимум энтро­
пийного следа на (ff, +«>) среди конфигураций с 
одним разрывом. После определения максимума 
энтропийного следа на (л , +<*>), рассмотрим воз­
можности достижения точки г\ = 0 с минимумом 
энтропийного следа на (0, л ).

Введем новые переменные z2 = \  f-°°q\dx\y Z\ =6 j л
= Л q~+* t — 1/Л» 1 -  1/Л • Смысл перехода к новым
переменным состоит в том, что теперь автомати­
чески учитывается ограничение с = const задани­
ем начального в t = 0 условия для Z\, т.к. волны 
одинаковой площади при г — ► 0 (л — ► <*>) стре­
мятся к одной и той же асимптотике.

Воспользуемся хорошо известным решением 
уравнения (2) с b = 0: q = с(х = 4 + Щ ), причем u(t) = 
= -с '(х+) трактуем как управление (штрих означа­
ет производную по аргументу). Тогда задача об 
оптимальном профилировании сводится к задаче 
в обыкновенных дифференциальных уравнениях:

_  z i 
dt t + u{ty Z\(t -  0) =  2c,

dz- 1
dt 6 Zl

3 / 2  - 1 / 2
z2U = 0) = 0,

m(t) < u(t) < M  > 0, m{t) > - t .

Необходимо найти на интервале (0, t) управление 
u(t)y доставляющее max£(r) = т а xz20 ) 9 а затем на
интервале (г,«О -  управление u(t)y доставляющее 
minz2(°°). В последнем случае в (4) надо изменить 
точку задания начальных условий и значение 
Z \ ( i\  если первая задача рассматривается с фик­
сированными граничными условиями в г. Огра­
ничение сверху на u(t) есть ограничение на источ­
ник волн, ограничение снизу связано с выбором 
определенного класса начальных условий с(4) в 
Л = 0, ограничение на m(t) в (4) есть условие отсут­
ствия образования вторичных разрывов в профи­
ле волны.

Применение принципа максимума [8] к этой за­
даче достаточно просто. Если на конечные значе­
ния ziO) и Z\(°°) не наложено никаких ограничений
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(т.е. концы Z \ ( t )  и zi(°°) свободны), то оптимальным 
является кусочно-непрерывное управление

Г € .(0, /) 
t e  (f,°о).

Случай, когда амплитуда Z\ в точке t принимает 
заданное значение, не дает с физической точки 
зрения ничего нового, поэтому ограничимся об­
суждением решения (5).

Это решение показывает, что на интервале 
(со, ff) (или (0, })) среди импульсов с одинаковым с 
и одинаковым максимальным наклоном М  каса­
тельной к профилю, максимальное затухание 
обеспечивает траектория £(ti) импульса треу­
гольной формы с начальным в г\ = 0 профилем
C y f e )  =  J lc M (  1 - ^ j M / 2 c ) .  Е с л и  источник точеч­
ный, то М  = °о и оптимальный начальный про­
филь имеет вид 5-функции: с(^) = с6(£). Таким об­
разом на множестве произвольных в т] = 0 функ­
ций имеющих одинаковую площадь с нельзя 
найти такую, которая превысила хотя бы в одной 
точке траекторию Еь(г\) = Е(ц, с 5(£)). Однако до­
стичь этой оптимальной траектории можно раз­
личными путями. Решение (5) с m(t) = - / и М  = «« 
образует профиль изэнтропической волны сжа­

тия на интервале (0, г\) с шириной J 2 c / i  и высо­

той J lE i , энергия из Т) = 0 переносится в Г) = ц  без 
потерь, в rj образуется ударный разрыв и волна 
выходит на траекторию Еъ. Это решение (рис. 1а) 
является оптимальным на классе произвольных 
начальных условий с с = const и Е0 = const. Волны 
с приблизительно таким профилем на практике 
реализуются в пределе многократного ударного 
сжатия при прохождении ударной волны через 
систему слоев или при последовательных ударах 
летящих пластин по образцу [3].

При m(t) = 0 и М  = °о решение (5) дает опти­
мальный профиль в классе волн, у которых, кро­
ме выполнения указанных ограничений, ампли­
туда волны не превышает амплитуду разрыва 
(рис. 16). Профиль имеет вид прямоугольника с
шириной J c /2 t  и высотой J iP t. При эволюции 
этого профиля от Т) = 0 до = fj его энергия умень­
шается в 1.5 раза, в r\ = т) он также выходит на тра­
екторию Еь. Профили такого типа реализуются 
при нормальном соударении пластины с образцом.

Однако многие источники генерируют удар­
ные волны в веществе с конечным максималь­
ным наклоном М < °о, в качестве примера можно 
привести контактный взрыв слоя ВВ конечной
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толщины на поверхности образца. В этом случае 
достичь оптимальной траектории Е м  = £(т|, 
можно с помощью цуга ударных импульсов треу­
гольного профиля, причем наклон последнего 
импульса должен быть равен М .  Пусть в г\ = 0 задан 
цуг из п  одинаковых следующих друг за другом 
импульсов треугольной формы (рис. 2). Выход в
г) = т] на оптимальную траекторию соответствует 
точке слияния всех разрывов в один. С ростом п  
т) удаляется от поверхности. Решение дает, что

чем на пути (0, ) энергия цуга уменьшается в 1 +
+ J  ( п  -  1) / п  раз, но зато для получения в ц > т\ 
одной и той же энергии, в т] = О надо вложить в цуг
энергии в J n  раз меньше, чем в профиль 
Поэтому использование цуга перспективно, на­
пример, в физике упрочнения [9], здесь источни­
ком цуга ударных импульсов является прослойка 
между ВВ и упрочняемым материалом, это поз­
воляет избежать разрушения материала на по­
верхности и в то  же время обеспечить достаточно 
интенсивное нагружение образца в точках, уда­
ленных от поверхности. Заметим, что во всех рас­
смотренных случаях, точка выхода волны на оп­
тимальную траекторию  есть точка излома в зави­
симости £{Г)).

3. Рассмотрим слабые ударные волны при ко­
нечных числах Re. Уравнение (2), как известно, 
линеаризуются с помощью подстановки Х опф а-

Коула q  = 2Ь{\п  [/) ^, с начальным условием <7(0, £) = 

=  ф(4) = ехР ( ^ | 1 ^ ’) ^ ’) -  КлассУ начальных

условий в виде импульсов сжатия с с  = const соот­
ветствуют лю бые Ф(£), монотонно возрастаю­
щие (Ф'(£) > 0) от Ф(-оо) = 1 до Ф(+оо) = ехр(с/2/?).

Покажем, что для диссипативной среды нельзя 
найти в указанном классе начальный профиль 
с(^) (или Ф(£)) такой, чтобы энергия его превыси­
ла энергию начального профиля с(£) = с8(^).

Покажем это для набора из п  + 1 8-функций

< Ф  =  Х *=оа ; 5( ^ скоэФФ1Щие1Ггами Х ;  = о°7 = ^
когда расстояние между 8-импульсами везде оди­
наково: = к  >  0, п  >  1. Решение U(r\, £, к)
для этого начального возмущения:

п -  1

jk + k-%

U(r\, % ,к)  -  \ + A n j  e ^ d z  + ^ A j  J  e * d z ,

кп-\
J*br\

j  = 0 j k - i

'fibr\

где A j  =  [ e x p ( ^  = 0a f/2&) - l ] / J n ,  при к  — ► 0 по­
лучим решение для начального возмущения 
с 5(2;), которому соответствует энергия Е &.

Проварьируем энергию Е к =  4Ь2|^  “ ( Ц /  U )  d t ,  по 
к  и после преобразований получим:

&к 2Л

где Rj = (Aj -  Aj_ i)exp

V. i = о

( j k  -  2;)

(6)

2-

4£t|
> 0, a n = j l -  P ,

A_, = 0. Квадратичная форма под интегралом отри­
цательно определена, так как ajt + a tj = - ( l  - j ) 2 < 0. 
Следовательно ЬЕк/ Ь к  < 0, знак равенства выпол­
нен только при к  = 0, когда Е к = Е 5 . Таким обра­
зом, для начального условия в виде набора п  + 1 
5-функций: Е к < Е ь , причем знак равенства выпол­
нен только при к  = 0. В этом отличие от случая 
Re — ► °°, рассмотренного выше.

Выберем начальный профиль с(2;) = ^ / ( ^ )  > 

достаточно быстро убывающий на бесконечнос­
ти. Очевидно, что для всех к: с  = “f ( y ) d y  = const.
При к  — -  0 непрерывно дифференцируемая с(2;) 
аппроксимирует 5-функцию: с(£) — *- с  5 © . П ока­
жем, что для Е к -  Е ( г |, с(2;)) также выполняется не­
равенство Е к < Е ъ. После преобразований получим

Щ  2 6 . 7  1
5Г  -  л  * J ? ( '

—оо ■

(7)

где

1 7  + -I j
Ф = ^-1 (---- *---- U dZ'

+ оо

R = -7т= f (£ + zjAbr() Ф'е * dz, 
к  J n  J

Ф* = Эф/ д к у =  Эф/Э^, Ф' обозначает производ­
ную по аргументу. Подинтегральное выражение 
в (7) отрицательно:

(Ф*) -Я ф ^ =
+ оо + ОО

8 п Ь ц
\ d y  J  d z B ( y ) B ( z ) ( y  -  z f  < 0,

где В ( у ) =  ехр ( к У -  О
46р

2-|
Ф'(у) > 0. Таким обра­

зом, 5Ек/ 5 к  < 0, знак равенства выполнен только 
при к  = 0, когда Е к = Е ъ . Следовательно Е к < Е ь.
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1 ^Еще раз подчеркнем, что с(£) = j f ( j )  подчиня­

ется ограничениям: с(£) — ► 0 при |^ | —► с =
= const, с ©  > 0 -  импульс сжатия. Если с(£) имеет 
также фазу разрежения, то соотношение Ек < Е5 
может не выполняться в классе начальных усло­
вий с = const.

Профиль, изображенный на рис. 1а, не будет 
оптимальным для среды с диссипацией (Re < <*>). 
В этом можно убедиться непосредственной под­
становкой его в уравнение Эйлера рассмотренной 
вариационной задачи для Ф(£), которое получает­
ся стандартным способом [10] методом множите­
лей Лагранжа.
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Optimum Profiling of Weak Shock Pulses
N. N. Myagkov

An approach to maximizing the energy of a shock wave in a condensed medium by choosing an optimal pres­
sure profile at the boundary is considered. The motion of the medium is described by the Burgers equation. For 
exceedingly large Reynolds numbers, the solution is constructed with the aid of the maximum principle. It is 
demonstrated that the energy of a short impact, which is modeled at the boundary by a 5 pulse, is the upper 
bound of the energy of an arbitrary compression pulse that has the same pressure pulse at the boundary.
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