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Предложен способ возбуждения низкочастотного поля в слое с помощью трех излучателей, нагру­
женных на резонаторы Гельмгольца. Исследована диаграмма направленности поля излучателей в 
слое в зависимости от способа их возбуждения.

При возбуждении интенсивного низкочастотно­
го поля в слое 5 с жесткими стенками представляет 
определенную сложность разместить в этом слое 
излучатель достаточных волновых размеров. Для 
преодоления этой трудности предложен способ 
возбуждения поля в слое S с помощью излучателей, 
нагруженных на резонаторы Гельмгольца [1] и 
размещенных вне слоя так, что горловины резо­
наторов выходят на границу слоя S. Рассмотрим 
случай, когда слой S жидкости плотности р { со 
скоростью распространения звука с, размещен в 
полупространстве z < Н  при 0 > z ̂  -А, 2А < Я  и свя­
зан с границей полупространства z - H  с помощью 
трех близко расположенных цилиндрических ре­
зонаторов Dj, заполненных жидкостью плотнос­
ти р2 со скоростью распространения звука с2. Ге­
ометрия задачи и необходимые дополнительные 
построения при ее решении представлены на рис. 1.

Пусть цилиндры Dj со стороны слоя S закрыты 
диафрагмами с отверстиями а на поверхности 
z = Я  -  колеблющимися по гармоническому закону 
поршнями S0j ( / = 1 , 2 ,  3). При возбуждении коле­
баний в цилиндрах в слое S генерируется волно­
вое поле, распределение потенциала скорости 
которого U, удовлетворяет однородному уравне­
нию Гельмгольца:

( Д  +  к]) и ,  =  0 ,  к] = ы2/с ] ,  ( 1 )

где с, -  скорость звука в среде, заполняющей 
слой, А, -  волновой вектор с круговой частотой со. 
Будем считать, что на границе слоя выполняются 
условия

ЭЯ,/Эл = 0
при z = 0, -А за исключением отверстий Sj.
На бесконечности поле удовлетворяет принципу 
предельного поглощения, а в окрестности острых 
кромок -  условию ограниченности полной энер­
гии. Для потенциала скорости колебаний жидко­
сти, заполняющей внутренние объемы цилинд­

ров Djf справедливы уравнения

(A + k22yU2j = 0, к\ = со2/<4 (2)
7 = 1,2,3,

где с2 -  скорость звука в жидкости, заполняющей 
цилиндры. Применяемый способ возбуждения 
колебаний в цилиндре Dt приводит к граничному 
условию вида:

э U y/d n  = /о, = Ajexpiitj), (3)
в котором А: амплитуда колебательной скорости, 
а фаза -  t}. На боковых стенках цилиндров и ни­
жнем торце, исключая отверстия Sj9 потребуем 
выполнения условия ЭU2jldn = 0. Колебания жид­
кости, заполняющей цилиндры, через отверстия 
будут передаваться в слой S. Интенсивность коле­
баний в слое 5 определяется условиями сшивания 
для потенциалов U  ̂и U2j в виде равенства нормаль­
ных скоростей и давлений на отверстиях Sj.

Пусть Gj -  функция Грина для слоя S с жестки­
ми верхней и нижней границами, G2/ -  функция 
Грина для внутреннего объема цилиндра D} с абсо­
лютно жесткими стенками. Применяя формулы 
Гаусса-Остроградского для функций U2j и G2; вну­
три цилиндров Dj и для функций U\ и G| в слое S, 
и используя условие непрерывности нормальных 
скоростей на отверстиях Sj, получим следующие
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представления для потенциалов U2j  и £/,:

Uv  = j\L.G2jd S j— ^ f0jG2jdS0j, j  = 1, 2, 3. (4)

'(У
3

и , = - 'Z j v f r d S j . (5)
У= >5.

Здесь использовано обозначение = dU2j/dz = 
= 3(7, /3z на Sy. Второе условие сшивания -  усло­
вие непрерывности давления приводит к системе 
интегральных уравнений для определения функ­
ций (1, , ; =  1,2,3

з . ' • : ’ ' '<
J М,(р2^2/ + Р IG x)dSj + £  jV „P i< V 5* =

п  =  ! S (n*j) "
(6)

-  Рг \ f 0jG2jdS0j  ~ fj
Оу

Прежде чем приступить к решению интеграль­
ных уравнений (6), определим явный вид функций 
Грина, входящих в ядра интегральных уравнений. 
Функцию Грина G, в слое S можно построить ме­
тодом отражений.

c ' = 4 i
п =

ехр (/&,/?„) + ехр (/£,/?,„)
Л. Л.. ]•

где

Лй = [ ( * - $ ) 2 + ( у - Ц ) 2+ ( г - ?  + 2лЛ)2]

« и  = [ ( * - $ ) 2+ ( у - Л ) 2+ ( г  + С + 2»А)2]

1/2

1/2

(х, у, z), (£, Т|> О  “  декартовы координаты точек на­
блюдения и источника. Функции Gy в цилиндри­
ческой системе координат, связанный с осью у-го 
цилиндра, могут быть представлены в следую­
щем виде

g 2/ = ■/ Д(КятГ/) г cosmp .  . Ч J COS «Ф,
^  I  J \j)

п = От =  1 пт Sin Л ф s i n  Л ф

COS *я«С/ C0S K m(Zj + И)/ К т s>n К тн  при Zj<^J 

C0S + tf) C°S K n ,z /k n ,Sin KmH  при l j < ZJ
n = 0, 1, 2 ...,

С о, =  7Ш2, C nm =  ка2[(к„та)2 -  п2] /п(кпта)/2кпта)2, 
2 2 2A = A, -  к ...ФКп, кт,а -  корни уравнения Тп (х) = 0,пт пт

J„(x) -  функция Бесселя, (г,, фу, г,), (г1у, ф1у, Q  -  Ци­
линдрические координаты точек наблюдения и 
источника, я -  радиус цилиндра Dj.

Для принятого представления функции G2j 
правая часть системы уравнений (6) fj выписыва­
ется в явном виде

f j  = 2яр  jo i
cos k2H 

2nk,  sin kH +

+
m = 2

7.(к г.) я7,(к я) cos X Hот J '  от '  от

от к от X s i n k .. Нот от
Из явного вида функции fj следует, что колеба­
тельный режим поршня носит резонансный 
характер из-за наличия в знаменателе множителя 
вида sinA'2tf  или sinХотН.
Вернемся к решению системы (6). Будем искать 
функции 11;, удовлетворяющие условию на ребре,, 
в виде ряда

Му = £ В /Л * ? (5 2- г?)] ехр(шфу). (7)
л -  1/2

Будем предполагать, что для параметров задачи 
выполняются соотношения ka <  1 ,k l0 <  1,8/а <  1, 
8/й 1, где к есть к{ или к2. В плярных координа­
тах, связанных с центром у-ого отверстия, рассто­
яние между точками наблюдения и интегрирова­
ния обозначим через

2  2  1/2 
R2j = [ rj + r4 + 2rrl,C°S(% -  фу)1 .

где (г; , ф;), (г,у, ф,у) -  координаты точки наблюдения 
и интегрирования на отверстии 5,. В случае, если 
точка наблюдения и интегрирования находятся на 
одном и том же отверстии, для функции G, спра­
ведливо выражение

G ,  =  [1 + 0(к&,  ( 5 / А ) 2 ] ,

* 6 - ^ 0 ,  5 / А 0,

л = 0

Л _ 2ĵ
А(А) =  -  ^  In(2 sin А, А) + i----

Если точка наблюдения лежит на /-ом отверстии, 
а интегрирования на другом (и *  Д  функцию G,
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представим в виде ряда

С,(/> <р,, г„, Фу) = ~ Х г Х
-  Л  тт  =  О

1/2
exp {ik, [l2nj+ (2m h)2] } 2

х I  1 nj ------LL—L  [ 1 + 0  (*5, (5 //z )2 ] ,
[ 4 +  (2 m h)1]

1/2

где £(, = 2, em = 1 при m Ф 0; lnj -  расстояние между 
отверстиями S. и Sn. Подставим полученные пред­
ставления в (б) и пренебрежем членами, малыми 
по сравнению с единицей. В результате для глав­
ного члена разложения функции

р., = 5 , Д ( М ) 2-  ( V , ) 2]
- 1/2

'*,8 О,

получаем систему интегральных уравнении с 
ядром типа ядра интегрального уравнения ди­
фракции на малом отверстии в экране [2]

к - /

2 71

О

Р Д Ф ; ^ А(Л) Р2 w
2nRy  Р| 2 2 Х

^  ЛХк„иг )У(,(К)тг1;.)со5?1(1тЯ 
х 2 - ------- г- 7 и ------- \ ridrJ ~ (8>

W = I

3

- 2 X  JV „„P
/1-1 o 
(я

i +> > rndrn = f t , j  = 1, 2, 3

В бесконечной сумме, стоящей в левой части по­
лученной системы уравнений, при к2Н  — ► п  опре­
деляющим является член с номером т = 1. Огра­
ничимся далее рассмотрением случая к2Н  — ► к.

В соответствии с методикой, приведенной в 
работе [2], проведем интегрирование в (8). Для 
определения амплитуд Bjo главных членов разло­
жений функций \ij получим следующую систему 
алгебраических уравнений

з

аВЫ+ X а п,В
п  =  1
(« *i)

cos~ k2H 
sm k2H Р^">' j  = 1,2, 3,(9)

яр , р,5Д(/г) bp2cosk2H  

4 2 2na2k2sm k2H

a  .
nJ

Анализ полученной системы показывает, что 
абсолютные величины амплитуд BJO существенно

возрастают при выполнении соотношений

5
7 -2к2а

р,5 _ р , р25 cosк2Н 
21 о 2 K\ * k 2smk2H'

(Ю )

В отличие от резонанса функции /• условия (10) 
определяют резонансный режим колебаний 
среды в колебательной системе резонаторы £), и 
слой S. Из формулы (10) следует выражение для 
резонансной частоты со*

2/„Р2

к(1„ + 5)р к2а /

где с2 -  скорость звука в среде, заполняющей 
скважину. В рамках полученного приближения 
при вычислении плотностей щ выпишем выраже­
ние для поля [/, внутри паста S. Согласно (5) 
функция Ux в слое S равна

Для вычисления интегралов, стоящих в правой 
части формулы (11), следует перейти в сферичес­
кую систему координат, связанную с центром от­
верстия S; и его зеркальных отражений относи­
тельно границ z = О, -Л, как показано на рис. 1, то 
есть в сферическую систему с центром (±1„, 0 ,2л//), 
п = 0, ±1, ±2, .... Если теперь для преобразования 
функции G, воспользоваться теоремой сложения 
для сферических функций [3], то из (11) после ин­
тегрирования получим

-  i 8 X  К  ( W  х
j= 1 Л = -оо

X [1+0(*8)1 [1 + 0(*/„)], к6 ,И 0

( 12)

0.

Здесь через Rn обозначено расстояние от точки 
наблюдения (х, у у z) в S до центра с координатами
(0,0,2nh)y a (х) -  сферическая функция Ханке-
ля. Физическая интерпретация выражения, стоя­
щего в правой части формулы (12), затруднена, 
поэтому преобразуем ряд, стоящий в правой час­
ти формулы (12), согласно работе [4] в ряд по 
нормальным волнам в слое с абсолютно жестки­
ми стенками. После такого преобразования в ци­
линдрической системе координат в слое 5, связан­
ной с осью цилиндра D ,, при синфазных колеба-
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Рис. 2. Пример расчета амплитуды смещения в зави­
симости от расстояния от излучающей системы.

ниях в цилиндрах Df поле Ux представимо в виде 
следующего ряда

з
х cos 1 + 0(kln)),

Js 1
'  ( 1 )  

где (r, z) -  координаты точки наблюдения, Н0 (х) -
функция Ханке л я. Положим 2 kxh < я, тогда толь- 
ко член с номером п = 0 отвечает распространяю­
щейся волне, остальные члены ряда затухают с 
увеличением расстояния г. Отсюда можно сде­
лать вывод о том, что поле близко расположен­
ных излучателей D} в слое S представляет собой 
поле монополя с амплитудой, равной сумме амп­
литуд отдельных излучателей.

Рассмотрим случай, когда функции f oj и, со­
гласно (9), амплитуды подобраны специаль­
ным образом, а именно*

30’

р = 0(*/в) при kl0—~  0.

В этом случае при преобразовании функции Грина 
G, в процессе интегрирования соотношения (10) 
сохраним члены до порядка 0(к1а) включительно.

После аналогичных преобразований для Uj полу­
чим выражение

</, =
4л 8Взо

k xh X  { s ,я,!
О) х

п  =  0

1/2 04).
х { k }r [ 1 -  (% n/k\h) ] } +'12\|/,(A:1/„)cos<p х

/, \ 7 1/2 nnz
х Н \ } {k xr[  1 -  (K n /k .h )2] } } cos —  .

Здесь H {J ] (х) -  функция Ханкеля, \|fx(x) -  сфери­
ческая функция^ Бесселя. Положим в (14) Вх = 
= 12/\|/,(£,/„). Рассмотрим поле Ux в дальней зоне, 
для чего заменим специальные функции их 
асимптотиками при к у  — *• «>.
В результате получим формулу, описывающую 
поведение поля [/, на больших расстояниях от из­
лучателей Р у

Я ,=
4пЬ В

k\h

X
expi(kxr -  к / 4)

(15)

(*1 г)
1/2 ( 1  +  C O S ( p )  .

Отсюда следует, что при выбранном соотноше­
нии амплитуд отдельных излучателей диаграмма 
направленности группы представляет собой кар­
диоиду. Данная система излучателей является 
триполем, излучающим в слой 5, причем ампли­
туда поля излучения получается на порядок мень­
ше амплитуды монополя из-;за наличия множите­
ля у х(кх10). Этот факт может быть объяснен тем, 
что сопротивление излучения трех излучателей 
малых волновых размеров со специальным выбо­
ром амплитуд больше соответствующего сопро­
тивления излучения монополя тех же размеров.

На рис. 2 демонстрируется поведение ампли­
туды потенциала поля, определенного с помощью 
ряда (14), в направлении максимального излучения 
(то есть при ср = п/2) в зависимости от расстояния 
при значении параметров kxh = 0.5, г = 0.2h. Харак­
терной особенностью приведенного решения 
является наличие локального максимума в облас­
ти kxR < 5.0 и слабо осциллирующего “хвоста” при 
k{R > 12.0, совпадающего с асимптотикой (15). На­
личие локального максимума в ближнем поле 
можно объяснить интерференцией нормальных 
мод слоя, которые быстро затухают с расстоянием.

Из анализа проведенных расчетов следует, что 
характер поведения поля излучения группы излу­
чателей соответствует распространению волн в 
одномодовом волноводе с жесткими стенками. 
Устройство из трех излучателей, размещенных 
на границе слоя 5, позволяет создать направлен­
ное поле, которое может быть использовано для 
зондирования слоя. Эффективность работы рас­
смотренной группы излучателей. определяется
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внутри резонаторов и выбором сдвига фаз коле­
баний в каждом из резонаторов.
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A method is proposed for the excitation of a low-frequency field in a layer. The field is excited by three radia­
tors loaded on Helmholtz resonators. The directional characteristic of the field produced in the layer is studied 
for different methods of radiator excitation.
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