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В статье анализируется поведение акустических неоднородностей, вклю чаю щ их неоднородность 
сжимаемости и плотности, в задачах дифракционной томограф ии в первом приближении Борна. Рас­
сматриваю тся две модели неоднородностей: одиночный рассеиватель и рассеиватель малых размеров 
внутри больш ого. Эти модели изучены в рамках двух методов. П ервы й обладает всеми сущ ественны­
ми свойствами проекционных схем, второй -  многочастотных. П оказано, что использование таких ме­
тодов позволяет избеж ать ош ибок численного характера, связанных с конечностью  апертуры , дис­
кретизацией и интерполяцией. Качественно и количественно проанализированы ош ибки борновско- 
го приближения, объяснены  механизм разруш ения изображений неоднородностей в проекционных 
методах и причины их низкой устойчивости по сравнению  с многочастотными методами.

В первых экспериментах с ультразвуком в 
компьютерной томографии не учитывались 
эффекты дифракции, и поэтому они оказались не­
удачными [1]. Дальнейшие исследования привели 
к необходимости создания дифракционной томо­
графии [2]. Большинство ее методов основано на 
решении линеаризованных интегральных уравне­
ний. Распространены два метода линеаризации -  
приближения Рытова и Борна. На их основе раз­
работаны различные методы измерений [3, 4]. 
Эти методы можно разделить на две группы -  
проекционные и многочастотные. Проекцион­
ные схемы измерений заимствованы из рентге­
новской томографии |5], многочастотные -  из 
методов синтезированной апертуры (6, 7]. Ранее [8] 
многочастотные методы не рассматривались от­
дельно от проекционных, в рамках которых они 
были впервые введены [3]. Разработка методов 
обоих типов интенсивно продолжалась вплоть до 
последнего времени. Основное внимание уделя­
лось повышению точности этих методов. В частно­
сти. исследовалось влияние дискретизации, конеч­
ности линии измерений [5] и интерполяции [9-11] 
на точность измерений. Однако основными 
источниками ошибок являются приближения Ры­
това и Борна. Приближение Борна носит более 
общий характер и ему уделяется большее внима­
ние. Для моделей рассеивателей с абсолютно же­
сткой (мягкой) границами в задачах дефектоско­
пии его формальное применение эквивалентно, 
при определенных условиях, приближению Кирх­
гофа |7, 11, 12]. Анализ приближения Борна для 
шукопрозрачных объектов проводился либо тео­
ретически для прямых задач [13, 14], либо в рам­

ках конкретных методов томографии [15, 16]. 
В 116], например, оно изучалось в случае неодно­
родности скорости звука для одной модели рассеи­
вателя и в рамках конкретного проекционного ме­
тода при наличии ошибок численного характера. 
Поэтому в более поздних работах достоверность 
приближения Борна обосновывается либо чисто 
теоретически, либо ссылками на эмпирические 
данные.

Будем рассматривать безграничную жидкоупру­
гую среду, неоднородную в ограниченной области 
£2 -  области неоднородностей. Вне £2 среда об­
ладает постоянными плотностью р() и сжимаемо­
стью к0. В £2 плотность р(г) и сжимаемость к(г) 
являются переменными координат г. Для перио­
дического во времени волнового движения с кру­
говой частотой со справедливо следующее диф­
ференциальное уравнение для акустического 
давления р [17]:

A p ( r )  +  k 2p ( r )  = —k 2y K( r ) p ( r )  +

+ V[Yp(r)V /;(r)]-/(r),

где ук = [к(г) -  к0]/к() -  функция неоднородностей 
сжимаемости, ур = [р(г) -  р0]/р(г) -  функция неод­
нородностей плотности, к = со/с0 -  волновое число, 
с0 -  скорость звука в однородной среде, Дг) -  
функция источников (Дг) = 0 в Li).

Если р(г) представить в виде суммы р(г) = 
= p;(r) + ps(г), где р;(г) -  поле давления, создавае­
мое источниками / (г )  при отсутствии неоднород-
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Рис. 1. Схема сбора данных.
Точечные источник j  и приемник г расположены на 
окружности большого радиуса R\ их положения опре­
деляются углами ф(| и ф соответственно; k,(£cos$0, 
fcsin$()) -  волновой вектор падающего поля, kv(/xos$, 
£sin0) -  волновой вектор рассеянного поля.

ностей, т.е. удовлетворяющее уравнению:

&Pfj) + к2р,( г) = -Дг), (2)

a ps(г) -  поле, рассеянное на неоднородностях, то, 
воспользовавшись приближением Борна [17], из 
(1) можно получить интегральное уравнение пер­
вого рода

Р , ( 0  = \ { - k 2U r ' ) Pi(r') + V{yp(r' )VPi( r ' ) ]}x
Li

(3 )

x ^ r - r V r 1,

где рХг) = J / ( r ') g ( r  -  r')dr', a #(r -  Г) -  функция 
Грина свободного пространства.

Раскрыв внешний оператор V во втором слага­
емом подынтегрального выражения в (3) и учи­
тывая (2), получим

Р* = - * 2J[YK + Yp]p,tfA" + JV ypVp,gdr'. (4)
а Li

Рассмотрим второй интеграл в (4). В силу линей­
ности и однородности оператора Д с учетом (2) 
имеет место равенство:

VYP V Pi = ^ { M y PP i ) - p A y P + k 2y pPi}. (5)

Подставим (5) во второй интеграл (4) и разобьем 
его на три интеграла, соответствующих трем сла­
гаемым в (5). Первый из интегралов двукратным 
применением первой формулы Грина преобразу­
ется к интегралу от y9(r')p,{r')A'g(r -  г') и, учитывая, 
что Д'#(г -  г') = - k 2g(г -  г'), далее преобразуется к 
интегралу от - k 2Y9(r')pj(r')g{r -  г'), который взаим­
но сокращается с интегралом, соответствующим 
третьему слагаемому в (5). Окончательно (4) при­
нимает вид:

P.v(r) = - k 2j0 { r ') Pi(r')g (r -  r ')d r\ (6)
Li

где

0 (  Г )  =  Ук(г ) +  Yp(r) +  I* -2Ayp(r)  (7)

называется функцией неоднородностей сжимае­
мости и плотности. Ранее выражение (7) было 
получено в работе [18] через пространственный 
спектр О(г). Задача дифракционной томографии 
состоит в определении функций ук(г) и ур(г) по 
данным измерений ps(r).

Рассмотрим две модели акустических неодно­
родностей, достаточно полно характеризующие 
свойства реальных пространственно ограниченных 
неоднородностей в задачах дифракционной томо­
графии.

Первая модель соответствует задачам восста­
новления одиночного рассеивателя в однородном 
пространстве. Для анализа свойств одиночных рас­
сеивателей будем изучать неоднородность в виде 
бесконечного жидкоупругого цилиндра радиуса а}, 
плотности р, и со скоростью звука с, в нем (сжима­
емость вычисляется через плотность р и скорость с 
по формуле: к  = l/Cpc2)).

В работах [15,16] и других использовалось поня­
тие контраста неоднородности скорости звука. 
Будем понимать под контрастами неоднородностей 
сжимаемости и плотности средние значения функ­
ций Ук(г) и Ур(г) в О.

Вторая модель неоднородностей характерна для 
задач ультразвуковой томографии мягких биологи­
ческих тканей, в которых область неоднородностей 
имеет размеры десятки длин волн и слабый кон­
траст. Часто в таких задачах представляет интерес 
не сама область неоднородностей, а относительно 
мелкие контрастные неоднородности внутри нее. 
Можно условно разделить неоднородности на два 
типа -  масштабные и локальные -  и рассматривать 
область неоднородностей в виде совокупности ло­
кальных неоднородностей внутри масштабной. 
Масштабными неоднородностями будем считать
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п р о тя ж ен н ы е  о б ъ е к т ы  с  п л ав н ы м  п р о ф и л е м  и  сла­
б ы м  к о н тр асто м , а  л о к а л ь н ы м и  -  о б ъ е к т ы  м ал ы х  
во л н о вы х  р а зм е р о в  с  р е зк и м  п р о ф и л е м  и вы соким  
к о н тр асто м . Б уд ем  и ссл ед о вать  их свой ства  н а  м о ­
дели  в виде си стем ы  двух б еск о н еч н ы х  соосны х  
ж и д коуп руги х  ц и л и н д ров  с  ради усам и  а ,  и а 2 <  а ]у 

зн ач ен и ям и  п л о тн о сти  р , и ск о р о сти  зву ка  с , при 
( h  <  г  < а  | и р2, е 2 п ри  г  <  а 2, где г  -  р ассто ян и е  о т  оси  
цилиндров.

П о л у ч и м  дл я  р ассеян н о го  п о ля  к а к  т о ч н о е  р е ш е ­
ние. т а к  и р е ш е н и е  в  п р и б л и ж ен и и  Б о р н а . Б удем  
р ассм атр и в ать  п л о ск у ю  задачу . С в я ж е м  с  о сью  ци­
л и н д ра  (с о сью  си стем ы  ц и ли н дров  -  дл я  в то р о й  м о ­
д ели ) п о л яр н у ю  си стем у  к о о р д и н ат  р  и  ф. П у с т ь p f j )  

создается  т о ч е ч н ы м  и сто ч н и к о м  в т о ч к е  s ( K y ф0) 
(рис. 1). В о сп ользуем ся  р а зл о ж е н и е м  р ((г) [18]:

оо

Р ,< Р , ф ) =  ^ е , Л ( * Р ) Я , <,1)( ^ ) с о 5 п ( ф - ф 0) , (8)
п = О

гд е  J , ,  -  ф у н к ц и я  Б е с с е л я  п о р я д к а  п ,  Н \ ' , ] -  ф у н к ­
ц ия Х а н к е л я  /г-го п о р я д к а  1-го  р о д а , £„ = (2 -  60„). 
Р а с с е я н н о е  п о л е  м о ж н о  т а к ж е  з а п и с а т ь  в  виде:

сю

Р Л  р .ф )  =  ^ - 4 „ Я ‘1)(Л р )с о 5 /г (ф -ф 0) , (9)
/ I  =  0

где А п -  к о э ф ф и ц и е н т ы  р а зл о ж е н и я , о п р ед ел я ем ы е  
и з гр ан и ч н ы х  у сл о ви й  н еп р ер ы в н о сти  д авл ен и я  и 
н о р м а л ь н о й  с о с т а в л я ю щ е й  к о л е б а т е л ь н о й  с к о ­
р о с ти  п о л н о г о  п о л я  н а  гр ан и ц е  р  =  а х (гр ан и ц ах  
р  =  я , и р  =  а 2) .  З а п и ш е м  п о л н о е  п о л е  вн у тр и  н е ­
о д н о р о д н о ст и .

д л я  р  < а 2 и

р (р . ф) = £  £ „ •/„ (* , p ) + X D X l , ( * , P ) [ x
л=0 /1 = 0

X c o s /z (0  — ф0).

к { =  со/с,

д л я  а 2 <  р  <  я , (п е р в ы й  р я д  -  п о л е  во  в н е ш н е м  ц и ­
л и н д р е  в о т с у т с т в и е  в н у т р е н н е г о , в т о р о й  -  п о л е  
р а с с е я н н о е  в н у тр ен н и м  ц и л и н д р о м  в о  в н еш н и й ), 
В , п  С„ и D n -  к о э ф ф и ц и е н т ы  р а з л о ж е н и я .

П о с л е  п о д с т а н о в к и  в ы р а ж е н и й  д л я  п о л н о г о  
п о л я  в г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  п о л у ч и м : 1) д л я  о д и ­
н о ч н о г о  ц и л и н д р а  -  си стем у  двух  а л г е б р а и ч е с к и х  
у р ав н ен и й  с  д в у м я  н е и зв е с т н ы м и  А п и В„ д л я  к а ж ­
д о г о  п\ 2 ) д л я  с и с т е м ы  д ву х  ц и л и н д р о в  -  си стем у  
и з ч е т ы р е х  у р ав н ен и й  д л я  ч е т ы р е х  н е и зв е с т н ы х  
А „ ,  В 1П С„ и  D / r  Р еш и в  с и с т е м ы , н ай д е м  к о э ф ф и ­
ц и ен ты

X  =  a ; h [ ' \ icR ) ,

А* =  - е
4 V/NXbPXVa,)’

где д л я  о д и н о ч н о г о  ц и л и н д р а

( 10)

Р„ = Росо

Plc1
Л ( У ч )

Л ( *  i« i )
( Н )

а  дл я  с и с т е м ы  двух с о о сн ы х  ц и л и н д р о в

Д л я  о д и н о ч н о г о  ц и л и н д р а  р ( г ) р а с к л а д ы в а е т с я  
в ряд  п о  ф у н к ц и я м  Б е с с е л я :

Р (р ,  Ф) = 1 р)сов/1 (ф — Фо).
/1 =  0

к\ = св/с,, р < д ,,

В„ -  к о э ф ф и ц и е н т ы  р а з л о ж е н и я . Д л я  с и с т е м ы  
двух ц и л и н д р о в  п о л е  з а п и с ы в а е т с я  д л я  к а ж д о г о  
ц и л и н д р а  в  о т д е л ь н о с т и :

-

с
Р„ =

Ро6'о
Р \ с \

( I ) ,

. • / „ ( M O - y X ' W , ) .

Уп =  -
J ' n ( k }a 2 ) - a nJ n ( k }a 2)

гО)H '; ' \ k , c h ) - 0 - nH ^ \ k xa 2)

Vа й =
Pi£ i

P lC2

^ ( М г )

2а г )

( 12)

П о д с т а в и в  (8 ) и ф у н к ц и ю  Г р и н а  [17]:

Р (  р,Ф) = гР)со8п(ф-ф0),
/1=0

к 2 =  со/с2

g ( R ,  Ф|Р% Ф’) =
оо

=  ^ z nj n(kp')Hl ' \kR)Co s n W - y )
п= о

(13)
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Рис. 2. Соответствия для проекционной схемы между 
положением излучателя ф0, положением приемника ф 
и точками на пространственно-частотной плоскости 
uOvy в которых вычисляются значения спектра функ­
ции неоднородностей. Векторы К;1, К/2, К,з и т.д. со­
ответствуют различным положениям источника. 
Вектор Кд. определяется положением приемника.
Вектор К соответствует точке, в которой значение 
спектра функции неоднородностей определяется из 
измеренного рассеянного поля при фиксированных 
положениях источника и приемника.

в (7) и проинтегрировав, получим коэффициенты 
разложения (9) в приближении Борна:

N

л ;  -  - S 2 *
7 = 1

- [ (Ук, - Ук(,-1)) + (Урj  - У р о - 1))] х

/у \ 2
X [ A i k a j )  -  J n_ , (k a j ) J n + , ( ka j ) ]  -  ( y pj -

У?a - 1) ) k a i  ~  J n (k a j ) J n +, (Ав;)]

(14)

где N  равно 1 для одиночного цилиндра и 2 для си- 

стемы двух цилиндров; ук1 =  [(р0Со )/(р ,с ,)] -  1, =

= [(Росо)/(р2сг ) ]  -  1. Ypi = (Pi -  PoVPi. УР 2 = (Рг -  
-  Ро)/р2 , Уко = Уро = 0.

Далее рассмотрим две схемы измерений, обла­
дающих существенными свойствами большинст­
ва известных схем.

Первая схема (рис. 1) характеризует проекцион­
ные методы. Область неоднородностей облучается 
волной от точечного источника s (R y ф0), рассеянное 
поле измеряется точечным приемником г(й, ф). Из­

мерения производятся на одной частоте со, при раз­
личных угловых положениях источника ф0 и прием­
ника ф, которые независимо изменяются от 0 до 2л. 
Область неоднородностей и прямоугольная систем 
координат X O Y  располагаются в центре окружно 
ти радиуса R.

Вторая схема характеризует многочастотны 
методы и отличается от первой тем, что источник 
приемник находятся в одной точке ф = ф0, положе­
ние которой изменяется от 0 до 2л, а измерения осу 
ществляются в полосе частот или в импульсном ре 
жиме.

Частная, справедливая для данной геометр 
измерений, проекционная теорема Фурье для ди­
фракционной томографии формулируется следу 
ющим образом:

К о м п л е к с н а я  а м п л и т у д а  р а с с е я н н о г о  п о л я ,  и з ­
м е р е н н а я  в  т о ч к е  ф н а  о к р у ж н о с т и  д о с т а т о ч н о  
б о л ь ш о г о  р а д и у с а  R , п р и  п о л о ж е н и и  и с т о ч н и  
п а д а ю щ е й  в о л н ы  н а  т о й  ж е о к р у ж н о с т и  в  т о ч к  
ф0 р а в н а  з н а ч е н и ю  с п е к т р а  ф у н к ц и и  н е о д н о р о д н о е

л

т е й  О  (К )  в  т о ч к е  К  н а  п р о с т р а н с т в е н н о -ч а с  
т о ш н о й  п л о с к о с т и  u O v  (рис. 2) с т о ч н о с т ь ю  
п о с т о я н н о г о  м н о ж и т е л я , н е з а в и с и м о г о  о т  ф0 и  ф. 
К о о р д и н а т ы  т о ч к и  К  (и , v )  о п р е д е л я ю т с я  в ы р а  
ж е н и я м и :

и  = k(cos<\>0 + С08ф) 

v  = /:(sin ф0 + sin ф).
(15

Заменим функции Ханкеля в разложениях 
функции Грина (13) и падающего поля (8) их 
асимптотическими представлениями при боль 
ших k R :

* ■ ’<**>
(16)

Подстановка (16) в (8), после перегруппировки 
членов, дает следующее выражение:

1/2
P t ip ' ,  ф') ~ [ 2 / ( n k R ) ]  expi ( k R  -  к / 4 )  х

СО

х ^ 8 п( - / ) пЛ (А р ’)со8п(ф’ -ф 0),
л = 0

где ряд является разложением функции

.е хрН £р 'со 5 (ф '-ф 0)] =

= ехр[-/А(х'со8ф0 + / 8 т ф 0)].

Из функции Грина (13) также выделим множи­
тель

ехр[—tArp’cos (ф — ф’)] =  ехр[-г&(х'со8ф + у’ sin ф) ].
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П о д с т а н о в к о й  э т и х  в ы р а ж е н и й  в и н т е г р а л  (7) п о ­
след н и й  с в о д и т с я  к  д в у м е р н о м у  п р е о б р а з о в а н и ю
Ф у р ье:

PAR> Ф> Ф о )
к 2 e x p i 2 k R  г г

K k R  J  J
0 ( x ' ,  У ) е х р { - i k x

x U'(cos(t>o+ соБ ф ) + У (8тф 0+ s m $ ) ] } d x ' d y '  =

Г е х р 1'2 * Д Л /1 /.ч
"  2

гд е  К  о п р е д е л я е т с я  ф о р м у л а м и  (15).

Л е в а я  ч а с т ь  (1 7 ) о п р е д е л е н а  п р и  ф и к с и р о в а н ­
н ы х  зн а ч е н и я х  ф0 и  ф, с л е д о в а т е л ь н о , п р а в а я  ч а с т ь

О  (К ) -  п ри  ф и к с и р о в а н н о м  К .  П о в т о р я я  и зм е р е ­
н ия п р и  р а з л и ч н ы х  п о л о ж е н и я х  и з л у ч а т е л я  и

п р и е м н и к а , м о ж н о  н а й т и  О  (К )  и  п р и  д р у ги х  з н а ­
ч е н и я х  К . Р ассм о тр и м  д в а  м етода .

П р о е к ц и о н н ы й  м е т о д .  З а ф и к с и р у е м  и сто ч н и к  и 
будем  и зм ен я ть  п о л о ж е н и е  п р и ем н и к а  ф о т  0  д о  2тс. 
И зм ер ен н о е  p s(г) со о тв е тс тв у е т  т о ч к а м  н а  п л о с к о ­
сти  u O v { рис. 2 ), п р и н ад л еж ащ и м  о к р у ж н о с ти  р ад и ­
уса к  с  ц е н т р о м  н а  к о н ц е  в е к т о р а  К =  &со8ф0, 
v  =  Аятфо). П о в т о р я я  и зм ер ен и я  п ри  р а зл и ч н ы х  п о ­
л о ж ен и ях  и сто ч н и к а , п о л у ч и м  м н о ж е с тв о  т а к и х  о к ­
р уж н остей , к о т о р ы е  за п о л н я т  кр у г  ради уса 2к .

М н о г о ч а с т о т н ы й  м е т о д .  А м п л и т у д а /? /1") соот-
л.

в етств у ет  зн а ч е н и ю  О  (К )  в  т о ч к е  К (ы  =  2&со5ф0, 
v = 2 & s i i ^ 0)  н а  о к р у ж н о с т и  2к  (ри с. 3). И зм е н я я  
п о л о ж е н и е  и з л у ч а т е л я  и  п р и е м н и к а  ф() о т  0  д о  2л ,

А

п о л у ч и м  з н а ч е н и я  О  (К )  н а  в с е й  о к р у ж н о с т и  2к .  

П о в т о р я я  э к с п е р и м е н т  н а  р а з л и ч н ы х  в р е м е н н ы х
А

ч а с т о т а х , о п р е д е л и м  О  (К )  н а  м н о ж е с т в е  к о н ц е н ­
тр и ч еск и х  о к р у ж н о стей . Ф ун кц и я  н еод н ород н остей  
0 ( г )  в ы ч и сл я ет ся  и з с п е к т р а  о б р а т н ы м  п р е о б р а зо ­
ван и ем  Ф урье.

П о д с т а в и в  (9 ), с  у ч е т о м  (10), в  л е в у ю  ч а с ть  
(17 ), п о л у ч и м

О (К) = -* 2£ ( - 1 ) Х * о ) 5 п ( ф - ф 0).
л  =  0

П р и н и м а я  в о  в н и м а н и е  о с е в у ю  с и м м е т р и ю  с п е к т ­
р о в  р а с с м а т р и в а е м ы х  м о д е л е й  н ео д н о р о д н о с те й ,

я в н о  в ы р а з и м  О  (К )  ч е р е з  |К |  =  [и 2 +  v 2] 172. Д л я  
п р о е к ц и о н н о й  с х е м ы  п о л у ч и м  в ы р а ж е н и е :

оо

d ( |K | )  =  - * 2£ ( - l ) X * c o s
|К |2 . 

п  a rcco s  | ——  -  1
Z / C

л  =  0 ( 18)

Рис. 3. Соответствия для многочастотной схемы меж­
ду положением излучателя и приемника ф0, времен­
ными частотами и точками на пространственно-час­
тотной плоскости u O v ,  в которых вычисляются зна­
чения спектра функции неоднородностей; окружности 
2 к \ ,  2 &2 > 2&з, 2кп соответствуют различным вре­
менным частотам.

Рис. 4. Результаты восстановления одиночного рассе­
ивателя с волновым радиусом ка\ = 100 при ур = 0 про­
екционным методом: а -  ук = 0.02, б -  ук = 0.04 и мно­
гочастотным методом: в -  ук = 0.05, г -  ук = 0.1.
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0(|К|)

Рис. 5. Спектры одиночного жидкоупругого цилинд­
ра с волновым радиусом каj = 10 при ук = 0.1 и ур = 0;
0 ( |К |)  -  точный спектр,. О ( |К |)  -  спектр, получен­
ный проекционным методом из точного решения для 
рассеянного поля.

0(|К|)

Рис. 6. Спектры одиночного жидкоупругого цилинд­
ра с волновым радиусом ках = 10 при ук = 0.1 и ур = 0;

0 ( |К |)  -  точный спектр, 0 ( |К |)  -  спектр, получен­
ный многочастотным методом из точного решения 
для рассеянного поля.

гд е  |К |  е  [0, 2 к], а  д л я  м н о г о ч а с т о т н о й  -

o ( |K | )  =  - ( l | ! ] 22 ( - i ) 4 * .  (19)
п = 0

гд е  |К |  =  2 к  и  А * н е я в н о  з а в и с я т  о т  к. Д л я  с о п о с ­

та в л е н и я  (18) и  (19) |К | в  (19) и зм ен я ется  о т  0  д о  2 к , 
а  к -  в о л н о в о е  ч и с л о  в (18).

С д е л а е м  к а ч е с т в е н н ы й  и  к о л и ч е с т в е н н ы й  а н а ­
л и з  о ш и б о к , в ы з ы в а е м ы х  п р и б л и ж е н и е м  Б о р н а .

А .  К а ч е с т в е н н ы й  а н а л и з . Р ассм о тр и м  р е зу л ь ­
т а т ы  в о с с т а н о в л е н и я  о д и н о ч н о го  р а с с е и в а т е л я  
(рис. 4 ) . С  у в е л и ч е н и е м  к о н т р а с т а  п р о е к ц и о н н а я  
сх е м а  б ы с т р о  т е р я е т  д о с т о в е р н о с т ь  в о с п р о и зв е д е ­
н и я  т а к , ч т о  в о с с т а н а в л и в а ю т с я , г л а в н ы м  о б р а зо м , 
г р а н и ц ы . Д л я  м н о г о ч а с т о т н о й  с х е м ы  вн у тр ен н яя  
ч а с ть  о б л а с т и  н е о д н о р о д н о с т е й  в о сстан ав л и в ается  
к о р р е к т н о , о т м е ч а е т с я  т о л ь к о  у х у д ш ен и е  р а з р е ­
ш е н и я : г р а н и ц ы  с  р о с т о м  к о н т р а с т а  с т а н о в я т с я  
п о л о ги м и .

Р ассм о тр и м  с п е к т р ы  < 9 ( |К |)  п р о ек ц и о н н о й  (18) 
и  м н о го ч а с то тн о й  (19) схем . Д л я  п р о ек ц и о н н о й  схе­
м ы  (рис. 5) о ш и б к а , о б у сл о в л ен н ая  п р и б л и ж ен и ем  
Б о р н а , р а в н о м е р н а  п о  |К |.  Д л я  м н о го ч асто тн о й  
(рис. 6 ) о ш и б к а  р а в н а  н у л ю  п р и  |К |  =  0  и  в о зр а с т а е т  
с  у в ел и ч ен и ем  |К |  п р о п о р ц и о н ал ьн о  к о н тр асту , н о

п ри  э т о м  < 9 ( |К |)  у б ы в а е т  п о  |К |.  П ер ер асп р ед ел я я  
о ш и б к у  в  о б л а с т ь  б о л ь ш и х  |К |,  э т и  ф а к т о р ы  у м ен ь­
ш а ю т  и н т егр а л ь н у ю  ош и б ку .

О б р а т и м с я  к  р е з у л ь т а т а м  в о с с т а н о в л е н и я  л о ­
к а л ь н о й  н е о д н о р о д н о с т и  в н у т р и  м а с ш т а б н о й  
(р и с . 7 ). В  п р о е к ц и о н н о м  м е т о д е , н е с м о т р я  н а

Рис. 7. Результаты восстановления локальной неод­
нородности (ка2 = 15) внутри масштабной (ках = 100)
проекционным методом: а -  ук1 = 0.005, б -  yKj =0.01 
при Ук2 = 6-05 и многочастотным методом: в -  уК| = 
= 0.03, г —ук1 = 0.06 при Ук2 = 0.3. Во всех случаях ур = 0.
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е(0. О)

Рис. 8. Среднеквадратическое отклонение восстанов­
ленной функции неоднородностей О (г) от действи­
тельной функции неоднородностей 0 (г) для одиноч­
ного цилиндра в зависимости от модуля неоднородно­
сти сжимаемости ук. Проекционный метод: 
штриховые линии -  положительные ук, точечные -  
отрицательные ук; многочастотный метод; сплош­
ные линии -  положительные ук, штрихпунктирные -  
отрицательные ук ; /  -  ка\ = 10, 2 - к а { = 20.

е«5,0)

Рис. 10. Среднеквадратическое отклонение восста­
новленной функции неоднородностей О (г) от действи­
тельной функции неоднородностей 0(г) для одиночно­
го цилиндра в зависимости от волнового радиуса ка{ 
для трех значений неоднородности сжимаемости. Про­
екционный метод -  штриховые линии, многочастот­
ный метод -  сплошные линии; 1 -  ук = 0.1,2 -  ук = 0.2, 
5 - у к = 0.3.

е(0, О)

Рис. 9. Среднеквадратическое отклонение восстанов­
ленной функции неоднородностей О (г) от действи­
тельной функции неоднородностей О(г) для одиноч­
ного цилиндра в зависимости от модуля неоднородно­
сти плотности Ур. Проекционный метод: штриховые 
линии -  положительные ур, точечные -  отрицатель­
ные ур; многочастотный метод: сплошные линии -  
положительные ур, штрихпунктирные -  отрицатель­
ные ур; I - к а х = 10,2 - к а х =20.

Рис. 11. Действительные соответствия для проекци­
онных схем между положениями излучателя ф0, при­
емника ф и точками на пространственно-частотной 
плоскости uOv, в которых вычисляются значения 
спектра функции неоднородностей, к -  волновое чис­
ло в однородной среде, -  волновое число внутри не­
однородности.

вполне адекватное воспроизведение масштабной 
неоднородности, изображение локальной быстро 
деградирует с ростом контраста масштабной. 
Многочастотный метод вновь оказывается более 
устойчивым. Здесь, как и для одиночного рассеива­
теля, ошибка приближения Борна ухудшает только

разрешение, и для локальной неоднородности раз­
решение зависит от контраста масштабной.

Б . К о л и ч е с т в е н н ы й  а н а л и з . Будем считать 
ошибку приближения Борна ^  как нормированное 
среднеквадратическое отклонение восстановлен-
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ной ф у н к ц и и  н ео д н о р о д н о стей  О  (г) о т  т о ч н о й  0(г).

С  у ч е то м  р ав е н с тв а  П а р с ев а л я  и  ч етн о сти  О  (К ) 
ф о р м у л а  д л я  о ш и б к и  и м е е т  вид

J |d ( |K |) - 6 ( |K |) |2|K |j|K |

Ео ( 0 ,  О )  =  —

| |0 ( |К | ) Г |К М |К |

, (20)

о

гд е  д ( |К | )  -  с п е к т р  ф у н к ц и и  н еод н ород н остей  (18), 
(19), п о л у ч ен н ы й  и з т о ч н о г о  р еш ен и я  дл я  р ассеян ­

н о го  п о л я  ( Ю Н  13) О  ( |К |)  -  т о ч н о е  в ы р а ж е н и е  для 
с п е к т р а  ф у н к ц и и  н еод н ород н ости , п о л у ч ен н о е  из 
р ассеян н о го  п о л я  в  п р и б л и ж ен и и  Б о р н а  (10), (14).

Р е зу л ь т а т ы  р а с ч е т о в  (20) дл я  о д и н о ч н о го  р ассе ­
и в ател я . в  зави си м о сти  о т  ук, ур и к а {, п р ед ставл ен ы  
н а  рис. &-10. Н а и б о л ь ш и й  и н тер ес  п р ед ставл я ю т  з а ­
ви си м ость  о ш и б к и  о т  к а х (рис. 10). Д л я  п р о ек ц и о н ­
ной сх ем ы  о ш и б к а  р а с т е т  к а к  (к п х)2у а  д л я  м н о го ч а ­
сто тн о й  м о н о то н н а  и  о гр ан и ч ен а  п р и  к а х — *- <».

В .  П р и ч и н ы  н и з к о й  э ф ф е к т и в н о с т и  п р о е к ц и ­
о н н ы х  м е т о д о в .  Б о л ь ш и н с т в о  и с с л е д о в а т е л е й  в 
к а ч е с т в е  к р и т е р и я  д о с т о в е р н о с т и  п р и б л и ж е н и я  
Б о р н а  р а с с м а т р и в а л и  сд ви г  ф а з ы  п а д а ю щ е г о  п о ­
л я  в н у тр и  н е о д н о р о д н о с т и  [16], о д н а к о  э т о т  к р и ­
т е р и й  н е  о б ъ я с н я е т  м е х а н и зм  р а зр у ш е н и я  и з о б ­
р а ж ен и й .

В  п р и б л и ж е н и и  Б о р н а  п о л е  в н у тр и  н е о д н о р о д ­
н о ст и  п о л а г а е т с я  р а в н ы м  п а д а ю щ е м у  п о л ю  п ри  
о т с у т с т в и и  н е о д н о р о д н о с т и . В  д е й с т в и т е л ь н о с т и  
с л е д у е т  о ж и д а т ь , ч т о  в  £1  в о л н о в о е  ч и с л о  и м е е т  
д р у г о е  з н а ч е н и е  k x =  c o /c i, гд е  с , -  с к о р о с т ь  зв у к а  
в н у тр и  н е о д н о р о д н о с т и . П у с т ь  /с, >  к ,  т о г д а  в с о о т ­
в е т с т в и и  с  п р о е к ц и о н н о й  т е о р е м о й  о б л а с т ь  т о ч е к

н а  п л о с к о с т и  и О v , в  к о т о р ы х  в ы ч и с л я е т с я  О  (К ) , 
е с т ь  о к р у ж н о с т ь  р ад и у са  к  с  ц е н т р о м  н а  к о н ц е  
в е к т о р а  д л и н о й  к х (р и с . 11). П о в т о р я я  и зм ер е н и я  
п ри  р а з л и ч н ы х  п о л о ж е н и я х  и с т о ч н и к а , п о л у ч и м  
м н о ж е с т в о  т а к и х  о к р у ж н о с т е й , к о т о р ы е  з а п о л ­
н я т  к о л ь ц о  А, — Л: <  |К |  <  Л:, +  к .  Д л я  к х < к  т а к ж е  п о ­
л у ч а е т с я  к о л ь ц о  к  -  к х <  |К | <  к  +  к х.

В и зм ер ен и ях  р ассея н н о го  п о ля  p j j )  н е т  д ан н ы х

о б  О  (К ) вн у тр и  к р у га  |К | < \ к - к х |. Е г о  ради ус п ро­
п о р ц и о н ал ен  к о н тр асту . С  другой  сто р о н ы , с  увели ­
ч ен и ем  р а зм е р а  н ео д н о р о д н о сти  е е  с п е к тр  су ж ает ­
ся (рис. 5) и  о к а зы в а е т с я  вн утри  э т о г о  круга . Д ан ­
н ы е  и зм ер ен и й  н есут  и н ф о р м а ц и ю  т о л ь к о  о  
“в ы с о к о ч а с т о т н ы х ”  к о м п о н ен тах  0 (г ) ,  п оэтом у

“п о д ч ер к и в ается ” е е  п ер еп ад ы , т .е . в д ан н о м  сл у ч ае  
гр ан и ц ы . Н ео д н о р о д н о сти  с п л а в н ы м  п р о ф и л е м  бу­
д у т  во сстан авл и ваться  е щ е  хуж е.

В р а б о т е  д л я  д ву х  м о д е л е й  н е о д н о р о д н о с т е й  
п о л у ч е н ы  р е ш е н и я  дл я  р а с с е я н н о го  п о л я  -  т о ч н ы е  
( Ю Н  13) и  в  п р и б л и ж е н и и  Б о р н а  (10 ), (14 ). Э т и  р е ­
ш ен и я  я в л я ю т с я  и сх о д н ы м и  дл я  в о сстан о в л ен и я  
р а с с е и в а т е л е й  д вум я  м ето д ам и  д и ф р а к ц и о н н о й  
т о м о г р а ф и и  (17), к о т о р ы е  н е  и м е ю т  о ш и б о к  ч и с ­
л е н н о го  х а р а к т е р а . Б л а г о д а р я  э т о м у  п одходу , из 
в ы р а ж е н и й  ( Ю Н  14) и  (17) у д а л о с ь  п о л у ч и т ь  а н а ­
л и т и ч е с к и е  в ы р а ж е н и я  д л я  с п е к т р о в  р а с с е и в а т е ­
л е й  ч е р е з  р а с с е я н н о е  п о л е  п р и  с б о р е  д а н н ы х  
п р о е к ц и о н н ы м  (18) и  м н о г о ч а с т о т н ы м  (1 9 ) сп о ­
с о б а м и . В ы р а ж е н и я  (1 8 ) и  (1 9 ) я в л я ю т с я  о с н о в о й  
д л я  а н а л и з а  д о с т о в е р н о с т и  п р и б л и ж е н и я  Б о р н а  в 
м е т о д а х  д и ф р а к ц и о н н о й  т о м о г р а ф и и .

•

С П И С О К  Л И Т Е Р А Т У Р Ы

1. G r e e n l e a f J . F . ,  J o n s u n  S .A . ,  L e n t  А  Н .  M easurem ent of 
spatial distribution o f refractive index in tissues by ultra­
sonic computer assisted tomography //  U ltrasound Med. 
Biol. 1978. № 3 . P. 327-339.

2. М ю л л е р  P . K . ,  К а в и х  M . ,  У э й д  Г .  Реконструктивная 
том ограф ия и ее  применение в ультразвуковой 
технике //Т И И Э Р . 1979. Т . 67. №  4. С. 567-587.

3. N o r t o n  S .J . ,  L i n z e r  М .  Ultrasonic reflectivity imaging in 
three dimensions: exact inverse scattering solutions for 
plane, cylindrical and spherical apertures //  IEEE Trans. 
Biomed. Eng. 1981. BME-28. №  2. P. 202-220.

4. S t e n g e r  F . ,  J o n s o n  SA . Ultrasonic transmission tomog­
raphy based on the inversion o f the Helmholtz equation 
for plane and sherical wave insonification / /  Appl. Math. 
Notes. 1979. № 4 . P. 102-127.

5. D e v a n e y  A J .  Inverse sourse and Scattering Problems in 
U ltrasonics//IEEETrans. Sonics. Ultrason. 1983. SU-30. 
№  6. P. 355-364.

6. N a g a i  K .  M ultifrequency acoustical holography using a 
narrow pulse// IEEE Trans. Sonics. Ultrason. 1984. SU-31. 
№ 3 . P. 151-156.

7. О с е т р о в  А . В . Т еория пространственно-временной 
дифракционной том ограф ии  при сканировании 
одиночного прием о-излучателя по плоскости // 
А куст. журн. 1991. Т. 37. №  3. С. 528-534.

8. О с е т р о в  А . В .  А кустическая том ограф и я //  З а р у ­
беж ная радиоэлектроника. 1991. №  5. С. 3 -29 .

9. F a n  S .X . ,  К а к  А .С .  A Computational Study of Recon­
struction algorithms for Diffraction Tomography: Inter­
polation Versus Filtered Backpropagation //  IEEE Trans. 
Acoust. Speech. Sienal. Process. 1983. V. 31. №  5. 
P. 1262-1275.

10. Б у р о в  В  А . ,  Р ы ч а г о в  M . H .  Д иф ракционная том о­
граф ия как обратная задача рассеяния. И нтерпо­
ляционный подход. Л инеаризованны й вариант // 
А куст. журн. 1992. Т. 38. №  4. С. 631-643.

11. О с е т р о в  А . В . ,  С а м о л е н к о в  С . Н .  П ространствен­
но-временная диф ракционная том ограф и я как ме­
тод реш ения обратны х задач акустики / /  Волны и

АКУСТИЧЕСКИМ ЖУРНАЛ том 42 № 5 19%



О  ДВУХ МОДЕЛЯХ А КУ СТИ ЧЕСКИ Х  НЕОДНОРОДНОСТЕЙ 687

дифракция -  90. М.: Ф изическое общ ество, 1990. Т . 2.
С. 59-62.

12. О сет ров А .В . , С ам оленков С .Н . О собенности вос­
становления протяж енны х граничных деф ектов 
методами ультразвуковой  диф ракционной том о­
гр а ф и и //X I Всесою зн. А куст. конф . М., 1991. С ек­
ция “ГГ.

13 . Keller J . В. Accuracy and validity o f the Born and Rytov 
approximations / /  J. Opt. Soc. Amer. 1969. V. 59. 
P. 1003-1004.

14. Leeman S., C handler P., Ferrari L A .,  Seggie D A .  Va­
lidity o f the Born and Rytov approximations //  Progr.

Underwater Acoust.: Proc. 12th Congr. Acoust. Assoc. 
Symp. Underwater Acoust. 1987. P. 35-41.

15. Azimi M., Как A.C. Distortion o f diffraction imaging 
caused by m ultiple scattering //  IEEE Trans. Med. Imag. 
1983. V. MI-2. P. 176-195.

16. Slaney M ., K akA .C ., Larsen L.E. Limitations o f imaging 
with first-order diffraction tomography / /  IEEE Trans. 
Microwave Theor. Tech. 1984. V. MTT-32. №  8. 
P. 860-874.

17. M orse P.M., h igard K.U. Theoretical acuustic. N.-Y.: 
McGraw-Hill, 1968. 409, 413, 367 p.

18. Devaney A J .  Variable density diffraction tomography //  
J. Acoust. Soc. Amer. 1985. V. 78. №  1. P. 120-130.

Two Models of Acoustic Scatterers in Diffraction Tomography
A. V. Osetrov and S. N. Samolenkov

St.- Petersburg State University o f  E lectrical Engineering, 
ul. p r o f  Popova  5 , St. Petersburg , 197376 Russia

A bstract— Scattering from acoustic inhomogeneities o f compression and density is analyzed in the context o f dif­
fraction tomography based on the first Bom approximation. Tw o types o f scatterers are considered: a single scat- 
terer and a  small scatterer within a  large one. These scatterers are studied by tw o procedures. One involves all es­
sential properties o f projective schemes and the other is based on multifrequency schemes. These procedures were 
suggested to avoid computational errors due to a  finite size o f the aperture, sampling interval, and interpolation 
step. A qualitative and quantitative analysis of the residual error of the Bom approximation is analyzed qualita­
tively and quantitatively, a  mechanism o f scatterer image degradation in projective procedures is presented, and 
reasons for the low stability o f these procedures as compared to multifrequency procedures are given.
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