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Предложен метод расчета скорости звука в растворе, содержащем два нелетучих растворенных 
компонента, по данным о свойствах бинарных систем, состоящих из растворителя и одного из рас­
творенных компонентов. На примере системы КС1-КВг-Н20  показано, согласие рассчитанных и 
экспериментальных значений скорости звука. Разработана процедура расчета погрешности оценки 
значения скорости-звука, найденного предложенным методом.

Задача расчета скорости звука в смешан­
ных растворах, т.е. в растворах, содержащих не­
сколько растворенных компонентов, по свойст­
вам бинарных систем, состоящих из растворителя 
и одного из растворенных компонентов, привле­
кает внимание многих исследователей, например 
[1-3]. Обычно, решая указанную задачу, основы­
ваются на правиле ионной силы (см., например, 
[2, 3]). Однако, использование этого правила оп­
равдано лишь при расчете свойств разбавленных 
растворов электролитов [4].

Иная возможность расчета свойств смешан­
ных растворов по данным о бинарных системах 
вытекает из модели идеальных изопиестических 
растворов (изопиестическими называют раство­
ры, имеющие одно и то же значение химического 
потенциала растворителя \iw [4-7]). В отличие от 
правила ионной силы, указанная модель приме­
нима не только тогда, когда все растворенные 
компоненты являются электролитами, но и в том 
случае, когда все растворенные компоненты или 
часть из них -  неэлектролиты [6-8].

В отличие от модели идеальных смесей [9], мо­
дель идеальных изопиестических растворов не 
исключает взаимодействия между растворителем 
и растворенным компонентом, но позволяет рас­
сматривать растворенные компоненты смешан­
ного раствора как идеальную смесь растворен­
ных компонентов бинарных растворов, имеющих 
то же значение [%, что и смешанный раствор, 
или, что то же самое, представляет смешанный 
раствор как идеальную смесь бинарных систем, 
имеющих одно и то же значение \iw.

Ранее [10] было получено соотношение, поз­
воляющее рассчитать значение скорости звука в 
растворе, содержащем два растворенных компо­

нента по свойствам бинарных изопиестических 
растворов:
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где т * , р * , а *  -  моляльная концентрация,
плотность и коэффициент расширения изопиес- 
тического бинарного раствора /-го растворенно­
го компонента, С*- -  теплоемкость бинарного
изопиестического раствора z-го растворенного 
компонента, отнесенная к единице массы раство­
рителя, а* -  скорость звука в бинарном изопиес-
тическом растворе /-го растворенного компонен­
та, т , -  моляльная концентрация /-го растворен­
ного компонента в смешанном растворе.

Легко видеть, что для использования соотно­
шения (1) надо знать значения свойств бинарных 
систем, отвечающих тому значению \iWy которое 
имеет смешанный раствор.

Как следует из соотношения (1), среднеквадра­
тичная погрешность оценки amix o ia ^ )  зависит от 
погрешностей оценок значений свойств изопиес­
тических бинарных систем.
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Покажем последовательность расчета на 
примере системы КС1-КВг-Н20 , которая доста­
точно точно описывается моделью идеальных 
изопиестических растворов [11, 12], и следует 
соотношению, характеризующему такие рас­
творы [13]:

т 1 т
_  * w * ТП1 ГП2

= 1, (р.„, = const). (2)

выражающего изопиестическое равновесие бинар­
ных систем [4], где V, -  число ионов, образующихся 
при диссоциации молекулы /-го растворенного 
электролита (для неэлектролита V, = 1).

Для нахождения значений свойств бинарных си­
стем, отвечающих значению \iw смешанного рас­
твора, концентрационные зависимости свойств 
бинарных систем аппроксимируем полиномами 
вида:

Значения плотности идеального изопиестиче- 
ского раствора, рассчитанные по формуле:

Pmix =  [ 1 1 0 \ m lM l + m 2M 2) ] x
-.-1

^  rr ij  1 +  1 0  3m * M j

j  = i P J
(3)

как показано в [12], вытекающей из соотноше­
ния (2), оказались близки к экспериментальным [2], 
что подтверждает обоснованность использования 
соотношений, вытекающих из модели идеальных 
изопиестических растворов, для расчета свойств 
выбранной системы.

Расчет значений изопиестических концентра­
ций бинарных систем КС1-Н20  и КВг-Н20 , т * ,
т * ,  соответственно, по известным концентраци­
ям смешанного раствора т1 и т2 осуществлялся 
следующим образом [6].

Аппроксимируем концентрационные зависи­
мости осмотических коэффициентов бинарных
систем (р* полиномами вида [14]:

ф * = 1 + 5 > „ т *;/2.. (4)

Выражая с помощью соотношения (2) т* в 
виде:

VI
(5)т 2 -  т1\ 1 ------
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где степень полинома ud отвечает, согласно [16], 
минимуму дисперсии о 2(/* ) . Для уменьшения
времени расчета при аппроксимации эксперимен­
тальной зависимости свойства f u полиномами 
возрастающих степеней в настоящей работе ис­
пользовался метод ортогональных полиномов 
Форсайта [17].

Используя рассчитанные ранее значения т* и 
т *, найдем значения свойств бинарных систем

/т? = Pi*> f t i  = К *)"2> П  = С *, /*4 = а* , приве­
денные в таблице, необходимые для расчета а ^ х 
по формуле (1).

При нахождении дисперсий оценок значений 
свойств бинарных систем предполагалось, что от­
клонения фактических значений величин от их 
оценок, найденных методом наименьших квадра­
тов, являются относительно малыми величинами.

Выражение для дисперсии оценки значения 
свойства бинарной системы, содержащей /-й рас­
творенный компонент и имеющей то же значе­
ний Цуу, что и интересующий нас смешанный рас­
твор, имеет вид:

“,! uil
о ‘( Л )  = т г

7=1*=1

\m *2D {B?)jk
(9)
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/ й 0 2(ш *)| + Ca n n p . i »

ищем значение т х как решение уравнения:

Vim,*<p,* = \ 2т* Ф*. 

которое можно представить в виде [15]:

У,тГ 1 + У ,А 1;т ]*иг
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(7)

где D(B/()) -  ковариационная матрица вектора

коэффициентов полинома В{ (8), аппоксимиру- 
ющего зависимость свойства f a бинарной систе­
мы, содержащей /-й растворенный компонент,

2о апПр, -  дисперсия аппроксимации концентраци­
онной зависимости свойства f a полиномом (8), 
введение которой позволяет учесть, что фактиче­
ские значения функции f a варьируют около сред­
него значения, определяемого формулой (8) с 
дисперсией, не зависящей от двойной суммы, сто­
ящей в правой части (9) [18].
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Расчет скорости звука в системе КС1-КВг-Н20

Оценки значений Номера экспериментальных точек Номер уравнения
величин 1 2 3 4 или ссылки

"*КС1 = тКВт 0.2492 0.4986 0.7478 0.9964

т КС1 0.4999 1.0026 1.5060 2.0076 (2)

w KBr 0.4969 0.9920 1.4851 1.9784 (2)

Pkci х Ю-3, кг м_3 1.01996 1.04201 1.06274 1.08223

РкВг Х 10-3» кг м 3 1.03827 1.07727 1.11437 1.14975

с * Дж к '
Рка ’ КГ ВОДЫ 4.1379 4.1067 4.0843 4.0682

с * Дж К"'
Гквг ’ КГ ВОДЫ 4.1365 4.1035 4.0796 4.0631

«КС1 х Ю3, К"1 0.35137 0.43075 0.49450 0.54594

а*Вг х 103, К-1 0.38502 0.49364 0.58196 0.64350

акс1 х 10-3' м C_1 1.5256 1.5473 1.5681 1.5896

аквг х Ю_3. м С_1 1.5084 1.5166 1.5241 1.5319

атп X 10“3. М с-1 1.5169 1.5315 1.5454 1.5593 (1)

a Z  х 10-3, м с-1 1.517 1.530 1.546 1.559 [2]

aLx X 10_3. м C_1 1.517 1.530 1.550 1.558 [2]

Ornix х ИГ3, М С'1 1.5169 1.5316 1.5458 1.5597 (Ю )

Цифра в круглых скобках в последнем столбце таблицы означает номер уравнения, использовавшегося при расчете приведенных 
в соответствующей строке значений. Ссылка в квадратных скобках укзывает на номер источника в списке литературы.

В таблице, в четвертой строке снизу даны зна­
чения рассчитанные предлагаемым методом 
с использованием соотношения (1) [19]. Следую­
щая строка содержит экспериментальные значе-

e x p  /ния а^ х, а предпоследняя строка -  значения а
найденные авторами [2] с использованием прави­
ла ионной силы [20].

Как видно из таблицы, для данной системы и
4

правило ионной силы, и предлагаемый метод 
приводят к значениям, близким к  эксперимен­
тальным. Сопоставление ̂ рассчитанных разными 
методами значений с экспериментальными имеет 
целью лишь убедить читателя в том, что предла­
гаемый метод в случае рассматриваемой системы

не уступает методу расчета, основанному на пра­
виле ионной силы.

Преимущества предлагаемого в настоящей ра­
боте метода, как отмечалось выше, состоят в 
том, что представление смешанного раствора как 
идеальной смеси бинарных изопиестических сис­
тем, в отличие от правила ионной силы, не огра­
ничено разбавленными растворами электро­
литов. Действительно, использование правила 
ионной силы оправдано лишь в области примени­
мости первого приближения Дебая, т.е. лишь для 
предельно разбавленных растворов. В области 
концентраций, при которых первое приближение 
Дебая уже недостаточно и требуется учитывать 
собственные размеры ионов, необосновано и ис­
пользование правила ионной силы [4]. Конечно,
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не следует любой смешанный раствор рассматри­
вать как идеальный изопиестический. Но откло­
нение найденного в соответствие с моделью иде­
альных изопиестических растворов значения а ^ х 
от экспериментального, как и аналогичные 
отклонения значений других свойств, например 
[4-6], является мерой взаимодействия между рас­
творенными компонентами, подобно тому, как 
отклонение значений, рассчитанных в соответст­
вие с моделью идеальных смесей, от эксперимен­
тальных характеризует взаимодействие между 
компонентами реальных смесей [9].

Отклонение же значения, рассчитанного на 
основе правила ионной силы, от эксперименталь­
ного может включать в себя и неучтенное влия­
ние собственных размеров ионов на электроста­
тическое взаимодействие между частицами рас­
творенных компонентов, взаимодействие между 
растворенным компонентом и растворителем. 
(Последнее учитывается моделью идеальных 
изопиестических растворов.)

Поэтому интерпретация отклонения рассчи­
танного с помощью правила ионной силы значе­
ния от экспериментального представляется более 
сложной задачей. Напомним, что, если один или 
более растворенных компонентов являются не­
электролитами, то едва ли ионная сила характе­
ризует их взаимодействия [4].

Чтобы судить о точности расчета amix, раз­
ность между рассчитанными и эксперименталь­
ным значениями следует сопоставлять не со зна­
чением скорости звука в растворе as% а с  отклоне­
нием а5 от скорости звука в растворителе а0 [21]. 
Учитывая значение а0 = 1497 м/с [22], найдем, что 
при тх + т2 = 1.9929 а5- а 0 = 65 м/с.

Соотношения теории идеальных смесей [9] 
позволяют в первом приближении рассчитать по 
свойствам чистых компонентов свойства любых 
смесей. Модель идеальных изопиестических рас­
творов, учитывая взаимодействия между раство­
рителем и растворенным компонентом, позволя­
ет, очевидно, с большей точностью находить 
свойства смешанных растворов.

Значение amix, найденное по формуле (1) для 
растворов, которые заметно отклоняются от иде­
альных изопиестических растворов, можно рас­
сматривать лишь как первое приближение, для 
уточнения которого уже требуется информация о 
взаимодействиях между растворенными компо­
нентами в смешанном растворе.

В последней строке таблицы приведены значе­
ния amix, найденные при допущении о равенстве 
изотермического (Зг и адиабатического р5 коэф­
фициентов сжимаемости, т.е. значения amix, най­

денные по формуле, вытекающей из (1) при
а * 2 С*-' —  0:

.-3-2 [1 + 10 (т]М 1 + т2М2)]
^mix ~ -,2

У  т, 1 + 10 
2 * m f  р*7=1 J ( 10)

Л  m, 1 + 1 0 *  -

i = 1т Pi

Использование последнего соотношения не 
требует предварительного вычисления значений
а*  и С*-. Значения tfmix, рассчитанные по форму­
ле (10), несколько превышают значения ат1Х, рас­
считанные с помощью соотношения (1), и больше 
чем последние отличаются от эксперименталь­
ных значений, причем отклонение растет с увели­
чением общей моляльности т.

Преимущества более точного соотношения (1) 
в большей степени должны проявиться при рас­
чете скорости звука в неводных растворах, для 
которых значения коэффициентов расширения а  
намного превосходят значения этой величины 
для водных растворов.

Как отмечали авторы [19], при расчете кажу­
щейся моляльной сжимаемости ф* водных раство­
ров электролитов пренебрежение разницей в зна­
чениях Pv и рг, составляющей лишь 1%, приводит 
к погрешностям в значениях ср*, достигающим 
7.5%.

Знание точной формулы (1) необходимо, в ча­
стности, при вычислении среднеквадратичной по­
грешности С2(апиХ), так как случайные величины
mf,  mf,  р pf ,  С* , ,  С*2 , af ,  а*, af,  af  не яв- 
ляются независимыми друг от друга.

Казалось бы, следуя схеме вывода соотноше­
ний, связывающих дисперсии функции с диспер­
сиями аргументов или параметров [23], не состав­
ляет труда получить выражение для a 2(amix), 
используя, например, последовательность преобра­
зований для нахождения формулы для a(pmix) [10]. 
Однако выражение для среднеквадратичной по­
грешности (7(0^) -  величины, зависящей от 6
связанных друг с другом случайных величин: mf,
m f, p f , p f ,  ctf, a f  не умещается на странице [24]. 
Можно ожидать, что сама формула для cj(amix), 
вытекающая из соотношения (1), заняла бы не 
менее трех страниц и использование ее было бы 
весьма утомительным.

Поэтому в настоящей работе не ставится зада­
ча вывода соотношения для <y(amix), а предлагает-

АКУСГИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 42 № 6 1996



РА СЧЕТ СКОРОСТИ ЗВ У К А  В РАСТВОРАХ 781

ся алгоритм расчета o(amix), основанный на воз­
можности проведения аналитических преобразо­
ваний на ЭВМ [25, 26]. Был составлен комплекс 
программ, выполняемых последовательно одна 
за другой. Перед началом работы первой из про­
грамм в память ЭВМ вводится выражение для диф-

-2  2ференциала (й а ^ х) , вытекающее из формулы (1). 
После завершения работы этой программы полу­
чаем выражение, представляющее d a ^x как 
линейную комбинацию произведений дифферен­
циалов dm *dm *, d m fd ff , , df*kd ff , , гДе i , j  = 1, 2; 
kt l = 1.. .4 с уже рассчитанными значениями коэф­
фициентов при указанных произведениях. При 
выполнении других программ квадраты диффе­
ренциалов dm  * и d / *  заменяются дисперсиями
оценок значений соответствующих величин [23]. 
Произведения дифференциалов различных вели­
чин преобразуются с учетом выражений аппрок­
симирующих полиномов и имеют вид:

dftidm*  = £ f l W i m*V a2(m*),
j  = 1

( /= 1 ,2 ;  /= 1 ,2 ,3 ,4 ) ,
и

d f* d m *  = т ]т2
О Г - т , )  —;

(**»'; |',* = 1,2). ( / = 1 ,2 ,3,4), 

< № / ;?  =
f  =  1 J  =  1

x m * T - 3a 2(m f), ( i = 1, 2), (A:, / = 1, 2, 3 ,4 ),

U
dffkd ffi =

m xm2
ik UJI

. f -3  s -3  2
xm r 2 my 2 a  (m ,),

/ ,7 = 1 ,2 ;  A:, / = 1 ,..., 4).
Из-за больших затрат машинного времени, 

требуемого для вычислений o(flmix), ограничились 
расчетом этой величины лишь для одной точки, 
отвечающей тш  = тШт = 0.2492.

Значения дисперсий оценок значений величин, 
используемых при расчете c(amix), следующие:

2

a^(m*a  ) = 0.1448 х 10-8 моль
(кг воды)’
.-8  2°  (™*вг) = 0.1419 х 10~8 моль2 (кг воды)"2,

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 42 № 6 1996

° 2(Рка) = 2.475 х 10-2 кг2 м"6 

<72(Рквг) = 0.1972 х 10"2 кг2 м"6, 

g2(c *kbг) = 0.2566 ДЖ2 К-2 (кг воды)"2, 

<*2(С*ка) = 0.5448 дж2 К '2 (кг воды)"2 

а 2(а2 а )  = 2.759х 10'18 м"4 с4,

о 2(а |в?) = 1.175 х  10"‘8 м"4 с4.

Среднеквадратичная погрешность скорости 
звука в системе КС1-КВг-Н20  оказывается рав­
ной a(amix)=  1.78 м/с.

Предложенный метод может быть распрост­
ранен на растворы, содержащие более двух рас­
творенных компонентов.

В заключение автор считает приятным долгом 
выразить признательность И.А. Чабан за обсуж­
дение статьи.
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A Calculation of the Velocity of Sound in Two Solute Solutions
D. A. Denisov

The velocity of sound in a solution with two nonvolatile solutes is estimated from the properties of binary sys­
tems of this solvent and one of the solutes. Agreement of the calculated sound velocities with experimental is 
demonstrated in KCl-KBr water solutions. An error estimation procedure for this calculation technique is also 
presented.
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