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Изучаются многоволновые нелинейные резонансные взаимодействия упругих волн в твердом теле 
с микроструктурой. Описание проводится в рамках модели среды с моментными напряжениями 
(континуум Леру), обобщенной на случай учета геометрической и физической нелинейностей. По­
казано, что наличие квадратичной нелинейности приводит к резонансным взаимодействиям трех 
волн, одна из которых является плоскополяризованной продольной и две -  циркулярнополяризо- 
ванными (спиральными) сдвиговыми волнами. Частоты и волновые числа взаимодействующих 
волн связаны условиями фазового синхронизма и удовлетворяют дисперсионным уравнениям. Ус­
тановлено, что в среде реализуется эффект распадной неустойчивости, когда продольная волна вы­
сокой частоты распадается на две сдвиговые волны более низких частот. Процесс взаимодействия 
проявляется в виде пространственных биений. Длина волны огибающей уменьшается с увеличени­
ем амплитуды продольной волны.
Наличие кубической нелинейности приводит к возможности реализации четырехволновых резо­
нансных взаимодействий спиральных сдвиговых волн.

Модели сред с моментными напряжениями 
были предложены Леру в 1911 г. [1] и в настоящее 
время широко используются при описании стати­
ческих и динамических процессов в твердых те­
лах с микроструктурой. В частности, в работе [2] 
продемонстрирована эффективность использо­
вания таких моделей для описания дисперсии про­
дольных волн в металлах и сплавах; в [3] -  в зер­
нистых композитах. В предыдущих работах авто­
ра [4-6] были исследованы особенности 
распространения нелинейных продольных и не­
линейных сдвиговых волн в моментных средах, 
процесс взаимодействия различных типов волн 
при этом не изучался. В данной статье рассматри­
ваются многоволновые нелинейные резонансные 
взаимодействия: трехволновые взаимодействия 
продольных и спиральных сдвиговых волн; четы­
рехволновые взаимодействия спиральных сдвиго­
вых волн.
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где и = ы,(х, 0 -  продольное перемещение; W =

-  вектор поперечных перемещений; р -

плотность материала; с{ = J ( k  + 2 р ) /р  , сх = V p /p  , 
соответственно, скорости продольных и сдвиго­
вых волн в материале при отсутствии моментных 
напряжений; М  и v -  константы, характеризую­
щие микроструктуру среды (М  ~ 0. Ы, где d  -  сред­
ний диаметр зерна [2, 3]);

Одномерные волны, распространяющиеся 
вдоль оси х  в среде с моментными напряжениями, 
описываются уравнениями [7]:
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8* = |  + ц + | а + 2 я  + С + 27 + | о  + Я;
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8s = 3 0  + Ц + \  + В  + У)'
Здесь А., р -  константы Ламе второго, А, Я, С -  
константы Ландау третьего иО , G, четвер­
того порядков. Решение уравнений (1), (2) будем 
искать в виде набора бегущих квазигармоничес- 
ких волн с медленно меняющимися комплексны­
ми амплитудами (Ал, Я;):
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где £2, со -  частоты волн; К, к - и х  волновые числа; 
ср(0), 0(0) _  начальные сдвиги фаз; Ql2 -  малые 
добавки (е 1). При выборе вида решения пред­
полагалось, что продольные волны являются 
плоскополяризованными, а сдвиговые волны -  
циркулярнополяризованными (спиральными).

Из анализа дисперсионных соотношений сле­
дует, что в моментной среде реализуется резо­
нансное взаимодействие трех волн, две из кото­
рых -  сдвиговые и одна -  продольная (рис. 1). Ча­
стоты и волновые числа этих волн связаны 
условиями синхронизма

£2 = со, ±со2,

К = к1±/с2 + А/с 
и удовлетворяют дисперсионным соотношениям
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Рассмотрим случай, когда высокочастотной явля­
ется продольная волна (т.е. £2 = со, + со^.
Система укороченных уравнений для описания 
комплексных амплитуд взаимодействующих волн 
имеет вид:
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Г = - k , k 2Kg2/ 2р.

Рис. 1. Тройка резонансно взаимодействующих волн.

Здесь Е = б |0) -  02О) -  ф((,) + Дкх. Система (8) обла­
дает интегралом движения, имеющим смысл за­
кона сохранения энергии, который записывается 
в виде уравнения переноса

| ( £ 0 + Е х + Е2) + £ ( 5 0 + 5, + S2) = 0, (9)

где Ех 2 = со* 2 [flli2|2 -  плотности энергий сдвиговых 

и £0 = £22[Ai|2 -  продольной волн; S12 = Е[2:dk 1 . 2

Sn = d£2Е0 -  плотности потоков энергий. Кроме
0 dK

того, для системы (9) выполняются частотно­
энергетические соотношения

Э / l n  со  J  Э Д £ 2  со  J  ’

Э/ln  coj ЭДП coj ’ 

—(H i_ +  — ( \ -  0
Э/VCO, CoJ ЭДсО, CoJ

(10)

являющиеся континуальным аналогом соотно­
шений Мэнли-Роу [8], известных в теории нели­
нейных колебаний.

В стационарном случае (д/дt = 0) из соотноше­
ний ( 10) следует

Sq S j Sq S2
= const, — + — = const.£2 со £2 со*

Si S2--------- = const.
CO, co2

(11)

Эти соотношения показывают, что в среде на­
блюдается эффект распадной неустойчивости, 
когда продольная волна высокой частоты £2 рас­
падается на две сдвиговые волны более низких 
частот со, и cOj. При этом распределение энергии
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Рис. 2. Процесс взаимодействия квазигармонических 
волн.

L ra(0)

b V >

Рис. 3. Зависимость длины волны огибающей от от­
ношения значений амплитуд волн на границе.

между сдвиговыми волнами описывается выра­
жением

(У= 1,2), (12)

позволяющим оценить предельное усиление 
сдвиговых волн за счет продольной волны. Если 
пренебречь влиянием кубической нелинейности, 
то систему (8) можно решить аналитически. 
В стационарном случае (dt/dt = 0) при точном вы­
полнении условий синхронизма (Ак = 0) и гранич­
ных условиях

я(0) = а <0>; Ь , { 0) = Ь(0); Ь 2 ( 0) = 0, (13)

где Ь12,а  -  действительные амплитуды сдвиговых 
и продольной волн (А| = ае,ф, В12 -  Ь\2е ' !) реше­
ния этой системы имеют вид:

а ( х )  =  a (0>s n £ ,
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где К  -  полный эллиптический интеграл первого 
рода;
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1/2
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dk dK

-  модуль эллиптической функции. Процесс взаи­
модействия проявляется в виде пространствен­
ных биений (рис. 2). Длина волны огибающей, т.е. 
расстояние, на котором происходит эффектив­
ный обмен энергией между взаимодействующи­
ми волнами, описывается соотношением

L = 4Ks d(0j d(ti2 _  /г , (0) — — ^ 2/ r a (15)

Величина этого расстояния определяется тремя 
основными параметрами: амплитудой продоль­
ной волны при д: = 0 (д(0)), соотношением амплиту­
ды сдвиговой волны к амплитуде продольной 
волны при л; = 0 (fe(0)/a (0)) и частотой продольной 
волны (Cl). Наблюдается уменьшение длины вол­
ны огибающей с ростом значений перечисленных 
параметров: L  ~ (д(0))-1 (при фиксированных 
£(0}/а(0)); ^  _ q -2 (ПрИ фиксированных значениях 
а{0\  fc(0)/a (0)). Закон уменьшения L  с ростом отно­
шения 6(0)/^ (0) показан на рис. 3.

Расчеты проводились для алюминиевого спла­
ва Д16, для которого упругие модули X = 6.99 х 
х Ю10 н/м2, ц = 2.75 х 10ю н/м2, Л = -168 х Ю10 Н/м2, 
В = -6 4  х 10ю Н/м2; плотность р = 2.7 х 103 кг/м3; 
средний диаметр зерна d  = 2 х 10’5 м [2]. Длина 
волны огибающей L  ~ 0.5 м при амплитуде 
продольной волны а(0) -  10-7 м, частоте/ =  £1/2% » 
~ 6 х 106 Гц (длина продольной волны Л ~ 10_3 м). 
Значения параметров выбирались из соображений 
физической реализуемости, поскольку должно вы­
полняться условие упругого деформирования ма­
териала, следовательно: д(0) ~ Ле^, где ~ 10-4 -  
упругая деформация и, кроме того, длина 
продольной волны должна быть значительно 
больше диаметра зерна в материале (Л ~ 102d).

При отсутствии продольной волны (м = 0) пло­
ские сдвиговые волны в среде с моментными 
напряжениями описываются уравнением (2), со­
держащим слагаемые в третьей степени относи-
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тельно dW
Эх

. Наличие кубической нелинейности

приводит к возможности реализации четырех­
волновых резонансных взаимодействий квазигар- 
монических волн.

На рис. 4 схематично изображены возможные 
типы четырехволновых процессов: слияние трех 
волн в одну (а), распад волны на три (б), взаимо­
действие двух волн, приводящее к генерации двух 
других волн (в) [9]. Рассмотрим четырехволновые 
взаимодействия с образованием волн суммарной 
частоты (рис. 4а), определяемые условиями син­
хронизма

(04 =  со, + со2 + соч,
(16)

к4 = к\ +к2 + къ + Ак.

Решение будем искать в виде циркулярнополя- 
ризованных (спиральных) волн

Рис. 4. Схематическое изображение возможных ти­
пов четырехволновых процессов.

Рис. 5. Зависимость амплитуды высокочастотной 
волны от расстройки волновых чисел и координаты.

4

W =  % В п(ех)
п = 1

1 /2
/ /2

i((ant - k „ x )

+  КОМПЛ. СОПр.

Подставляя решение в уравнение движения и ис­
пользуя метод медленно меняющихся амплитуд, 
получим систему уравнений, определяющую че­
тырехволновые взаимодействия

Э В } 
дх

i3g5cxp(- iAkx)k ,k2k4nt  п# „
------- •-----------л----------------- г

2 p v гр]

тая, что В4 < В}~ В2~ В3, решение системы (18) с 
учетом граничных условий при х  = О

(0)
1 * в 3 = B f , (19)

запишется следующим образом:

Т 1 1 1  D<°>D(0>D(0) jg5K\K2K3a \ **3 , iAkx 1Ч
--------------------------- (е - 1' '

При Лк = 0 выражение (20) преобразуется к виду

дВ2
дх

дВ3
дх

i3g5exp(- iA kx)kJk3k4 

2 р <  к2

i3gsexp(- iA kx)k ik2k4

8 * Р* В 
1 **3 **4>

2 p v
В * В *  В  1 **2 **4’

гРз

ЭЙ4
дх

i3g5exp(iAkx)k{k2k3

2 p v
В\В2В3у

П>4

где -  групповые скорости сдвиговых волн.

Простейшим типом взаимодействий является 
взаимодействие четырех волн с одинаковыми 
скоростями, при которых выполняются условия 
синхронизма (16). Естественно, что в среде с дис­
персией скорости волн на разных частотах раз­
личны, однако, сделанное предположение о ра­
венстве скоростей допустимо, если в условиях 
синхронизма введена расстройка Ак * 0 [10]. Счи-

В4 = i3g5k ik2k3B<? )B ?)B ?) x / 2 p v \  (21)

Зависимость действительной части амплитуды 
волны с частотой со4 от расстройки волновых чи­
сел и координаты приведена на рис. 5. Она будет 
такой же, как у второй гармоники в среде с дис­
персией [11].

Амплитуда волны с частотой со4 определяется 
модулями упругости второго, третьего и четвер­
того порядков (#5), следовательно, если удастся 
экспериментально измерить максимум амплиту-
ды В4 и расстояние, на котором этот максимум
достигается (х*), то можно будет вычислить мо­
дуль упругости четвертого порядка (У).

Без учета дисперсии в приближении заданного 
поля волн В [9В29В3, как видно из выражения (21), 
четырехволновые процессы приводят к линейной 
зависимости амплитуды В4 от расстояния.
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Nonlinear Interactions of Longitudinal 
and Helical Shear Waves in a Solid Body with a Microstructure

V. I. Erofeeev

We studied the multiwave nonlinear resonance interactions of elastic waves in a solid body with a microstruc­
ture. The study was carried out with a model of a medium with moment stresses (Le Roux continuum) gener­
alized to account for geometrical and physical nonlinearities. A square-law nonlinearity was shown to cause 
the resonance interaction of three waves: a plane-polarized longitudinal shear wave and two shear waves of cir­
cular polarization (helical waves). The frequencies and wave numbers of interacting waves were related by the 
conditions of phase synchronism and they satisfy the dispersion equations. The effect of splitting instability was 
found to take place in the medium when a longitudinal high-frequency wave was split into two shear lower fre­
quency wave. The interaction manifested itself by space beat. The envelope wavelength decreased with an in­
crease of the longitudinal wave amplitude. A cubic nonlinearity may cause four-wave resonance interactions 
of helical shear waves.
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