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В работе предложен акустический метод определения упругих и пьезоэлектрических постоянных 
ромбических кристаллов класса mm2. Метод основан на измерении фазовых скоростей упругих 
волн в объемных образцах. Для определения всех девяти упругих и пяти пьезоэлектрических посто­
янных необходимо всего три образца, что выгодно отличает предлагаемый метод от используемого 
сейчас метода “резонанса-антирезонанса”. Достоинством метода является также то, что он позво­
ляет определить знаки пьезоэлектрических постоянных, что невозможно в методе “резонанса-ан­
тирезонанса”. К недостаткам метода можно отнести необходимость высокоточных измерений фа­
зовых скоростей упругих волн и высокую точность в определении ориентации образцов.

В предыдущей нашей работе [ 1 ] мы рассмот­
рели определение упругих cijkl и пьезоэлектричес­
ких empq постоянных кристаллов следующих клас­

сов: 23, 4  3т ,  422, 4  2 т ,  622,222. Там ж е были при­
ведены требования к точности измерения 
фазовых скоростей (8V ~  1 м/с) и углов ориента­
ции образцов (бср ~ 20') -  при К2 ~  0.01 и желаемой 
точности определения empq ~  10%. В настоящей 
работе мы рассмотрим ромбические кристаллы 
класса mm2. Как и в работе [1] будем полагать, 
что плотность образцов р и значения диэлектри­
ческой проницаемости е нам известны.

Для ромбических кристаллов класса mm2 от­
личны от нуля следующие компоненты тензоров
А  А  А

с ,  е , е:

С 11> с 22> С33> С44> с 55» С66» С 12» С 13* С23’

^15» е 24» е 32> е ЪЗ‘у £ 11» £ 22» £ 33*

Для определения всех 9 упругих и 5 пьезоэлектри­
ческих постоянных нам потребуется четы ре1 об­
разца в виде кубика с ребром “а”. Требования к 
размерам образца, преобразователя и длине волны 
звука изложены в [1] -  при выбранных размерах 
в образце должны распространяться плоские вол­
ны с фазовой скоростью, не отличающейся от тако­
вой в безграничном кристалле.

М алое число образцов является существен­
ным достоинством предлагаемого метода -  при 
использовании классического метода “резонанса

1 При необходимости можно ограничиться 3 образцами №№ 2,
3, 4. На них можно провести все измерения, выполняемые 
на образце № 1, но менее удобно.

и антирезонанса” [2] авторам работы [3] для 
определения всех упругих и пьезоэлектрических 
постоянных бифталата калия (ромбический кри­
сталл, класс mm2) потребовалось 7 стержней, 
2 пластины и 3 объемных образца, т.е. всего две­
надцать образцов.

В предлагаемом методе образцы должны быть 
ориентированы следующим образом (ребра куби­
ка являются рабочими осями X, У, Z образца) -  см. 
рисунок 1:

Образец № 1 -  ориентирован строго по крис- 
таллофизическим осям Х {, Х2, Х3.

Образец № 2 -  повернут вокруг кристаллофи­
зической оси Х3 на угол а  =  45°.

Образец № 3 -  повернут вокруг кристаллофи­
зической оси Х2 на угол <р =  25°-30°.

Образец № 4 -  повернут вокруг кристаллофи­
зической оси X, на угол \|/ =  25°-30°.

No 1 № 2 №3 №4

Взаимное расположение кристаллофизических осей 
Xj, Х2, Х3 и рабочих осей X, Y, Z образцов.
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Компоненты Г/; тензора Кристофеля-Грина 
(К -Г) для кристаллов класса mm2 имеют следую­
щий вид [4]:

Гм -  с ххп \ + с66я2 + С55П3 + - ( е 3, + е Х5)2п\п\,

Г* 13 -  (с хз + C55)n xn3 + “ (^3, + е \ъ) X (1)

X ( е х5п\ + 2̂4 2̂ + *33Пз)П1П3>

Г 23 -  ( с 23 +  с 4 л ) п г п г  +  " ( ^ 3 2  +  ^ 24)  х

нить их точность). Значения всех 9 скоростей 
таковы:

г( 100| 
1100)

. 1100)

= J c \ \ / Р

У т  = А Т р(010)

.[100)
^[0011 -  J C55/ P V

.[00)1
[1001

.[ООП
[0101

(ООП
[0101

Здесь С& = С33 + е]г /е33; = с*  + е24 /^22; *55 = с55 +

+ ^15/£11*
Отметим, что при распространении упругих 

волн вдоль кристаллофизических осей кристалла 
класса mm2 все волны являются ‘‘чистыми”. П ье­
зоактивными являются моды, имеющие смеще­
ние и вдоль полярной оси Х3. Только для них воз­
никает пьезоэлектрическая реакция и упругая 
постоянная возрастает от сЕ до с°.

Измерив упомянутые скорости и составив 
выражения pV2, определим следующие упругие и 
пьезоэлектрические постоянные:

х  ( е Х5п] + е1Ап2 + е ггп])п2пЪу

2 2 2 
£  — £|j/Ii + 822^2 + £33̂ 3*

Здесь -  л, 2,3 -  направляющие косинусы волновой 
нормали п. Для упрощения записи здесь (и в даль­

нейшем) мы опустили у упругих постоянных с*и 
индекс “£ ” (измерено при неизменном электриче­
ском поле), а у  диэлектрической проницаемости

г \ п индекс (измерено при неизменных дефор­
мациях).

Таким образом, cjkt =  cfm , a em„ =  z \ n

I. ИЗМ ЕРЕНИЯ  
Н А  О Б РА ЗЦ Е  № 1

Определение упругих постоянных начнем с 

измерений скоростей упругих волн, име­
ющих волновую нормаль, совпадающую с крис­
таллофизическими осями X,, Х2, Х3. Индексы в 
квадратных скобках у скорости V являются на­
правляющими косинусами (или кратными им ве­
личинами): нижние -  вектора волновой нормали 
п, верхние -  вектора смещения и. Всего необходи­
мо выполнить измерения 8 скоростей: трех про­
дольных и 5 поперечных (желательно измерить 
скорости всех 6 поперечных волн -  это позволит 
определить с66 из 2 независимых измерений и оце­

D D D . 2 2
С1Ь с 22> С33 » с 44> ^44 ’ с 55» с 55 * С66> е \5 » е 24 •

Для дальнейшего условно примем, что е 15 =

= + л Й -
Заметим, что для пьезоэлектрических посто­

янных в физическом смысле имеют значения 
лишь их относительные знаки -  без ущерба для 
“физики” знаки всех пьезопостоянных можно из­
менить на обратные. “Истинные” знаки являются 
результатом международного соглашения -  см., 
например, [5].

II. ИЗМЕРЕНИЯ НА ОБРАЗЦЕ № 2
Для определения упругой постоянной сп  и 

относительного знака пьезопостоянной с24 нам 
потребуется образец № 2. Волновая нормаль в 
этом случае лежит в плоскости (001). Е е направ­
ляющие косинусы пх = пъ  п3 =  0. Подставив эти 
значения п, в (1), выписав уравнения К -Г , полу­
чим дисперсионное уравнение

(r 3 3 -p V 2) [ ( r n - p V 2) ( r 22- p V 2) - r f 2] = 0 .

Видно, что волна, поляризованная вдоль Х3,

“чистая” и пьезоактивная. Ее скорость v[noj свя' 
зана с упругими и пьезоэлектрическими постоян­
ными соотношением
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Таким образом

(^15  +  ^ 2 4 )2 =  ( £ 11 +  £ 22) [ 2 p ( V [ ^ o j )  - ( С 44 +  С55) ] .

Это позволяет установить знак е1А относитель­
но принятого нами положительным е {5: если (е 15 +

+ е24)2 > ( е15 + е \А)* то 2̂4 того ж е знака, что и е[5у 
если меньше -  то противоположного.

Для определения упругой постоянной с ,2 необ­
ходимо измерить скорости волн, поляризованных 
в плоскости (001): квазипродольной (быстрой) -
v \\ \0] и квазипоперечной (медленной) -  V[f}0).

Обозначая х  =  pV2 и разрешая квадратное 
уравнение

(Г „ -* ) (Г и - * ) - Г ? 2 = о ,

получим:

х \ -  Р(^[110)) = 2 ^ ” + ^22) +

+ ^ ( r „ - r 22)2 + 4 r?2,

^  = P(v[?!o,)2 =  i ( r 11 + r 22) -

- |л / ( Г „ - Г и )2 + 4Г?2.

Искомая упругая постоянная с12 содержится в 
Г12. Е е можно найти, использовав либо x h либо х2, 
либо их разность (х, -  х2).

Так, в последнем случае

с п  = J (x  1 -  х2)2 -  i(<r„ -  с22)2 -  с66.

С нашей точки зрения целесообразно выпол­
нить измерения скоростей как квазипродольной
VjIJo], так и квазипоперечной V^]0] волн и найти 
с12 всеми тремя способами. В качестве с 12 следует 
взять среднее. Это также позволит оценить точ­
ность выполненных измерений.

1П. ИЗМ ЕРЕНИЯ Н А  О Б РА ЗЦ Е  № 3

Образец № 3 необходим для предварительного 
определения упругой постоянной с 13 и пьезоэлек­
трических постоянных е31 и е33. Для этих целей 
необходимо выполнить измерения скоростей ква­
зипродольной и квазипоперечной волн, распрост­
раняющихся в плоскости (010) и поляризованных 
в этой ж е плоскости. При распространении упру­
гих волн в плоскости (010) направляющие косину­
сы волновой нормали будут: п х *  0; пг = 0; п3 Ф 0  и

п] + п\ = 1. Дисперсионное уравнение для этого  
случая

(Г22 -  р v 2) [ ( r n -  Р V2) ( r 33 -  р V2) -  Г?3] = 0 .

Волна, поляризованная вдоль Х2, чистая и не 
пьезоактивная. От с 13 она не зависит. Нас будут 
интересовать волны, поляризованные в плоско­
сти (010). Для них

(Гц -  р У2)(Г 33-  р V2) -  г2 3 = 0 .

Обозначая р V2 = у  и решая квадратное уравне­
ние, получим

У. = P(V|I!o«,))2 = |(Г „  + Г33) +

+ У ( Г и - Г гъ)2 + 4 Г 2п ,

.  , (2)
У2 = Р ( ^ 0я,]) = ^ ( Г „  +  Г33) -

г „  - Г33)2 + 4Г?3.

Неизвестная с 13 содержится в Г13.
На первый взгляд кажется, что, выбрав неко­

торый конкретный угол ф =  ф,, можно из соотно­
шений (2) определить Г13, а затем и с13, аналогично 
тому, как это было сделано при определении с12. 
Однако, поступить столь “прямолинейно” нельзя, 
поскольку ГИ,Г 33,Г 13 содержат неизвестные пье­
зоэлектрические постоянные.

Используя у, и у2, можно составить несколько 
независимых уравнений. Однако, они будут со­
держать избыточное число неизвестных. П одоб­
ная ситуация часто встречается при определении 
упругих постоянных. Недостающие уравнения в 
этом случае получают, выполнив аналогичные 
измерения для других срезов кристалла, т.е. на 
других образцах с иной ориентацией волновой 
нормали. При этом структура уравнений не изме­
няется, но изменяются коэффициенты при неиз­
вестных. Это позволяет решить полученную сис­
тему уравнений и найти все неизвестные. К сожа­
лению, подобный метод непригоден для 
рассматриваемого случая. Дело в том, что все 
неизвестные пьезопостоянные в составленных 
таким способом уравнениях входят здесь с одним 
и тем ж е коэффициентом и разделить их не пред­
ставляется возможным. Поясним это  следующим 
примером. Пусть мы хотим определить е31 и е33. 
Для этой цели составим сумму S  = у , + у2 = Г ,, +  Г33 
один раз при измерениях на одном образце при 
ф = ф, и второй раз при измерениях на другом об ­
разце при ф = ф2. При этом мы ожидаем, что ко­
эффициенты при е3[ и е33 изменятся по-разному, и 
мы сможем решить полученную систему уравне­
ний.
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Однако, на самом деле этого не произойдет. 
Действительно, воспользовавшись (1), легко убе­
диться, что

S  = У\ =  Гц + Г 33 = (с ,, + С55)П! +

е33
б) е 15 и е33 одного знака и е33 > 2 —  е15.

£ц

Если величина ‘Т ’ нам известна, то пьезоэлектри­
ческая постоянная е33 находится из квадратного 
уравнения

,  D . ч 2 1 2 4 ,
+  ( С33 +  с 55 )п 3 +  “ ^15^1  +

+ “ £(*15 + еЪ\)2 + [^ е \5еЪЪ -  “ *33^Л1Я

ИЛИ

S  =  (с „  + ся )л? + (с& + Ся )Лз +  

1 2  4 , 1 , ,  2 2

Здесь

( 3)

(За)

N  = m + к; т = (е 15 + е31)2; к =  [2 е х5егъ- ^ е ] ^

Разреи И'. в его, получим

8 зз
и

15 1±

Оба решения имеют физический смысл.
Напомним, что сумма (т + к) = N, а величина N  

легко находится по экспериментальным данным 
при любом угле ср. П оэтому в дальнейшем целе­
сообразно перейти к одной неизвестной и исклю­
чить “Г ,  заменив ее  разностью к = (N  -  т). При 
этом N, как видно из (За), будет

Таким образом, сумма, стоящая в квадратных 
скобках в (3), выступает как единое неизвестное
N. Его составляющие е31 и *33 не разделяются при 
переходе к другому образцу с другой ориентацией 
волновой нормали.

В данной работе мы обош ли эту трудность, 
произведя замену неизвестных и выполнив изме­
рения при двух различных ориентациях волновой 
нормали. В качестве новых неизвестных выберем

т -  (* i5 + *3i) и Л -  2 е Х5е33- ^ е 33
Езз

Рассмотрим их более подробно.
Неизвестная “т ” является существенно поло­

жительной величиной. Если она найдена, то пье­
зоэлектрическая постоянная езх определяется 
соотношением

Оба значения езх имеют физический смысл и от­
дать предпочтение какому-либо из них пока не­
возможно.

Неизвестная “к” может быть как больше, так и 
меньше нуля. Действительно, “к” можно предста­
вить в виде

к =  ^ 4 1 2 ^  -  1
£зз V £,1*зз 

Отсюда видно, что

£33к >  0, если е ]5 и е33 одного знака и *33 < 2 —  е [5.
е п

к < 0, если а) е Х5 и е33 разных знаков,

N  =  - | ^ Г 5 - ( сп + с55) п? -  
п хп3 L

,  D . ч 2 1 2 4“|
-  (с 33 +  С55) п 3 -  “ *15я 1 J

Рассмотрим ход дальнейших вычислений. О б­
ратим внимание на то, что величина

Г 1
—“  “  ” (*15 + е 3\)(е \5п \ + *33пз) =п хп3 £ (7)

= С хз +  С55 = COnSt,

т.е. от  величины угла ф не зависит. П оэтому, со­
ставив подобные выражения для двух углов Ф =  ф, 
(«1 = яц, п3 =  П31, £ = £,) И ф =  ф2 (Я1 -  п12, п3 =  ПЗЪ 
£ = £3) и взяв их разность, получим связь между Г13 
и пьезоэлектрическими постоянными:

Г 1з(Ф2) _  Г ,3(Ф1) _
п \гпъг п \ \пъ\

£ , £ 2

Подставив сюда значение е33 из (5), получим 
окончательно

8
[

Г" 1з(ф2) Г,3«Р1)-
Я 12П 32

Здесь  

8  =

Я 11Я 31
= 1 -  b ( N - т ) ) .

(8)

£ ,£2
„ / 2 2 2 2 ч’ 
£ зЗ в 15(л 1 \ п 32 ~  п \2п 3\ )

ь  = 11

33 е  15

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 43 № 3 1997 2*
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Значение Гi3 находится из соотношений (2)

Г,з =  | 7 ( 3 ' 1 - > ' 2 ) 2 - ( Г 1 1 - г з з ) 2 или

Г , 3  =  л /Г ’ 11 Г з з  ~  У I>*2•

Однако, Г п и Г33 являются функцией неизвест 
ной “ш”

Г „  = Gi + gjm-, Г33 = G3 + gx( N - m ) .  

Здесь

г , 2 ,  2 п  2 , 0 2 , 1 2 4G, = с пл ,+ С 55п3, G3 = c55n ,+  c33n3 + - e 15n,,

S\ =

2 2 
« 1 « 3 E -  £ ц «1 + е33и3.

Таким образом, (8) является иррациональным 
уравнением для определения “т”. Обозначим его 
корень через “т 0”. Некоторые выводы о знаках 
перед корнями в правой части уравнения (8) мож­
но сделать и не решая его. Действительно, левая 
часть (8) имеет вполне определенный знак. По­
этому, чтобы существовало равенство, необходи­
мо, чтобы и его правая часть имела тот же знак. 
Это попарно определяет два варианта знаков 
корней, входящих в (8): при положительной левой 
части это либо (+)(+), либо (-)(-); при отрицатель­
ной -  это либо (+)(-), либо (-)(+). Оба варианта 
знаков равноправны.

Определение Г |3, как было отмечено выше, 
необходимо выполнить при двух ориентациях 
волновой нормали в плоскости (010): при углах 
Ф = <р, и <р = ф2. Для этого нам потребуется обра­
зец № 3, повернутый вокруг оси Х2 на угол ф = ф,. 
Измерения при ф = ф2 проводятся на том же об­
разце № 3, но на других гранях, ортогональных 
первым. При этом фз = 90° -  ф,. Не останавливаясь 
на соображениях, положенных в основу выбора 
величины ф], сразу скажем, что его приемлемым 
значением, видимо, будет ф, = 25°-30°.

Уравнение (8) удобно решать методом прямой 
подстановки.

Для этого перепишем его в виде

= Д. (8а)

Здесь

А(т,) = * [
Г|з(ф2, т , )  Г  13(ф,, /я,-)

п 12п  32

» 1з(Ф)' m i)l
"|1«Э1 -Г

B(mf) =  - b ( N  - т х)).

Для S(m,) выбран знак, совпадающий со знаком 
A(mf). Задаваясь значениями mh рассчитываем 
А(т,), В(тj) и находим такое значение т{ = т 0, при 
котором А(т0) =  В(т0) и Д обращается в нуль.

Располагая ЭВМ, несложно выполнить соот­
ветствующие расчеты и найти щ .  При выборе на­
чального ориентировочного значения т = т 1 мож­
но исходить из величины е15, полагая т х =» е]5.

Найдя т0 можно приступить к определению е33. 
К сожалению, свобода выбора знака в (5) остает­
ся. Поэтому оба значения е33 равноправны.

IV. ИЗМ ЕРЕНИЯ НА О БРА ЗЦ Е № 4
Для окончательного определения е33, езь е32 и 

упругих постоянных с13, с23, с33 необходимо обра­
титься к образцу № 4 и измерить скорости квази­
волн, распространяющихся в плоскости (100). На­
правляющие косинусы волновой нормали в этом 
случае будут: л, = 0, л2 *  0. «з *  0. Измерения необ­
ходимо выполнить при двух ориентациях волно­
вой нормали аналогично тому, как это было 
сделано на образце № 3. Таким образом, образец 
№ 4 должен быть повернут вокруг оси Xi на угол 
ф  = Ф), который мы, как и ф,, выберем порядка
25°-30°. Измерения скоростей и Vgiall3l,
как и раньше, выполним на двух ортогональных 
гранях образца, т.е. при у 2 = 90° -  \j/i- Все вычис­
ления полностью эквивалентны выполненным на 
образце № 3.

Все полученные выше соотношения остаются 
в силе при замене индекса (1) на индекс (2), т.е. сле­
дует заменить: П\ ► л2, сц  ► с22, — ► С44, е15
— *24, 3̂1 — -  *32> £ц — *- ^22* Как и прежде, из 
экспериментальных данных определяются у \ , у2, 
N1 -  см. (6). Отметим, что теперь

rri = (^24 + ^32) 1 к' =  2е 24еЭ1~
Езз

Затем рассчитываются Г23(у 1Д), устанавливается 
знак у произведения корней

V m V l -

решается уравнение (8'а) и находится его корень 
т0. После того, как установлено значение т'0у 
вычисляется

еэз =  ~ « 2 4 [ l  ±  л/ l  -ЬЧЛГ- m i ) ]  .

Одно из значений е33, найденных на образце № 4, 
окажется общим и для образца № 3. Оно и будет 
истинным значением е33. Это однозначно определит 
знак корня в (5). Поскольку знак произведения кор­
ней в (8) был найден ранее, то это определит и зна­

ки корней J m 0 и J m '0, что позволит однозначно 
найти езх и еп  -  см. (4), а затем, используя Г 13 и Г23,
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также с 13 и с23 -  см. (7). Напомним, что определе­
ние как с,з, так и с23 следует выполнить дважды: 
при углах ср1? ср2 и \|/lf \\f2 соответственно, и взять 
среднее. Последнее, что остается сделать, это

подсчитать с33 = с 33 -  ^зз / £зз- Теперь нам известны 
все упругие и пьезоэлектрические постоянные.

Напомним, однако, что знак у е 15 был условно 
принят положительным. Для того, чтобы убе­
диться в правильности этого выбора, следует по

найденным cfjkl рассчитать упругие податливости

4 / ,  а затем -  пьезоэлектрический модуль J33 =

= £31 + е324  + ^зз^зз • У ромбических кристал­
лов класса mm2 принято [5] считать d33 > 0. П о­
этому, если ^зз окажется отрицательным, то зна­
ки всех пьезоэлектрических постоянных следует 
изменить на обратные.

В заключение отметим, что предлагаемый ме­
тод является единственным непосредственным 
методом определения пьезоэлектрических посто­
янных етрч как по величине, так и по знаку. Это

тем более существенно, что знаки пьезоэлектри­
ческих постоянных экспериментально можно 
определить только у dmp4 и gmp4 и только статиче­
ским методом. Широко распространенный дина­
мический метод [2 ] определения dmpq не позволяет 
этого сделать.
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Determination of the Elastic and Piezoelectric Constants 
of Orthorhombic Crystals by an Acoustical Method

S. V. Bogdanov

An acoustical method is proposed for the determination of the elastic and piezoelectric constants in orthorhom­
bic crystals of class mm( The method is based on the measurements of the phase velocities of elastic waves in 
cube- shaped samples. Only three samples are required to determine all nine elastic and five piezoelectric con­
stants. This is an advantage of the proposed method over the conventional method of resonance and antireso­
nance frequencies. Another advantage is that the proposed method determs the signs of piezoelectric constants, 
which is impossible with the resonance-antiresonance method. The disadvantage of the proposed method lies 
in the fact that it requires high-precision measurements of the phase velocities of elastic waves and a highly 
accurate sample orientation.
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