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Большинство используемых в настоящее вре­
мя методов вычисления акустических полей в 
океанических и атмосферных волноводах основа­
но на решении уравнения Гельмгольца для звуко­
вого давления в неподвижной среде, либо его па­
раболических аппроксимаций. Для движущихся 
неоднородных сред с  произвольным потоком не 
всегда удается получить даже замкнутое уравне­
ние для давления р. Поэтому для акустики движу­
щихся сред методы вычисления полей менее раз­
виты. Теоретические основы распространения, 
отражения и преломления акустических волн в 
движущихся слоистых средах представлены в ра­
боте [1]. Вычислительные методы, основанные 
на выводе параболических уравнений для отдель­
ных частных случаев движущихся сред приведе­
ны в работах [2-4], а для более общ его случая не­
однородных сред в работах [5 ,6 ]. В этих работах, 
в частности, показано влияние скорости океани­
ческих течений на параметры распространения 
акустических волн на конкретных примерах на 
основе расчетов в рамках узкоугольного парабо­
лического приближения. Однако узкоугольное 
параболическое приближение имеет известные 
определенные ограничения, связанные с ошибка­
ми вычисления фазы акустической волны. Для 
неподвижных сред в настоящее время существует 
несколько подходов получения широкоугольных 
параболических уравнений (ШПУ) с  использова­
нием различных типов аппроксимаций [7-9]. 
Оценки ошибок вычисления фазы сигнала для 
используемых типов аппроксимаций и сравнения 
различных численных методов решения ШПУ 
приведены в работах [ 10, 11].

В настоящей работе выводится ШПУ для не­
однородных движущихся сред на основе примене­
ния метода факторизации и использования квад­
ратичной аппроксимации оператора квадратного 
корня [12]. Рассмотрим уравнение распростране­
ния звука в неоднородной среде с наличием мед­
ленных течений, т.е. при условии |U | с0, где с0 -

минимальное значение скорости звука, a U -  век­
тор скоростей течения [13];

где и = w(z) -  горизонтальная компонента скоро­
сти течения; U = (и, 0 , 0 ); p(t) -  звуковое давление; 
р = р(х, у, z) -  плотность среды; с  = с(х, у, z) -  ло­
кальная скорость звука. Полагая р  = P ex p (-jw ), 
раскрывая V и div, получим уравнение для гармог 
нической составляющей Р:

AP + k2P ~ - V P V p  + 2 i k ~ -
р СОХ

И ди  Э ( д Р \  п ^
(0 d z d x { d z )  ~  ’

где к = со/с(х, у, z) -  волновое число.

Заметим, что первые три члена уравнения (2) 
соответствуют уравнению распространения звука 
в неподвижной среде, а последние два члена содер­
жат компоненту скорости течения и градиент ско­
рости течения. Введем цилиндрическую систему

координат (г, ф, z), где г  = 7 ?  + у \  tgф =  у /х 9 Z. 
Полагаем, что среда обладает цилиндрической 
симметрией, а и(г, ф, z) -  проекция скорости потока 
на прямую z = const и ф = const. Полагаем также, 
как это было сделано при выводе уравнения (1) 
в работе [13], что отношение вертикальных про­
странственных масштабов изменчивости 
параметров океанической среды с, р, и к горизон­
тальным о  меньше 10“2, а число Маха для океани­
ческих течений М  = |м |/с0 < 10“3.

Заменой переменных преобразуем уравнение (2) 
к аналогу уравнения Гельмгольца. Положим

Р (г, ф, z )  -  q (r , ф, г)л/р(л Ф, Z). (3)
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Подставляя выражение (3) в (2), раскрывая опе­
ратор V в цилиндрических координатах, ограни­
чиваясь рассмотрением акустического поля в 
дальней зоне с учетом малости числа Маха, пре­
небрегая горизонтальной рефракцией, получим 
уравнение в плоскости (г, z) при ф = const:

..2 - . .и д а  Aq + K  q  + 2 i k - ^  -
с dr

i д и д р д д  
pCD d z d r d z

2
2 i du d q  i d u d p d q
to d z d rd z  pco d z d z d r

где

i e - ^ t ± A p - | ( i v p / +

/ к и д р  1 Эи Э2р ( 1 д и д р д р Л
VP c d r  pco d zd rd z  2 p 2(x)dzdzdrJ

К1 -  можно рассматривать как квадрат эф ф ек­
тивного комплексного волнового числа. Зам е­
тим, что если положить и =  0, то  уравнение (4) 
тождественно совпадает с уравнением для непо­
движной неоднородной среды, использованном в 
работе [12] для вывода 1ИПУ. Для получения пре­
образованного уравнения используем подстанов­
ку следующ его вида:

q ( r ,z )  = v ( r , z ) H (0' \ k 0r), (5)

где v(r, z) -  медленно изменяющаяся функция;

Нр1)(крг) -  функция Ханкеля нулевого порядка 
первого рода. кр -  некоторое среднее значение 
волнового числа. В случае дальнего акустическо­
го поля при k0r  >  1 воспользуемся асимптотичес­
ким представлением функции Ханкеля

Подставляя (5) в уравнение (4), проведем оцен­
ку величины каждого из членов полученного 
уравнения, содержащих скорость течения ы. Учи­
тывая, что М  = и/с  < 1 , квадрат коэффициента пре­
ломления среды л2(г, z) =  (к/кр)2 <  1; |с)м/Эг| < кри. Так 
как v(r, z) -  медленно изменяющаяся функция от  
г, то d v /d x  = dcpV, где € <̂  1. Кроме того, в реаль­
ной океанической среде отношение вертикально­
го характерного масштаба неоднородности к 
горизонтальному а  много меньше единицы, при­
чем е >  а , потому как изменение амплитуды акус­
тического поля вдоль трассы распространения не 
может быть медленнее изменений параметров 
среды. Тогда, сохраняя в (4) члены - М и  прене­
брегая членами О^М2), 0(А/е), О(М о) и более вы­
сокого порядка малости, получим в области

асимптотики функции Ханкеля преобразованное 
уравнение для функции v(r, z):

d v  . , г̂ 2 , ч , 2Ч 2k0d u d v  „2//с0-^г -f- Av  ̂ч- (AT ( r , z ) - k Q) v  + —  = 0 ,(6 )

где

/ c V . d  =  t 2 + ^ A p - | Q v P)

_ 2*„*г “ + - ^ ^ р + у .
co pco3z3z

/ к и д р  1 д и д 2р i 1 ЭиЭр 
ЧрсЭг ршЭгЭгЭг 2 p 2co^z ^z

д и д р д р  
dr.

Заметим, что если в (6 ) пренебречь членом  
52W 3r2, то получим узкоугольное параболичес­
кое уравнение, которое по числу сохраненных чле­
нов, содержащих скорость потока и ее производ­
ные, совпадает с уравнением (11) из работы [13]. 
Для получения широкоугольного приближения 
для уравнения (6 ) сделаем ещ е одну замену пере­
менных, а именно, положим

V (r ,z) = (7)

Подставляя (7) в (6 ), группируя однородные члены, 
поделив обе части уравнения на (1 -  кри/со) ~ 1 и пре-

2 2небрегая членом (2к0 /ю2)мЭи/ЭгЭу/Эг/(1 -  к0 и/со), 
имеющим порядок OiM1), получим уравнение
ДЛЯ \ |/:

+ + + K \ r .  г ) ¥  =  0,
д г  д г2 д г2

(8)

где

К г(г,г )  = *2-* J  + ̂ A p - | ( iv p )  -  2 М 2|  +

к0 ди др  ^кр/'диЛ _^оЭ \
+ ршЭ z d z  СО g z 2

v -  / к и д р  1 Эи Э2р  ̂ 1 ЭмЭрЭрУ
\ p c d r  pco3z3r3z 2 p2co^z ^z ^rJ

Отметим, что по своей форме уравнение (8) яв­
ляется преобразованным уравнением Гельмгольца 
эллиптического типа с некоторым эффективным  
значением квадрата волнового числа A?(r, z), 
включающего в себя скорость потока, ее  произ­
водные и диссипативные члены, порождаемые 
потоком. Рассмотрим подробнее компоненты, со­
ставляющие A?(r, z). Для описания поглощения в 
среде квадрат волнового числа представим в об-
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щем виде комплексной функцией k2(r, z) = к% (гг (г,
z) +  ib(r, z)), где 5 -  коэффициент, характеризую­
щий поглощение акустических волн в среде; Ь(г, 
z) <  n \ r ,  z) <  1. Выделив комплексную и действи­
тельную части, перепишем K?(r, z)  в следующем 
виде:

Полагая, что г/:0^- J l  + L  -  ik0 J  1 + L  ^  = 0, огра­

ничиваясь только однонаправленным распрост­
ранением, получим

Э\(г
+ ik 0\\i -  i k 0 J  1 + L\|/ = 0. (И )

K \ r , z )  = k l(N 2(r, z)  + i8 ,( r ,z ) ) ,  (9)

где

N \ r , z )  =  n \ r , z ) - l + r r ^ P - ^ Q v p )  -
2pA:0 4A:0^P '

2
^ г .  . .  и 1 ЭиЭр 2 1 Э и

0й> + Рсо*0Эг Эг (йг{дг)  а к о ^ ’

5 ,(r,z ) = S(r, z) -  28(r, z ) k 0 j -  + -^v .
“  k 0

В выражении (9) б^г, z) можно рассматривать как 
обобщенный коэффициент затухания звука в 
водной среде, причем компоненты, содержащие­
ся в V , обусловлены взаимодействием течения с 
неоднородностями плотности среды, вызываю­
щем турбулентность потока. Для частного случая 
однородной среды, при д р /d z  = 0; Эр/Эг = 0; 
Э2р/(ЭгЭг) = 0, обобщенный коэффициент затуха­
ния равен 5{(r, z) = 5(r, z)( 1 -  2k$w/ю). Отсюда лег­
ко видеть, что если скорость течения совпадает с 
направлением распространения звуковой волны 
и и > 0 , то 8j < 5 и, следовательно, затухание аку­
стической волны на трассе распространения 
будет меньше, чем в неподвижной среде. Если 
скорость течения направлена против распростра­
нения звуковой волны и и < 0, то Ь{ > о и, соответ­
ственно, затухание акустической волны на трассе 
распространения будет больше, чем в неподвиж­
ной среде.

Далее, по аналогии с работой [12], используя 
метод факторизации [14], формально представим 
уравнение (8) в следующем виде:

где

х ( ^ + i k 0 + i k 0 j m  )v  = о, (Ю)

г _  1 Э2 , K2{r,z)
L  “  , 2л 2 *  ,2k0oz k0
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Аппроксимируем J l  + L  в области изменения 
оператора L: \L\ < 1 квадратичным полиномом 
aL2 + bL  + dy где коэффициенты а , by d y согласно 
работе [12], имеют следующие численные значе­
ния: а  = -0.13630, Ъ -  0.51764, d  -  1.0, используе­
мые для описания распространения акустических 
волн в волноводе с углами наклона к горизонту 
0 < 45°. Тогда широкоугольное параболическое 
уравнение с использованием квадратичной апп­
роксимации для описания распространения акус­
тических волн в неоднородных средах с наличием 
горизонтального неоднородного по глубине тече­
ния будет иметь следующий вид:

l , * ,  л . ЧЭ 
- ( а 5 , ( г , г ) - г у ) —ф
ко Э г

(12)

где

.л ,  . a  d2(N 2(r, z )) х2 , *
= N  ( г ,z)Y +  У  - flQi(r,z ) ,а

*о

Р

Эг'

у  = b  + а№ (г, z),

t  ,  ч . „ \А / ч . а  Э28 ](г, г) = o i( r ,z )  +  2aN  ( r ,z )  +  —— — 5—
k 0 oz

Уравнение (12) является уравнением парабо- 
лического типа. Для его численного решения в 
работе [12] разработан высокоэффективный ме­
тод, основанный на использовании явных разно­
стных схем. Исходное значение акустического 
давления после вычисления ц/(г, z) при ф = const, 
со = const будет определяться по формуле

P (r ,z )  = V (r ,z )  1
ikQr - in / 4

(13)

При решении начальной задачи для уравнения 
( 12) граничным условием на границе раздела воз­
дух-вода является \|/ = 0, что следует из условия 
Р  = 0 и выражения (13). Условия на границе разде­
ла S  в движущихся средах сводятся, согласно [1], к 
требованиям непрерывности акустического 
давления [P]s = 0 (динамическое условие) и к тре­
бованиям непрерывности нормальных компонент 
полной скорости частиц среды [(dP/dz)/(Р(1 -  
-  ы/ с0)2]5 = 0 (кинематическое условие).
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Таким образом, полученное уравнение (12) мо­
ж ет быть использовано для вычисления акусти­
ческих полей в рамках широкоугольного парабо­
лического приближения в волноводах с  наличи­
ем горизонтальных неоднородных по глубине 
течений.
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