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Рассмотрено отражение плоской продольной волны от границы изотропного упругого полупрост­
ранства, на которой закреплена нагрузка импедансного типа. Исследуется влияние такой нагрузки 
на энергетические характеристики отраженных продольных и сдвиговых волн. В качестве нагрузки 
рассматривается набор одинаковых резонаторов, реагирующих на нормальное и тангенциальное 
напряжения и обладающих двумя различными резонансными частотами. На этих частотах выпол­
няются смешанные граничные условия, в результате чего падающая продольная волна отражается 
полностью. Значительное отражение наблюдается в полосе частот, ширина которой определяется 
величиной инерционного импеданса резонатора. Найдены параметры резонатора, обеспечиваю­
щие среднюю величину энергии в отраженной продольной волне до 98-99% в широком диапазоне 
частот для всех углов падения первичной продольной волны.

При отражении продольных и сдвиговых волн 
от границ твердого тела происходит их взаимная 
трансформация (см., например, [1, 2]), которая 
приводит к возбуждению поверхностных (в част­
ности, релеевских) волн [3], [4] на свободных по­
верхностях, волн Стоун л и [5] на границе контак­
та твердых тел, волн Лэмба [6] -  в твердых волно­
водах и т.д. Несмотря на то, что исследования 
этих явлений проводятся в течение столетия, ра­
боты по этому направлению до сих пор продол­
жают появляться в научной литературе (см., на­
пример, [7-9]).

Существенной, на наш взгляд, проблемой яв­
ляется выявление новых возможностей управле­
ния процессом взаимодействия волн на границах с 
целью создания технических устройств, необхо­
димых для практических целей. К физическим 
процессам, реализующимися такими устройства­
ми, по нашему мнению, можно отнести: поглоще­
ние упругих волн на границах тела, виброизоля­
ция упругих (в частности, лэмбовских) волн в 
твердых волноводах, реализация таких волново­
дов с заданными характеристиками и др. В насто­
ящей статье рассматривается задача о трансфор­
мации продольных волн в изотропном однород­
ном упругом полупространстве при их падении на 
его границу, жестко контактирующую с некото­
рой нагрузкой. Отметим, что такая задача час­
тично была рассмотрена в работе [10].

Зададим падающую продольную волну в виде:

U;0 = a0exp(i(£,z + k2x)), (1)

где U/° = (-/сом°, -iwu°x У -  вектор колебательной 
скорости, а0 = (cos0o, sin0oy -  вектор поляризации 
волны, k j = к[cos0o, к2 = &7sin0o, 0О -  угол падения 
^ -волн овое  число продольных волн, индекс t оз­
начает траспонирование матрицы. Система коор­
динат выбрана так, что ось х  параллельна грани­
це, а ось z совпадает с внешней нормалью.

Аналогично, отраженные волны имеют вид: 

и; = « па,ехр(г(- k\z + к'гх)), (2)

-  продольная волна.

и , =  Я 12а,ехр(/(- к \z +  к2х ))9 (3)

-  сдвиговая волна.
Здесь Rn  и Я12 -  коэффициенты отражения, 

a/ = (-cos0o, sin0oy, ar = (sin0 ,,c o s01y, к\ = ktcos0b
k2 = &rsin0 ,, волновое число, 0 , -  угол отраже­
ния сдвиговых волн, определяемый, как обычно, 
из соотношения:

£,sin0, = kt sin0o. (4)

Множитель exp(ik'2x) всюду в дальнейшем 
опущен.
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Составляющие тензора напряжений и с :х 
связаны со смещениями и . и их известными соот­
ношениями:

„ Эм, „ Эиу
(5)

fdu . диЛ
(6)°~ = JiU + 3 j ’

где X и |1 -  коэффициенты Ляме упругой среды.

Образуем для каждой из волн вектор-столбец 
напряжений а  = (а,2, а д,У, связанный с векторами 
соответствующих колебательных скоростей со­
отношениями <х = Zu, где Z -  2 х 2-матрица упру­
гих импедансов [9].

Таким образом,

(Т0 = Z lQ̂ e \p { i k xz), = Z Il^ lR u exp(ik]z),

а { =  z \ b tR n e \p ( i k i z ) ,

где нижние значки (0) и (/) относятся к падающей 
и отраженной продольным волнам, а значок (/) -  
к отраженной сдвиговой волне. Импедансные ма­
трицы Zo , Z\ и z \ , полученные путем подстанов­
ки выражений (1), (2) и (3) в соотношения (5) и (6), 
имеют вид:

±cos0o (1 - 2b2)sin60 

62sin0o ±b2 cos0o

г
b~'cose, -(1  - 2fr2)sine0 

-b~ sin0o bcos0 j

Здесь все напряжения и элементы матриц выра­
жены в единицах рсь  где р -  плотность среды, с ,-

скорость продольных волн, параметр b = —
с \

1 -  2 у 
2 (1 -V )

, ct -  скорость сдвиговых волн, v -  ко­

эффициент Пуассона. В первой матрице нижний 
индекс (0) соответствует знаку (+), а индекс / -  
знаку (-) в скобках.

Нагрузку на границу тела зададим также в ви­
де импедансной матрицы Z0, связывающей между 
собой суммарные вектора напряжений и колеба­
тельных скоростей при z = 0:

(Т0 +  (Т, +  <т; -Z °(u0 + U/ + u f).

1998

Здесь Z° = 7 °

7°Z 2I

7°Z 12

7°^ 2 2

, где Z ik -  безразмерные

элементы матрицы, также выраженные в едини­
цах рс,. Подставляя соответствующие величины 
векторов в (7) и группируя члены, получим:

(Zl + z V ^ .  + ^ '  + z V ^ , ,  = -(Zo + Z°)a0. (8)

Векторное уравнение (8) эквивалентно систе­
ме двух уравнений относительно величин Rn и 
R\2• Запишем эту систему в матричной форме, 
удобной для решения на ЭВМ с применением про­
грамм матричной алгебры. Введя обозначения
для векторных величин (z j + Z°)a/ = Aj = (А, ь А2\У,

(Z t +Z°)a; = A2 = (А\2,А 22Уу (Z 0 +Z°)a0 = B = (ВХ,В 2У, 
представим уравнение (8) в виде:

А | / ? ц  + A 2/ ? i2  = В. ( 9 )

Введя далее вектор-столбец R = (Rx,, Rn )c и матри-

Д ,2 

А 22 )
получим матричное уравнение:

AR = В, (10)

решение которого можно записать в виде:

R = А 'В . (11)

Кроме этого уравнения для определения вели­
чин Rn  и /?12, нами использовались и аналитичес­
кие формулы, которые для определенной формы 
нагрузки будут приведены ниже.

Необходимо отметить, однако, что эти величи­
ны не в полной мере характеризуют процесс отра­
жения (преобразования), поскольку они относятся 
к волнам, обладающим разной энергетикой (за 
счет различных модулей упругости: X + 2ц -  для 
продольных волн и р -  для сдвиговой волны). По­
этому нами в дальнейшем использовались вели­
чины потоков энергии в каждой из отраженных 
волн [1]:

I* . Е, =
Ъ C O S 0 , l n  ,2

" c o s V * 12' ■

Отметим, что для непоглощающей нагрузки Z0, 
которая в дальнейшем только и будет рассматри­
ваться, выполняется соотношение £, + £ ,=  1. Ис­
ходя из этого, можно рассматривать только одну 
составляющую, например, Е{.

В общем случае величины Rn и Rn , характери­
зующие преобразование упругих волн, существен­
но зависят от характера и величины нагрузки Z0.
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Рис. 1. а -  угловая зависимость Е{ для различных вели- 

чин |Z22 1. 1 - \Z°22 | = 0; 2 - |Z22 | —  « . \Z°U | — *■ ~;

3 -  |Z22 I = 0.3; 4 -  \Z22 | = 0.9; 5 -  |Z22 I = 2.1. 
б -  угловая зависимость £/ для различных величин 

Iz°u |. I - \Z°n | = 0; 2 -  |Z°u | = 0.3; 3 -  |Z° | = 0.9; 4 -

|Z° | = 2.1; 5 - |Z °  | = 4.5.

В настоящей статье рассматривается импеданс- 
ная нагрузка, матрица которой имеет диагональ­
ный вид:

т.е. нормальные и тангенциальные напряжения, 
которые эта нагрузка вызывает, определяются 
только одноименными смещениями. Такую на­
грузку сравнительно легко реализовать на практи­
ке, и одна из таких реализаций будет описана ниже.

Аналитические формулы для этого типа на­
грузки имеют вид:

/?„ = (D + Z nZ 22cos(0o + 0,) + 

+ Z ,| b cos 0O -  Z22 cos e, ) / (D + +

+ z°, Z22cos(e0-e,) +
+ Z°,/?cos0o + Z22 cos 0 j ),

Rn  = (G + Z°u Z22s\n2Q0) /(D + +

+ z°z2°2cos(e0-e,) +
+ Z°u hcos0o + Z22cos0 ,),

(13)

(14)

где

d ± = bsin4e I[4ctge0ctg e 1± ( i  - c tg e , ) 2], 

G = 4b cos 0, sin3 0,(1 -  ctg20,).

При Z°u = Z22 = 0 они переходят в формулы для 
отражения от свободной поверхности [4]. При
Z°n — ► со, Z22 —*■ 00 формулы (для закреплен­
ной границы) имеют вид:

cos(0o + 0 ,) 
cos(0o- 0 1) ’

sin20o
cos(0o- 0 i)

Рассмотрим влияние величин Zn и Z22 на ве­
личину Е[ в отдельности. При этом нужно иметь в 
виду, что характер импеданса (упругий или инер­
ционный) влияет только на фазу величин Ru  и 
/?12; величина £/(£,) зависит только от абсолют­
ных значений составляющих импеданса.

На рис. 1 приведена величина £, (в процентах) 
в зависимости от угла падения продольной волны. 
Кривые рис. 1 а построены для различных значе­
ний при Z°u = 0, кроме кривой 26. Величина ко­
эффициента Пуассона v = v* = 0.2637 соответст­
вует обращению в нуль величины Ru  внутри уг­
лового диапазона [4]. (На этом же рисунке дана 
величина Е{ для закрепленной границы, рассчи­
танная по формуле (15).) Видно, что по мере уве­
личения нагрузки величина Et возрастает и при
|Z221 — ► <» стремится к единице, т.е. падающая
продольная волна отражается полностью, и ее 
трансформации в сдвиговую волну не происхо­
дит. Это явление хорошо известно [4] и соответ­
ствует одному из типов смешанных граничных ус­
ловий:

А К У С Т И Ч Е С К И Й  Ж У РН А Л  том 44 №  1 1998
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Аналогичное явление происходит при увеличе­
нии |zf, | (Z°2 = 0). что видно из рис. 16. Случай

I Z°u | — -  °° соответствует другому типу смешан­
ных граничных условий:

= 0, uz = 0, (17)

при выполнении которых также нет трансфор­
мации продольной волны в сдвиговую. Изложен­
ные результаты расчета следуют и непосредст­
венно из формулы (13): при \Z°U | — ►- «•, Z22 = 0 и

при |Z221 — *- Z° = 0, как легко видеть, £, =
= |Л ц |2 — *■ 1 .

В промежуточных случаях при Z ,, — ► °°,

Z 22 Ф 0 и Z°2 — ► °°, Zn Ф 0 получим соответ­
ственно

R  п = 

* 1 2  =

Z22cos(eo + 0 ,) + bcos0o 

Z22cos(0o-  0j) + bcos0o

Z°2sin280

Z22cos(0o- 0 1) + 6COS0Q

Zn COS(0O+ 0 ! ) -  COS©! 

Z°u cos(0o-  0 ,) + COS0,
-0Z,j sin20o

z°n C O S ( 0 o - 0 ! )  +  C O S 0 ,

Используя описанный принцип, можно за счет 
выбора соответствующей нагрузки реализовать 
почти полное отражение падающей продольной 
волны, т.е. практически устранить отражение 
сдвиговой волны. Поскольку волновое сопротив­
ление продольных волн в твердых телах весьма 
велико, то для создания большой нагрузки можно 
использовать резонансные системы, которые на 
своих резонансных частотах могут обеспечить ее 
необходимую величину.

Одним из примеров таких модельных систем 
являются механические резонаторы типа “упру­
гость-масса”, составленные из упругих резиновых 
прокладок малого кругового или квадратного се­
чения и массивных накладок той же площади. 
Предполагается, что однотипные резонаторы рас­
пределены на свободной границе полупространст­
ва равномерно, на расстоянии друг от друга много 
меньшем длины сдвиговой волны, так что их реак­
цию можно характеризовать однородным локаль­
ным импедансом. Такие резонаторы применялись 
в ряде работ, например, в качестве поглощающих 
элементов [10, 11] или “антивибраторов” [12]. Их 
специфика состоит в том, что они обладают резо­
нансными свойствами при двух поляризациях сме­

щений -  нормальном и тангенциальном -  по отно­
шению к плоскости прокладки. На это обстоя­
тельство было впервые указано в работе [13], в 
которой рассматривалось применение таких ре­
зонаторов для искривленной поверхности.

Резонансные частоты такого резонатора оп­
ределяются соотношениями:

Wo, = (|i0/ W ) 1/2, Щп = ( a p 0/ W ) 1/2, (20)
где со0, и со0л “  резонансные частоты для тангенци­
альных и нормальных колебаний соответственно, 
т -  удельная масса накладки (на единицу площа­
ди), d -  высота резиновой прокладки, р0 -  модуль 
сдвига резины, a(i0 -  эффективный модуль про­
кладки, выраженный через коэффициент “ужес­
точения” а . Величина а  определяется соотноше­
нием между толщиной прокладки d  и ее харак­
терным поперечным размером / [14] и может 
изменяться в весьма широких пределах. Так, при 
d > / эффективный модуль прокладки (фактичес­
ки столбика) равен модулю Юнга Е = Зр,0 ( а  = 3); 
при d < I модуль Е — ► + 2ц0, т.е. стремится к 
модулю продольной волны. Так как для резины 
\Iq <£ Xо, то максимальное значение a  = Xq/ iIq мо­
жет принимать значения порядка 102-104. По­
скольку со0л = Т а  ©ом то отношение со0„/со0, может
изменяться от Jb  до значений порядка 10- 100. 
В рамках принятой модели резонаторов предпо­
лагаем, что внутренние потери достаточнб ма­
лы, так что ими можно пренебречь и считать рав­
ными нулю.

С учетом изложенного, импеданс нагрузки Z0, 
как уже упоминалось выше, будет выражаться ди­
агональной матрицей со следующими элементами:

Z°n = Z„, Z22 = Z„ Z?2 = Z21 = 0. (21)
Здесь Zn и Z, -  нормальный и тангенциальный им- 
педансы резонатора соответственно, которые 
могут быть записаны в виде [13]:

iXCl
1 - a V a

Z, =
ixa
1 - £ Г

где Q = co/ coq, “  безразмерная частота, X  = 
= ©oj/iwo/pc! -  безразмерный инерционный импе­
данс резонатора на его нижней резонансной час­
тоте, приходящийся на единицу площади границы 
тела, ^-относительная площадь, занятая резона­
тором. Величину X можно представить в другом 
виде: X = (й01М /рсь где М  = msQ -  масса резонатора, 
приходящаяся на единицу площади. В этих обо­
значениях резонансные частоты определяются
равенствами £2, = 1, £2„ = J a .

Перейдем к рассмотрению результатов расче­
та величины Et для импеданса нагрузки, опреде­
ляемого в соответствии с выбранной моделью
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Рис. 2. Частотная зависимость Е/ для zP = Zt,X  = 0.2 (а), X = 2 (б).

формулами (21) и (22). Рассмотрим вначале на­
грузку 7P -Z , (при Z, = 0) с целью иллюстрации из­
ложенного выше принципа управления величи­
ной Е,. При этом необходимо иметь в виду, что,

поскольку Z0 в нашем случае зависит от частоты, 
то Ei будет зависеть от двух параметров -  угла па­
дения и частоты. Кроме того, существенным па­
раметром является величина X.
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На рис. 2 представлена зависимость £/ от без­
размерной частоты £2 для различных углов паде­
ния (отдельные кривые) при значениях параметра 
X = 0.2 (а) и X = 2 (б). Из рисунков видно, что мож­
но выделить некоторую огибающую, имеющую 
вид резонансной кривой, ниже которой значения 
Et не опускаются при всех углах 90° < 0О < 0. При 
0 = 1  (резонансная частота) величина Е{ = 1. Ши­
рина полосы частот эффективного отражения 
продольных волн существенно зависит от параме­
тра X , характеризующего величину импеданса ре­
зонатора по обе стороны от резонансной часто­
ты, (чем больше эта величина, тем шире полоса). 
Можно получить формулу для ширины полосы 
частот, исходя из выражения для величины |Z,|2, 
следующего из формулы (13):

|z,|2 = -------- [E,(D+)2- ( D - ) 2]. (23)
cos 0,(1 - £ , )

Определим ширину полосы как диапазон, в ко­
тором Е, > 0.5. Из рис. 1а видно, что min£, для этих 
значений наблюдается при 0О -  45°. Подставляя 
значения £ , = 0.5, 0О = 45° и b в правую часть (23), 
получим некоторую величину, которую обозна­
чим через а2 (ее точное значение в данном случае 
интереса не представляет). Уравнение (23), с уче­
том (22), принимает вид:

Это уравнение эквивалентно двум уравнениям, 
учитывающим знак выражения в скобках:

£2_Х -  ,-------- = а, при £2 < 1,
1 -  а :

П+Х гл ,------- - = -а ,  при £2 > 1.
1 - П 2

Для этих величин получаем два уравнения:

£ 2 ± т2 у £ 2 ± - 1  =  О,

где 2у = Х/а. Их решения дают значения (положи­
тельные) частот, при которых Е{ = 0.5:

Ширина полосы Д определяется соотношением:

Д = Г2+-£2_ = 2у = Х /а ,

т.е. ширина полосы пропорциональна инерцион­
ной нагрузке резонатора на его резонансной час­
тоте. Относительная ширина полосы

6 = Q+/£2_ = (у + J l  + у2)2.

Подобные результаты получаются и для Z° = Zn 
(при Z, = 0), что можно видеть из рис. 3, на кото­
ром представлены аналогичные данные при тех 
же значениях X, что и на рис. 1; параметр а  взят 
равным 9, т.е. резонансная частота £2„ = 3. Шири­
на полосы в этом случае получается несколько 
больше, чем на рис. 2, так как вблизи этой часто­
ты величина |ZJ в J a  раз больше величины |Z,| 
вблизи ее резонансной частоты £2, = 1. Однако по­
лучить простое выражение для ширины полосы в 
этом случае не представляется возможным.

При переходе к рассмотрению совокупного 
проявления резонансов можно предполагать зна­
чительное расширение полосы эффективного от­
ражения продольной волны. Эта полоса должна 
располагаться между частотами £2Г и £2„, посколь­
ку на этих частотах величина £, = 1, может быть 
близка к единице. Это, как следует из формул (18)
и (19), происходит при малых значениях |zf, | = \Ln\
и IZ22I = |Z,| соответственно, что достигается,
прежде всего, при X <  1. Это подтверждается дан­
ными рис. 4, на которых аналогично рис. 2, 3 при­
ведена частотная зависимость величины £/, для 
значений X  = 0.2 и X  = 0.7. Величина £2„ = 10. Из 
рис. 4 видно, что с увеличением параметра X вели­
чина £/, возрастает не только при £2 < £2, и £2 > £2,, 
но и при £2f < £2 < £2„; однако при этом на резонанс­
ных частотах она снижается.

Мерой эффективности преобразования волн 
может служить значение £/, усредненное по диа­
пазонам частот и углов падения. Эту величину 
можно записать в виде:

N  М

а  -  щ !  I  ч а т, в 0п),
п = 1 т = 1

где N  и М  -  число значений углов падения и час­
тот, изменяющихся в пределах 0° < 0О < 90°, £2, <
< £2 < £2/ соответственно. При расчете £/ для зна­
чений 0О использовалась линейная шкала, для зна­
чений £2 -  логарифмическая, значения М = N = 50.

С использованием формулы (25) решалась за­
дача оптимизации величины £/ за счет определе­
ния такого значения параметра X = Хт , которое
доставляет равенство £/ = max. Эта задача перво­
начально решалась для значений £2, = 1, £2„ = 10 с 
использованием стандартной программы. В ре­
зультате получены следующие значения: Хт =
= 0.4724, £/ = 98.3923 (в процентах). Частотная 
зависимость £, для значения X = Хт представлена 
на рис. 5.

Эти же данные, но для величины £, = 1 -  £,, с 
целью наглядности зависимости не только от ча-
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Рис. Э. То же, что на рис. 2, но для Z° = Z„, X = 0.2 (а), X = 2 (б).

стоты, но и от угла падения, приведены на рис. 6 
в виде трехмерного графика, свидетельствующе­
го о весьма малой величине Et, в широком диапа­
зоне изменения этих параметров.

При расширении полосы частот оптимизации 
(за счет большего разнесения резонансных частот 
резонатора) происходит увеличение величины
Так для £2, = 1, Q.n = 100 значения Хт = 0.5091, Е \  =
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«

Рис. 4. Частотная зависимость Е( для резонатора с двумя поляризациями (Z, и Zn) X = 0.2 (а), X = 0.7 (б).

= 99.0980. Частотная характеристика для этого 
случая приведена на рис. 7.

Все вышеприведенные результаты относятся к 
значению коэффициента Пуассона v = v* = 0.2637,

хотя описанные явления будут проявляться и при 
всех других его значениях. При этом, как показы­
вают расчеты, для v > v* величина Ei возрастает, 
а для v < V* убывает по сравнению с рассмотрен­
ным случаем.

А К У С Т И Ч Е С К И Й  Ж У РН А Л  том 44 №  1 1998



54 В О В К ,  Т Ю Т Е К И Н

Eh %

Рис. 5. Оптимизированная частотная характеристика £/ для О, = 1, П„ = 10, X = Хт = 0.4724, £/ = 98.3923.

Рис. 6. Частотно-угловая оптимизированная характеристика Е,, X = Хт = 0.4724, Е, = 1.6077.
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Рис. 7. Оптимизированная частотная характеристика для П, = 1, = 100, Х = Хт = 0.5091, Е[ = 99.0980.

В заключение заметим, что рассмотренные 
особенности отражения будут проявляться и для 
сдвиговых волн при их падении на импедансную 
нагрузку рассмотренного типа.
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Conversion of Elastic Waves in a Solid 
upon Reflection from an Impedance Load

A. E. Vovk and V. V. Tyutekin

Reflection of a longitudinal plane wave from the boundary of an isotropic half-space underlying an imped­
ance load is analyzed with a focus on the effect of this load on the power characteristics of reflected longi­
tudinal and shear waves. The load is configured as a set of identical resonators that respond to normal and 
tangential stresses and have two resonance frequencies. At these frequencies, mixed boundary conditions 
are satisfied, implying the total reflection of the incident wave. Reflection is large over a frequency sub­
stantial whose width is determined by the resonator inertial impedance. The resonator parameters that pro­
vide, average, a power reflection for the longitudinal wave up to 99% over a wide frequency range for all 
angles of incidence are found.
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