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В данной работе приводятся исследования не­
которых задач дифракции упругих волн, выпол­
ненные с использованием теории /^-функций 
(функций В.Л. Рвачева) [1, 2], которая привнесла 
в методы математической физики конструктив­
ные элементы алгебры логики. Это в свою оче­
редь позволило сформулировать понятие струк­
туры решения (т.е. формы, в которой отыскива­
ется решение) как функциональное соотношение

U  = В( Ф)
где U  -  решение задачи, В  -  известный оператор, 
учитывающий граничные условия краевой зада­
чи, определяемый на множестве 2J?, а элемент Ф 
выбирается так, чтобы наилучшим образом  
(в том или ином смысле) удовлетворить исходно­
му уравнению.

Основная идея построения структурных фор­
мул, учитывающих граничные условия, состоит в 
разложении в ряд по степеням функции со или со, [ 1 ], 
где со, со, -  левые части нормализованных уравне­
ний границы области Э£2 или их участков. Для за­
дач дифракции волн в электродинамике такие 
структуры построены [2].

Как известно [3-6], линейное уравнение дви­
жения для идеальноупругого изотропного тела £2 
имеет вид

pAU +  (X + (i)V(VU) -  p i )  = 0, (1)
где А., р ,р  -  физические константы среды, U -  век­
тор упругих перемещений с компонентами их,и ъ

Уравнение (1) можно преобразовать к системе 
волновых уравнений, если вектор перемещений U 
представить в виде

Б = Up + U „ (2)

где вектор Г р описывает потенциальное поле, 
U* -  соленоидальное,

и р =  УФ, и ,  = V X *Р, У*Р = 0.

Система волновых уравнений

Д Ф - с ^ Ф  =  0,

Д Ч '-с ^ Ч ' = 0 (3)

дает возможность определить тензоры деформа­
ций е  и напряжений о  следующим образом:

2г  = VU + (VU)*,

а  = ХгЕ + 2|ie, (4)

где знак * означает транспонирование, Е  -  еди­
ничная матрица, с, -  скорость распространения 
продольных волн, с2 -  скорость распространения 
поперечных волн.

К системе уравнений (4) необходимо присоеди­
нить начальные и граничные условия на границе 
Г тела £2.

Если на границе Г (кусочно-гладкая поверх­
ность) тела заданы напряжения, то граничные ус­
ловия можно записать в виде

<У*,1 г = PiM> 0 . х е  Г у i y j =  1, 2, (5)

где л, -  внешняя нормаль, р 0{х9 t) -  внешняя на­
грузка на границе Г.

В случае, если на границе Г тела £2 заданы пе­
ремещения, граничные условия имеют вид

и,-1г =f(x> /), *  €  Г, / = 1 ,  2, (6)

Для смешанных граничных условий, когда на 
части границы Г { тела £2 напряжения, на другой 
части Г2 -  перемещения, граничные условия пред­
ставляются соотношениями

<У*;1г=РуСМ), * € Г , ,  (7)
и«1г = /< x , t )9 х е Г 2. (8)

Кроме граничных условий (5 )-(8 ), необходимо 
задание начальных условий.

Решения задач дифракции упругих волн, полу­
ченные с помощью метода разделения перемен­
ных, интегральных преобразований, метода воз­
мущения формы границы и др. [5 ,6], как правило,
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представляются в виде рядов, составленных из 
специальных функций.

Для волновой задачи (3)-<5) в случае, когда те­
ло находится в условиях плоской деформации, 
т.е. Ш 3 =  0, ¥  = Ч?еЪ9 *F= ¥ (х , , х2, 0 , Ф  =  Ф(*1, х2, г), 
структурные формулы решений могут быть 
представлены соотношениями

ф  = ^ ( ф | + ^ 2 )~ э 7 2(1*'| ~ ф2) + ф °’ (9)

41 =  э 7 2( ф ' _ч ,2 ) + £ ; (ф 2 “ ч>' )+ ч /о ’ (10)

где

Ф, = Фл + coZ), Ф,, + соТ,Фп ЭсоЭсо2(Х + ц.)
д х ,д х 2 X + 2|Х

У, = <оТ, Фп д(й2\  X
Л Эх JX + 2fi

1 Эш 1 Эсо
\  +  Эх, (I Эх2 ;

1 Эсо 1 Эсо
л---------- (О  гг / 7 . . --------СО Г-—  /7..-,
?с + р Эх2 Р Эх, J

со = со(х) -  функции, описывающие уравнения гра­
ницы Г области £2: обладающие следующими 
свойствами: со(х) е  С2, х е  Л", причем со(х) > 0 для
x g  £2; со(х) = 0, х  g Г; co(x)<0,x  i  £2; Г , , D , - д и ф ­
ференциальные операторы [1], продолжающие 
граничные условия внутрь области; в качестве 
функций Ф,, (/ = 1,2) могут быть выбраны класси­
ческие полиномы или полиномы с локальными 
носителями.

Решения (9)—(10) при этом имеют вид функци­
ональных соотношений, состоящих из элемен­
тарных функций или суперпозиции элементар­
ных и специальных функций. При этом учитыва­
ется на аналитическом уровне геометрия области 
£2, а на участках ее границы Г* граничные усло­
вия. Кроме того, соотношения (9М 10) позволяют 
учесть (за счет произвола в выборе функций Фп 
(/ = 1, 2)) имеющуюся априорную информацию о 
точном решении задачи (если оно есть), позволя­
ю т приблизиться к точному решению в метрике 
соответствующего функционального простран­
ства. Применение одного из вариационных мето­
дов дает возможность удовлетворить исходной 
системе волновых уравнений (3).

Рассмотрим в качестве примера исследование 
напряженно-деформированного состояния в окре­
стности цилиндрической полости произвольной 
формы. Действующей нагрузкой в этом случае

является плоская продольная волна с круговой 
частотой со. Необходимо найти решение системы 
уравнений Гельмгольца

~ 2
ДФ + ^ Ф  = 0,

С

~ 2
А4/ + ^ Т  = 0 (11)

при граничных условиях на поверхности полости Г

, о * ч (ст„ + а гг)

,  0 * V( а г0 + а г9)

= О,

= О,
(12)

на бесконечности должны удовлетворяться уело- 
вия излучения

о о
где а гг, а г9 -  компоненты напряженного сосггоя-

*  * *ния в падающей волне, а гг, а г0 -  компоненты на­
пряженного состояния в дифрагированной волне, 
под ср понимаются потенциалы отраженных волн 
Ф, *F, под а  -  скорости распространения волн с , , с2,

Перемещения их и напряжения о,-, ( i , j  = 1 , 2 )  оп­
ределяются из соотношений (4).

Решение задачи (1 1>—(13) будем искать в виде
(9)—(10) в ограниченной области £2q, на границе Г0 
которой задано граничное условие нелокального 
типа [2], моделирующее граничные условия (13):

S ,( Ф),
ЭУ
Э п = s 2(4f)9

где 5,(Ф), S2CV) -  псевдодифференциальные опе­
раторы, учитывающие условия излучения (13) [2].

Для полости с круговым сечением функция со 
запишется выражением

со = R2 -  х2 -  у2, где R -  радиус полости;
если рассматривается полость прямоугольная со 
сторонами а, в и скругленными углами, то

со = (/1 & /2)!(/3 ! / 4 ) ! (/5 !/6 ),

где/1 = (Ь2 -  x ] ) , f 2  = (а - -  x \ ) , f i  = гЙ -  (.х, -* „ )2-
-  (х2 -  х/2)2, / = 3-6; riу Хцу х,2 -  соответственно ра-

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 44 № 4 1998



5 5 8 К Р А В Ч Е Н К О  и  др .

<W<*o

Зависимость напряжения о  ее от безразмерного вол­
нового числа ад на границе круговой цилиндриче­
ской полости при 0 = 0.

диусы и координаты центров окружностей, с по­
мощью которых скругляются углы прямоуголь­
ника, & ,! -  знаки R -операций [1].

На рисунке представлена зависимость динами­
ческого напряжения Cqq/ o 0 (а 0 -  амплитуда напря­
жения а гг в падающей волне) от безразмерного 
волнового числа а а  ( а  = co/cj, а = г  -  R) полости 
радиуса R для значений коэффициента Пуассона 
v = 0.15; v = 0.45 при t = 0  и 0 = 0. Результаты полу­

чены в условиях эксплуатации системы ПОЛЕ [7] 
и дают хорошее совпадение с данными работы [5].

Исследования, представленные в данной пуб­
ликации, выполнены при содействии М еждуна­
родной Соросовской Программы поддержки об ­
разования в области точных наук М еждународно­
го фонда “Возрождения", грант SPU 041055.
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