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Рассмотрена задача определения ковариационной матрицы, характеризующей распределенный ис­
точник звука, по результатам измерения его ближнего поля антенной решеткой. Исследования вы­
полнены для неподвижного и движущегося источников в неоднородной среде при априорно известной 
корреляционной матрице шумов. Приведены результаты численных расчетов ковариаций оценок.

1. Введение. При акустической диагностике 
различных протяженных широкополосных излу­
чателей звука (корабли, автомобили, поезда и т.д.) 
обычно требуется, с одной стороны, определить, 
какие именно части устройств “шумят" (т.е. най­
ти распределение зон повышенного шумоизлуче­
ния непосредственно на излучателе), а с другой 
стороны, достаточно точно описать излучаемое 
акустическое поле. Известно, что акустические 
излучатели полностью характеризуются распре­
делением колебательной скорости на их поверхно­
сти и соответствующими граничными условиями, 
однако измерить эти величины в случае движу­
щихся излучателей практически невозможно. 
Поэтому в разрабатываемых методах диагности­
ки ограничиваются рассмотрением некоторых 
приближенных моделей, представляющих излу­
чатели в виде совокупности элементарных источ­
ников. В зависимости от способа расположения 
элементарных источников (например, непосред­
ственно на поверхности излучателя, внутри объе­
ма, занимаемого излучателем, и т.д.) и их типа (мо- 
нополи, диполи и т.д.) возможны различные по­
становки задачи диагностики. Каждая из них 
имеет свою специфику, зависящую от формы из­
лучателя. Во многих случаях хорошей моделью 
протяженных шумящих устройств может являться 
одномерный (“нитевидный") излучатель с неизве­
стным случайным распределением монопольных 
источников на каждой частоте /  заданного диапа­
зона. В рамках такой модели полная акустическая 
диагностика излучателя сводится к определению 
(реконструкции) либо функции когерентности 
распределения монопольных источников на излу­
чателе (в случае непрерывного распределения 
монополей), либо корреляционной матрицы (при 
моделировании излучателя дискретным набором 
монополей). Для подобного рода задач в качестве 
средства измерений обычно используется прием­

ная антенная решетка, расположенная в ближней 
зоне излучателя1. В такой постановке задача ре­
конструкции характеристик неподвижного излуча­
теля достаточно подробно исследовалась в [1-7], 
для движущегося -  в [8, 9]. При этом, однако, учет 
движения, как правило, сводился к суммированию 
с некоторыми весами корреляционных матриц ис­
точников, рассчитанных независимо для каждой 
точки траектории движения излучателя. Коррект­
ный учет движения излучателя, по-видимому, 
впервые был осуществлен в работах [10,11]. В [10], 
используя разложение полей источника, представ­
ляемого непрерывным распределением монопо­
лей, по плоским волнам, была реконструирована 
диаграмма направленности источника; в [И] рас­
смотрен случай конечномерной аппроксимации ис­
точника набором монополей. В настоящей работе 
предлагается оригинальный метод реконструкции 
характеристик движущегося стохастического из­
лучателя звука.

Прежде чем перейти к решению задачи, кон­
кретизируем схему измерений и введем необходи­
мые обозначения. Будем предполагать, что изме­
рения стохастического излучателя, представляе­
мого мгновенным случайным стационарным во 
времени распределением спектральных компо­
нент c(x9f i  (где х -  координата монопольного сто­
роннего источника на оси излучателя,/- частота), 
проводятся при статичном расположении излуча­
теля относительно приемной антенны. В этом слу­
чае рассмотрение достаточно проводить для одной 
спектральной компоненты в узкой полосе анализа.

1 Такая схема измерений позволяет, во-первых, достаточно 
хорошо спрогнозировать функцию Грина источника в слу­
чае движения излучателя в неоднородной среде, во-вторых, 
при разумных размерах приемной антенны -  получить вы­
сокое разрешение при определении функции когерентности 
и, наконец, проводить измерения при максимальном отно­
шении сигнал/помеха.
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В дальнейшем будем рассматривать конечно­
мерную аппроксимацию излучателя совокупнос­
тью точечных монопольных источников с ком­
плексными амплитудами с,„ п = 1 , 2 , . . N (сп -  слу­
чайные гауссовы величины с нулевым средним), 
расположенных в узлах эквидистантной сетки на 
оси излучателя с шагом А/2 , X -  длина звуковой 
волны. Такая параметризация, как правило, поз­
воляет достаточно хорошо описать весьма широ­
кий класс реальных источников.

Набор комплексных амплитуд сп будем рас­
сматривать как случайный вектор-столбец: с = 
= (cl...cN)T в W-мерном пространстве2. Тогда 
излучатель полностью характеризуется ковари­
ационной матрицей G = £{сст), где £{•} -  мате­
матическое ожидание, индексы f  и Т  обозначают 
эрмитово сопряжение и транспонирование соот­
ветственно. Аналогично введем в рассмотрение 
M-мерный сигнальный вектор на приемной ан­
тенной решетке (М -  число элементов антенны): 
р = (р\...рм)т, гдерт -  величина звукового давле­
ния на т-м приемном элементе, и вектор внешне­
го шума q = (q\...qM)r, где qm -  также случайные 
гауссовы величины с нулевым средним значени­
е м :^ , , , )  = 0.

Связь между р и с  устанавливается очевидной 
формулой:

р = Ас + q, ( 1)
где А = [атп\ -  матрица, элементы которой а,ш яв­
ляются значениями функции Грина для пар: п-й 
источник-т-й приемник. В случае свободного 
пространства:

= R~}nexp(ikRmfl), (2)

где Rmn -  расстояние между п-м источником и т-м  
приемником, к = 2к/Х.

Заметим, что необходимым условием, обеспе­
чивающим единственность решения системы ( 1) 
является условие М > N, которое в дальнейшем 
будем считать выполненным. В случае, если из­
мерения проводятся для различных конфигура­
ций (т.е. при различных взаимных расположени­
ях излучателя и приемной антенны в определен­
ные моменты времени ts), соответствующие 
величины будут отмечаться индексом s ( s -  номер 
конфигурации: s = 1 ,..., 5, где S -  полное количе­
ство конфигураций). Время измерения t для лю­
бых s будем считать одинаковым. В случаях, ког­
да это не может привести к недоразумению, ин­
декс s будет опускаться.

Перейдем теперь к формулировке задачи. 
Пусть для каждого s имеется J  независимых реа­
лизаций вектора р: рsjJ  = Учитывая есте­
ственную связь между корреляционными матри-

 ̂Здесь и далее под амплитудой с п будем понимать уровень 
звукового давления л-го источника на расстоянии 1 м.

цами источника G, сигналов на приемной антенне
T.V = r ip .v jp l, I и шумов К , = Е {q, q j J, следую- 
щую из ( 1):

Т, = a sg a J + К „ S =
можно получить систему уравнений для опреде-

А

ления несмещенной оценки G корреляционной 
матрицы G:

т , =  а 56 а ; +  к 5, ^ =  i . . . s ,  (3)

где Ту = J~l 1 PsjPsj ~ оценка корреляцион­
ной матрицы сигналов на приемной антенне. Не­
трудно убедиться, что G будет являться состоя­
тельной оценкой G. Тогда задача об измерении ха­
рактеристик излучателя сводится к определению 
оценки ковариационной матрицы G при следую­
щих известных факторах: геометрии задачи (т.е. 
матрицах АД корреляционных матрицах шумов
К у и найденных экспериментально оценках сиг-

*
нальных матриц Tv.

В дальнейшем будем предполагать, что шумы 
изотропны и не зависят от s:

к5 = К  = /£02, (4)

где I -  единичная матрица, и el известно (напри­
мер, измерено в отсутствии излучателя).

Прежде чем перейти к решению задачи об оп­
ределении оценки матрицы G и ее дисперсии, ус­
ловимся при 5 = 1 называть источник неподвиж­
ным, а при S > 1 -  движущимся (под движением 
будем понимать последовательное изменение 
конфигураций)3. Вначале рассмотрим случай не­
подвижного излучателя.

2. Реконструкция характеристик неподвижно­
го излучателя. Наиболее просто решение систе­
мы (3) в случае 5 = 1  можно получить используя 
метод наименьших квадратов (МНК). Тогда 
МНК-оценка G:

G = (At A)"1At ( t - K ) A ( A tA)"1. (5)
Учитывая независимость величин Ас и q, легко
видеть, что оценка G несмещенная: £ 1 6 )  = G. 
Одной из важнейших характеристик оценки мат-

А

рицы G является дисперсия ее элементов
dispi8nk I:

disp{£„*} =  E { g nkg*k) -£ {$ „ * }£ {& ** } ,  (6)

J При движении излучателя такое рассмотрение связано с 
некоторыми ограничениями: не учитывается эффект 
Допплера, характерные масштабы изменения расстояний 
A/? — v t  <  X  ( v  -  скорость движения). Д/г s  J  (Л/ -  полоса 
анализа) и т.д.
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где * обозначает комплексное сопряжение. Одна-
л

ко характеризовать качество оценки матрицы G 
в целом удобнее величиной средней дисперсии а 2:

N

о 2 = ~ 2 У  disp{£„*}. (7)
n  „,7Г,

Подставляя gnk из (5) в (6), а затем в (7) и восполь­
зовавшись правилом '‘размыкания" моментов для 
гауссовых величин, после несложных вычисле­
ний получим:

а 2 = y"'iV"2[trG + e(2tr(A tA)”'] 2, (8)

M f

где tr... -  след матрицы. Величина trG = =

=  ^ пЕ  {спс*  ) есть (с точностью до размерных
констант) полная акустическая мощность ис­
точника.

При исследовании полученного выражения (8) 
обычно предполагают, что характерное отноше­
ние сигнал/помеха на приемной антенне много 
меньше 1. Основываясь на анализе спектраль­
ных свойств матрицы АТА, выполненном в рабо­
те [5] для случая свободного пространства и па­
раллельного расположения излучателя и прием­
ной антенны, легко показать, что неравенство
trG Eq tr(AtA)“1 более сильное, чем неравенство,
характеризующее отношение сигнал/помеха. По­
этому в дальнейшем ограничимся исследованием 
средней дисперсии оценки G, обусловленной
только шумовой компонентой а  о :

2
°0 = у-1 TV_2[eo tr( а "А) 1 ]2 = J~'n ~2£o

N \2

5>
-1

ч = 1 (9)

где [I, -  собственные значения матрицы (AfA) раз­
мером N х  N. Из (9) видно, что качество оценки
матрицы G (величина Gq) определяется поведе­
нием собственных значений матрицы АТА. Пло­
хая обусловленность А 1 А (большая величина 
Hmax/Hmin> где р тах и р тш -  максимальное и мини­
мальное собственные значения матрицы АТА) 
приводит к тому, что на практике матрица АТА, 
учитывая конечную точность машинных расче­
тов, становится практически необратимой, а ве­
личина дисперсии Gq (даже при малых шумах) -  
очень большой.

Для дальнейшего рассмотрения конкретизиру­
ем “геометрию" задачи. Пусть излучатель и антен­
на расположены в одной плоскости (,х, у) в свобод­
ном пространстве и параллельны. Координаты 
центра антенны (0, 0), центра излучателя -  (х0, R).

Рис. 1. Собственные значения д, для различного числа 
элементов приемной апертуры М {d = 0, N = 12, А. = 6 м,
R = 8 А.).

Вначале вычислим предельное (минимальное) 
значение средней дисперсии. Очевидно, что оно 
достигается при бесконечной длине приемной ан-

.В  этом случае, как показано
в [5], величина матричного элемента Апт матрицы 
AfA хорошо описывается формулой:

2 2 тенны: G, = G0

_2
R'f 71/о(л |" * - л|),п т ( 10)

где 70(...) -  функция Бесселя 0-го порядка, RF = 
= (XR/2),/2 -  радиус первой зоны Френеля. Вычис­
лив спектр такой матрицы и подставив р, в (9), по­
лучим величину g  ̂. Как показывают численные

расчеты, величина G,e0 RF J с ростом N моно­
тонно возрастает и достаточно быстро выходит 
на константу, значение которой для X = 6 м, R = 8Я 
равно 0.153, так, например, уже при N =  12
afe^4 / ? ^ /  = 0.148.

Основываясь на результатах исследования ве­
личин р, [5, 10], проанализируем поведение Gq в
зависимости от числа приемных элементов М  и от 
смещения излучателя относительно центра ан­
тенны d  = 2х(Д. Вначале отметим, что при боль­
ших М  р тах -  2.67 R~f J N  и  p min -  2R~f . При d = 0 
с уменьшением М  до некоторого значения М0 ве­
личина jimin практически не изменяется, а величи­
на pmux монотонно уменьшается, при этом величи­
на Go незначительно возрастает. При дальней­
шем уменьшении М (М < М0) вначале одно 
собственное значение p min начинает “быстро” 
убывать, а затем, по мере уменьшения М, число 
собственных значений р, ~ 0 начинает возрастать 
(см. рис. 1); при этом величина средней дисперсии
Gq — *• 00 (заметим, что увеличение средней дис-
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2 , 2 G0/G,

Рис. 2. Зависимость средней дисперсии о 0 /о [  от
числа элементов приемной апертуры М  (d  = 0, N  = 12, 
А, = 6 м, /? = 8А,).

2 / 2
<V °i

2 2Рис. 3. Зависимость средней дисперсии о 0 /а , от сме­
щения для различных M ( N  = 12Д  = 6 м, Я = 8А,).

Персии о 0, естественно, более медленное, чем
- 1  2 рост p min). Такое поведение Gq от Л/ хорошо ил­

люстрирует рис. 2. Аналогичная ситуация проис­
ходит и при изменении \d\ для фиксированного 
М : с увеличением |^/| количество р, ~ 0 возраста­
ет, и при больших d  остается только одно собст­
венное значение, отличное от 0 (фактически это 
соответствует уже дальней зоне). Это приводит к 
значительному росту величины средней диспер­
сии при увеличении \d\. Отметим, что всегда

. В качестве иллюстрации на рис. 3а 02 d*0 >  а о (1 =  0

приведена зависимость Оо/а? от d.

Заканчивая рассмотрение неподвижного излу-
2чателя, еще раз отметим, что величина а 0 харак­

теризует среднюю дисперсию элемента оценки

ковариационной матрицы G, связанную с шумо­
вой компонентой.

3. Реконструкция характеристик движущегося
излучателя. В этом случае G определяется из си­
стемы S матричных уравнений (3), которая явля­
ется сильно переопределенной системой уравне­
ний относительно матричных элементов gnm. Для
получения оценки также воспользуемся методом 
наименьших квадратов. Соответствующую оцен­
ку G найдем из условия минимума функционала:

5

F(G) = t r [ ( f  л -  К) -  AvGAj]2,
5 = 1

который достигается при

£ B sGBs = £ A ; ( t , - K j A „
s  s

где BY = Al  A s. Полагая

Z = A*(T, -  K)AS.,

получим линейное матричное уравнение относи-
А

тельно G :

( И )

( 12)

(13)

X B<GBV = Z. (14)

Уравнение (14) можно рассматривать как 
обычную систему из N1 линейных уравнений от­
носительно неизвестных элементов G. Однако 
эта система в силу эрмитовости G, Bv, Z будет со­
держать ряд одинаковых (с точностью до ком­
плексного сопряжения) уравнений и поэтому 
должна быть преобразована. Построим алгоритм 
решения этой системы.

Пусть //-вещ ественное линейное пространст­
во эрмитовых матриц. Размерность пространства 
Н равна /V2, где N  -  размер составляющих Н мат­
риц, и в Н  имеется естественный ортонормиро- 
ванный базис, состоящий из матриц вида:

е*/’ = 5»А/> п = I . . .N,

= ~ (5л*8,7+ 5 А ,,) ,  I <п < j  < N,
Л

h« "  = j|(S,A/-s,A/)>

1 < n < j <  N,  к, I = 1, /V.

(15)

Уравнение (14) запишем в виде линейного урав­
нения в пространстве Н:

A(G) = Z, (16)
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где А -  симметрический оператор в Я  вида: A(G) =
X вкв
Так как Z = [zk!] -  эрмитова матрица, то ее раз­

ложение по базису (15) будет иметь вид:

z  = X z wew + £V 2R ezt,f (А% /) +
к > 1 (17)

+ £V 2Im z*,h<M).
к>1

Аналогичное разложение для матрицы G:

G = 2 ^ e W + X ^ Re ^ f (M,+
к  >  I (18)

<М)

к  >  I

где 1 < / < к < N.
Поставим теперь в соответствие каждой эрми-

N'товой матрице вектор из R . Пусть гк = (к -  1 )(к -  
-  2)/2, к = 2, .. .N + 1, и для пары (к, /), 1 <1<к< N ,

К К I )  =  Г ,  +  /. 09)

Тогда j  есть взаимно однозначное соответствие 
между множеством пар чисел {(к, /), 1 <1<к<  А}, 
определяющих место элемента в матрице, и мно­
жеством чисел (1, N( N-  1)/2), определяющих 
место этого элемента в векторе. Следовательно, 
матрице, например, G размером N  х N  (18) будет 
отвечать вектор g размером /V2 х 1 с элементами:

g J G )  =

RegHm)l(m), 1 <т< N {N  -  1)/2,

N (N  -  1 )/2 <т < N (N  -  1), 

m' = m - N ( N - 1)/2, (20)

W .  N ( N -  ] ) < m < N 2,
m" = m - N { N -  1 )

/V,2

из пространства R
Для построения обратного отображения заме­

тим, что для любого j  g {1,..., N(N -  1 )/2} сущест­
вует единственное к е  {2, ...N  + 1} такое, что гк < 
< j < гк + 1. Обозначим это число k(j). Тогда

(*, /)(у) = ( k ( j ) J - r ku)). (21)

Следовательно, каждому вектору, например, g бу­
дет отвечать эрмитова матрица G с элементами gkl:

{Sj(k,i) + i8j(k,n + f/{N-\)i29 1 < l < k < N ,

8" <8) = W n . ,  1  = Л 1 « S W .  <22>

Заметим, что преобразования (20) и (22) -  вза­
имно обратные. Таким образом, установлено вза­
имно однозначное соответствие G = *  g. Анало­
гичные преобразования можно установить и для 
Z z.

Тогда, учитывая (16), систему (14) можно пере­
писать в виде:

ЛГ \

/-= I .V

= z,„, rn = 1, N~, (23)

где

A
К е ( В / ( т ) Д ( Г) в Д г ) .Д я . )  +  B Km),l(r)B klr),Km))>

\ < m < N ( N - l ) / 2 ,  1 < r <  A ( A - l ) /2 ,

Im (B- В - в : в•V
),

=mr

(m), l ( r )  * *  Ц r ). y'(m) "  i { m ), k ( r )  * * /(r ) ,  j ( m )

1 < m < N ( N - l)/2 ,
N ( N -  l ) /2 < r< N ( N -  ])y

i {m).  k ( r ) B  k(r),  j ( , n ) )  2 ,

1 < m < A ( / V - l ) / 2 ,  N( N -  1) < r <  A2, 

Re(fi,'(m) i(r)B/(r)j(m) -  BKm) l(r).Bk0•).;(„,)), 

/V (A - 1)/2 < ш < Я ( Я -  1),
N (N  -  l)/2  < r < N (N  -  1),

I m ( B , А(Г)В4(Г)>;(Ш))л/2 ,

A ( A -  l)/2 < m < N ( N -  1),

/V(A- l ) < r < t f \

(24)

Я Яу(п?)Д-(О̂ Л(г),Д/п)’

\Я (Я -  1 ) < т < я 2, N( N -  1) < г < Я 2

или -  в виде:

Ag = z, (25)

где А = [Атг], А„„. = ]Г  s А,'лг. Легко видеть, что А -
симметрическая матрица размером N2 х А2, явля­
ющаяся матрицей оператора G — ► BVGBV в Я в 
базисе (е, f, h), и для ее обращения (т.е. для реше­
ния системы (25)) уже можно использовать стан­
дартные процедуры.

Из (25), учитывая (13), получим оценку векто­
ра g:

g = ^ ( t - k ) . (26)

где t  -  соответствует матрице v Aj TSA V, a k -

матрице X  '  K '  - X  АД!АУ. Легко видеть, 
что оценка g -  несмещенная: Е{ g ) = g.
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ol(S)/o]

Рис. 4. Зависимость Gq (5 )/g [  о т  длины  траектории 
L  = S -  1 для различных М  ( N  =  12Д  = 6 м, R  =  8 \ ) .

Оценка матрицы G получается из вектора g 
преобразованием (22). Будем характеризовать 
качество оценки матрицы G так же, как и в слу­
чае неподвижного источника, величиной средней 
дисперсии, обусловленной только шумовой ком­
понентой Oq (S). Опуская громоздкие выкладки и
учитывая некоррелированность сигналов и шу­
мов при различных получим

<*o(S) y ~ V 2£otr
-1

(27)
S

Отметим, что при 5 = 1 trA-1 = [tr(AtA)-1)2 и, есте­
ственно, Оц (S)|s= 1 = Со.

Исследуем зависимость величины о  о (S) от дли­
ны траектории при заданном размере приемной 
апертуры М для источника, движущегося в свобод­
ном пространстве. Положим, что сам источник и 
его траектория движения параллельны приемной
антенне и что центр траектории Xq = 0 (т.е. траек­
тория движения всегда симметрична относитель­
но центра антенны). Тогда длина траектории 
(расстояние между центрами источника при s = 1 
и s = S) равна / = (S -  1 )Д, где Д -  шаг смещения ис­
точника. В дальнейшем будем полагать Д = А/2, а 
длину траектории -  безразмерной: L = 21/Х = S -  1. 
Заметим, что при этом смещение центра источ­
ника относительно центра антенны в конфигура­
ции s равно d  = (S + 1 )/2 -  s.

На рис. 4 приведены зависимости g0(S)/g ] о т  

длины траектории L  = S -  1. Хорошо видно, что ве­
личины Gq (5) спадают с ростом L и при L — ► ©о 
выходят на константу, величина которой зависит

от М. Фактически спад а,* (S) “прекращается", на­
чиная со значений L, соответствующих таким 
смещениям d(), при которых источник уже нахо­
дится в дальней зоне антенны. Учитывая, что для
М х > М2 величина d0(M ,) > d0(M2), спад Со (5) для 
А/, более плавный, чем для А/2, что отчетливо 
видно на рис. 4. Естественно, что для А/, > М2

Отметим, что полученная величина ol (S)  для 
данной L  не является оптимальной для фиксиро­
ванного полного числа выборок JS. Полученные 
результаты являются следствием сделанного 
предположения о равномерном распределении 
выборок по траектории движения. В принципе 
возможно, используя иной вид функционала ( 11),

/ч

получить оценку G , которая, являясь несмещен­
ной, обеспечит убывание дисперсии с ростом дли­
ны траектории движения излучателя при неизмен­
ном JS. При этом, естественно, что выборки будут 
распределены неравномерно по траектории.

Работа поддержана Российским фондом фун­
даментальных исследований -  проекты № 96-02- 
19457 и №96-02-19462.
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Reconstruction of the Characteristics of Extended Stochastic Sound Sources
N. K. Vdovicheva, V. I. Turchin, and I. Sh. Fiks

The determination of the covariance matrix of an extended sound source from the near-field array measure­
ments is considered. The cases of a stationary and a moving source are studied for an inhomogeneous medium 
with an a priori known correlation matrix of noise. Numerical results on the covariance of estimates are pre­
sented.
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