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Изучены искажения спектров, происходящие из-за нелинейности связи закона движения излучаю­
щей поверхности с  формой убегающ ей волны. Рассчитана полная спектральная картина волнового 
движения, учитывающая все возможные взаимодействия между регулярными и шумовыми компо­
нентами. Проанализированы процессы нелинейного затухания гармонического колебания в при­
сутствии шума и генерации белого шума за счет отбора энергии от регулярной составляющей поля 
и ее  нелинейного перераспределения по спектру.

Нелинейные эффекты, обусловленные взаи­
модействием регулярных и случайных волн в про­
цессе их распространения через нелинейную сре­
ду, изучаются статистической нелинейной акус­
тикой [1, 2]. К настоящему времени детально 
исследованы такие интересные явления, как ге­
нерация сплошного спектра при взаимодействии 
широкополосного шума с гармониками интенсив­
ного регулярного сигнала, активное гашение низ­
кочастотных шумов под действием интенсивных 
сигналов и, обратно, избыточное затухание сла­
бого сигнала в поле мощного шума. Эти явления 
существенно влияют на энергообмен между де­
терминированными и случайными полями в про­
цессе формирования теплового шума в твердых 
телах, спектров шума реактивных двигателей, ка­
витационной области, ряда других физических си­
стем и технических устройств. Обзор результатов 
многочисленных экспериментальных и теорети­
ческих исследований, выполненных в этом на­
правлении, дан в работах [3,4].

Однако существует другой класс явлений, ана­
логичных указанным выше, но обусловленных 
иными причинами. Взаимодействие спектров мо­
жет иметь место не только при распространении 
волн в нелинейных средах, но и при конечных ко­
лебаниях источника в чисто линейной среде, для 
скоростей его движения, сравнимых со скоростью 
звука. Примером такой ситуации служит излуче­
ние волн конечной амплитуды в жидкость с пу­
зырьками газа, скорость звука в которой мала по 
сравнению со случаем дегазированной жидкости.

Пусть плоский поршень смещается вдоль оси х 
из среднего положения х  = 0 по закону х = X(t). Ско­
рость его движения равна vp = X(t). От поршня в

положительном направлении оси х убегает волна, 
колебательная скорость в которой изменяется по

закону v(x, /) = F \t  -  - , где с -  скорость звука.

Требуя, чтобы на поверхности поршня обе скоро­
сти совпадали, vp = v, получим соотношение:

Отсюда видно, что функция F{t) отличается от 
X(t)y иными словами, временной профиль волны 
не совпадает со скоростью движения поршня. 
Проблема состоит в том, чтобы по заданному 
движению поршня X{t) и, следовательно, по изве­
стным статистическим характеристикам этого 
движения рассчитать измеряемые статистичес­
кие характеристики излучаемой волны F(t)> 
прежде всего, корреляционную функцию и энер­
гетический спектр. Для нормального случайного 
процесса X(t) решение этой задачи приведено в 
работе [5]. Было получено общее выражение, 
связывающее корреляционную функцию убега­
ющей волны с коэффициентом корреляции слу­
чайного движения X(t) и его производными (вто­
рой и четвертой). Показано, что при больших 
амплитудах квазигармонических шумовых коле­
баний поршня излучается не только волна основ­
ной частоты, но и высшие гармоники; возникает 
также постоянная составляющая. Рассчитаны за­
коны роста средних интенсивностей акустичес­
ких гармоник и ширин их спектральных линий с 
увеличением интенсивности хаотических колеба­
ний. Для широкого спектра X{t) прослежен про­
цесс “перетекания” энергии колебаний в низко- и
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высокочастотную области спектра. Подчеркну­
ты отличия этих “локальных” взаимодействий от 
обычных нелинейных эффектов, “накапливаю­
щихся” по мере распространения волн через не­
линейную среду.

Ниже решается более сложная задача об излу­
чении поршня, движение которого имеет как ре­
гулярную s, так и шумовую N составляющие:

X(t) = s(t)  + N (t). (2)

Наиболее интересным представляется вопрос о 
воздействии шума на гармонические колебания 
поршня, рассматриваемого в качестве источника 
интенсивного акустического сигнала. Регулярная 
компонента смещения при этом равна

д
.V = -----cosco()r. (3)

со0

Здесь cOq -  частота, А -  амплитуда колебаний ско­
рости v  = s'. В реальных условиях случайная со­
ставляющая N(t) может возникнуть из-за элект­
рических флуктуаций, поступающих на преобра­
зователь; источником хаотического движения 
поршня может быть также шум среды, рождае­
мый, в частности, областью развитой акустичес­
кой кавитации.

Перейдем к решению поставленной задачи. 
Вначале запишем соотношение (1) как

v( t )  = X ' ^ ) ,  f =  $ - i x ( 0 ,  (4)

где £ -  параметр, v(r) = v(x = 0, /) = F(t) -  форма бе­
гущей волны, “пересчитанная” к началу коорди­
нат х  = 0. Запись (1) в виде (4) похожа на параме­
трическое представление бегущей римановой 
волны, частотный спектр которой рассчитывает­
ся методом Бесселя-Фубини [1]. Аналогичный 
подход был развит О.В. Руденко и А.С. Чирки­
ным [6] для анализа спектральных взаимодейст­
вий в поле бегущих шумовых волн. Следуя [6], 
воспользуемся тождеством

о© оо

1 Г i(otd(0 Г -it)/' .
W '> -  2г.,1 •' d v m - (5)

-с о  -о©

Подставляя (4) в (5) и переходя к интегрированию 
по переменной получим нелинейную интег­
ральную связь формы волны v{t) с функцией Х(£), 
описывающей движение поршня, и ее второй 
производной Х"(£):

V(0 -  i  (6)

Пусть X в этой формуле есть суперпозиция (2) 
шума и гармонического сигнала (3), причем шум 
представляет собой нормальный стационарный 
случайный процесс с нулевым средним значени­
ем. Проводя в (6) статистическое усреднение и 
вычисляя интегралы, найдем

я
оо

Ы = X D«' "ехР
и  =  -оо

где

А , = + 4 / . ( . 4 ) , (8,

Jn -  функция Бесселя, а 2 -  средняя интенсивность, 
/?(/) -  коэффициент корреляции процесса N(t), т.е.

<ЛГ(/,)Л/(/2)> = о 2/?(/ = /,-/2). (9)

Штрихами в формуле (8) отмечены вторая и пер­
вая производные функций R и Jn.

Анализ результата (7), (8) показывает, что 
среднее поле в убегающей волне есть сумма по­
стоянной составляющей (член ряда (7) с номером 
п = 0), основной гармоники (п = 1) и высших гар­
моник (п = 2, 3, ...).

Постоянная составляющая возникает в ре­
зультате детектирования; она равна

2с

Пользуясь теоремой Винера-Хинчина
оо

c 2R(t) = J  G(w)eia“d(0 , (11)

- |Л " ( 0)|. (10)

-  п
2О~С0()

2 7
+ in(O0t (7)

связывающей преобразованием Фурье корреля­
ционную функцию и спектр интенсивности G(со) 
стационарного случайного процесса /V(f), нетруд­
но видеть, что выражения

c 2R( 0) = а 2 = [ G(co)dco,

а 2|/? " (0 ) | =  J  co2G ( co) J ( o

представляют средние интенсивности шумовых 
пульсаций смещения N(r) поршня и его скорости 
Др(0, соответственно. Таким образом, постоянная 
составляющая ( 10) пропорциональна сумме интен­
сивностей регулярного сигнала и шумовых пульса­
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ций скорости поршня. Знак “минус” означает, что 
она направлена к излучателю. Однако наличие по­
стоянной составляющей ( 10) не связано с течени­
ем, переносящим массу среды, поскольку ее сред­
ний поток (ри) = 0 (см. также [1], [7]).

Основная гармоника, в соответствии с (7), (8), 
описывается выражением:

амплитуду гармонического сигнала, излучаемого 
в среду.

Изучив среднее поле (v) (7), (8) убегающей 
волны, перейдем к анализу нелинейной транс­
формации спектров смеси “сигнал-шум” (2), (3). 
Для этого нужно, исходя из формулы (5), вычис­
лить корреляционную функцию

<v>, = 2

х ехр
г 2\ а  ш0

2с

(13)
sinco,,/.

B M  = t \ ~ h )  = < v (f,)v (f2)> =

оо
1 f  f  / СО| /1 - / ( l )2 / 2  d(A,d(02

(2яУ If CO, co2
X (17)

oo

Легко видеть, что амплитуда на основной частоте 
уменьшается (по сравнению со случаем малых 
колебаний) вследствие двух причин: перекачки ее 
энергии в шумовую компоненту поля, а также ге­
нерации собственных высших гармоник. В пре­
дельном случае а  — *- 0 (шума нет) из формул (7),
(8) получается ряд типа Бесселя-Фубини для гар­
моник регулярного сигнала:

, - п ( А  \ п— \е
с

(14)
И = -ос

В предельном случае, когда сигнал слабый, со­
храним в формуле (13) только линейные по А чле­
ны и приведем ее к следующему виду:

xJJ\ *"((;,
0)| со.,т *«У-,т-х,Ц

е d%xd%2.

Присутствие регулярного сигнала делает процесс 
X(t) нестационарным, поэтому выражение (17) 
необходимо еще усреднить по времени /2, считая 
t\ = h  + t. В результате корреляционная функция
(17) примет вид:

В
V

im i d ( 0

, в  ~ Х  (2л) J (О

х Л (ф ' + ф 2 + ф з ) ^ ' - ^ , ^ 2,

(18)

( v ) ,  = А
Г 2

1 -®  |/ги(0)| е х р

2 2 \  а  со()
■*

С 2с2
sinco0/. (15) где

Отсюда следует, что наложение интенсивного 
шума на гармоническое колебание поршня ведет 
к уменьшению его амплитуды, зависящему от 
значений а2 и а 2|/?"(0)|, т.е. согласно (12), от ин­
тенсивностей шумовых пульсаций смещения и 
скорости на поверхности поршня. Если шум не

слишком силен, G |/?"(0)| << 1, указанный эф­

фект нелинейного затухания при взаимодействии 
сигнала с шумом удобно характеризовать факто­
ром а:

А (а) = Ае -а

Ф, = s ,$2 ехр .со, '
*-(■>! - s a) е„

Ф2 = 2.v"exp '.со, 'i - ( s t - s 2) г—о202, (19)
С

Ф3 = ехр .СО, ' а 203.

В формулах (19) обозначено s12 = ^(^1,2)̂

0 , = ( ехр i® (N ,-N 2)

2 со ~

а  =  ~  f G((o)d(o + — f o)2G((o)d(o.
2с J с "J

(16)
/®02е2 = /^'exp^ov, -N2) \  (20)

Зная спектральную плотность шума G(со), можно 
рассчитать фактор потерь а  (16) и оценить, на­
сколько присутствие шума способно уменьшить

о 0з = ( /V"A2exp i™(Nt - N 2) .
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Âi 2 = 2)- Для нормального стационарного
случайного процесса N(t) с нулевым средним зна­
чением функции 9,- в выражениях (19), (20) равны

0 , = е х р [ - ( ^ У ( 1 -« (£ ) ) ] ,

02 = ( / r ( 0) - * " ( $ ) ) ex p [ - ( ^ J ( l - /? ) ] ,

03 = [/?<4)( )̂ + ̂ ^ j2(/?"(0) - й"( )̂)2] х
(21)

Здесь

(22)
о 2Л ( ! ; )  =  ( N t N j  = <ЛГ($,)ЛГ($2)>,

Теперь следует подставить формулы (19) с 
учетом конкретных выражений (21) в интеграл 
(18) и перейти от интегрирования по £2 к инте­
грированию по новым переменным £, \ 2- В Ре" 
зультате такого перехода интеграл по £2 удается 
вычислить. Тем самым вид корреляционной 
функции (18) заметно упрощается. Пользуясь те­
оремой Винера-Хинчина, приведем здесь соот­
ветствующее выражение для спектра:

5  =  5 , ( с о )  +  5 2 ( о ) )  +  5 2 ( с о ) , (23)

5, =
. 2 2 А со

л; со п = 0 о
X  COS(A2C00^ ) c O S ( C O ^ ) c / ^ ,

л = О о

х cos(hco0̂ )cos(cô ) ^

s ’ ■

(24)

(25)

n W°C1 =  0 0

x cos(nto0̂ )cos(co^)<i^. 
Здесь Po = 1 и J3„ = 2, если n>  1.

(26)

Когда регулярный сигнал отсутствует (А = 0), а 
поршень совершает чисто случайное движение, 
из формул (23М26) следует 5, = 52 = 0,

2  ~
5((0) = 5з = ^ 1 |0 з(^ )со8(со^)^ . (27)

о
Результат (27) был получен и проанализиро­

ван в нашей предыдущей работе [5].
Напротив, когда отсутствует шумовая компо­

нента движения (о2 = 0), получаем S2 = 53 = 0,

5(со) = 5, = i  ч м ' -
л = 0 п (28)

х  [5(со-лсо0) + 5(со + п со0)].

Результат (28) находится в согласии с форму­
лой (14).

В общем случае, когда в движении поршня 
присутствуют регулярная и шумовая компоненты 
( А 2 Ф  0, а 2 Ф  0), спектральная картина процесса их 
взаимодействия имеет весьма сложный характер. 
“Отталкиваясь” от предельных случаев (27), (28), 
можно сказать, что формула (24) для 5, описыва­
ет искажение спектра гармонического сигнала, 
“подправленное” фактором 0, (21), который учи­
тывает влияние шумовой компоненты. Формула 
(26) для 53, напротив, описывает нелинейные ис­
кажения шумового спектра (см. [5]), а влияние 
сигнала учтено благодаря присутствию в членах 
ряда (26) функций Бесселя У„04(о/со0с).

Наиболее интересны процессы развития но­
вых спектральных комплексов, рождаемых в ре­
зультате взаимодействия сигнала и шума.

Пусть спектр колебаний X(t) содержит низко­
частотный широкополосный шум (он помечен 
штриховкой на рисунке) и гармонический сигнал 
частоты C0q, причем спектры шума и сигнала не 
перекрываются. Очевидно, что в этой ситуации 
спектр убегающей волны должен содержать 
кратные гармоники п щ  сигнала, а широкий 
спектр шума будет воспроизводиться у “подно­
жия” каждой из этих спектральных линий. Как 
видно из рисунка, шумовая компонента в спектре 
волны может быть выражена значительно силь­
нее, чем в спектре колебаний поршня. Генерация 
сплошной части спектра усиливается с ростом ин­
тенсивности шума о 2. В целом картина аналогич­
на описанной в работе [7] (см. также [1]), но с той 
принципиальной разницей, что в [7] искажения 
усиливались с увеличением не только интенсив­
ности а 2, но и расстояния, пройденного волной в 
нелинейной среде.

Широкополосные фрагменты спектра (“пье­
десталы”) на рисунке могут быть описаны анали­
тически в том случае, если шум слабый. Сохраняя
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в формулах (24)-(26) только линейные по о 2 чле­
ны, придем к выражению:

оо

/I = I

х С ( ш -  лсо0).

(со -  п а 0)~ ̂  М (0\  t A j ,  (  А со
СОСОо '\COoC-

X
VCOqC (29)

Слагаемое с номером п в сумме (29) описывает 
шумовой “пьедестал” у подножия п-й гармоники 
сигнала.

Когда интенсивность а 2 шумовой компоненты 
движения поршня возрастает, формула (29) ста­
новится непригодной, и необходимо анализиро­
вать общие выражения (24)-(26). При этом долж­
ны наблюдаться рост и уширение спектральных 
пьедесталов (29), что приведет к их слиянию и 
формированию почти белого шума.

Очевидно, что интегральная (по всему спект­
ру) интенсивность шума в убегающей волне 
должна быть выше, чем в движении поршня, при­
чем это различие увеличивается с ростом интен­
сивностей как регулярной Л2, так и случайной а 2 
компонент. Когда обе эти компоненты слабые, 
можно рассчитать коэффициент усиления шума 
при переходе от колебания к волне:

телами и взаимодействию волн с подвижными 
препятствиями. Однако изучались в основном 
волновые профили. Волна не рассматривалась как 
сигнал; ее спектральный состав детально проана­
лизирован не был. Задачи об излучении шума, 
имеющие самостоятельное значение, по-видимо­
му, не решались вовсе.

“Радиофизический” подход к таким пробле­
мам, важным не только для механики, но и для 
акустики, позволяет использовать здесь ряд идей 
и расчетных методов, развитых в теории нели­
нейных волн и, в частности, в нелинейной акусти­
ке [1, 13-16].

Работа поддержана грантами INTAS, РФФИ и 
CRDF.
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Nonlinear Interactions of Regular and Noise Spectra 
in Intense Radiation from a Piston in a Linear Medium

О. V. Rudenko

Spectrum distortions caused by the nonlinear relation between the motion of the radiating surface and the form 
of the wave generated in the medium are studied. The full spectral pattern of the wave motion is calculated with 
allowance for all possible interactions between the regular and noise components. Nonlinear attenuation of a 
harmonic vibration that occurs in the presence of noise is analyzed. The generation of white noise at the expense 
of the energy transfer from the regular field component and the nonlinear redistribution of energy over the spec­
trum are found to accompany the type of motion under study.
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