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В работе излагается аналитический метод восстановления осесимметричных невыпуклых препят­
ствий по времени прохождения отраженного высокочастотного сигнала и вещественной амплитуде 
рассеянного поля. М етод основан на точном обращении нелинейного дифференциального операто­
ра высокочастотной обратной задачи в осесимметричном случае и выделении медленно изменяю­
щейся составляющей амплитуды рассеянного поля. М етод применим для реконструкции формы  
препятствий, ограниченных поверхностями, допускающими при произвольном озвучивании ультра­
звуковыми волнами в эхо-режиме не более двух точек зеркального отражения.

Проблема реконструкции формы препятст­
вий в сплошных средах по различным характери­
стикам рассеянного поля сводится к нелинейным 
обратным задачам математической физики. Ис­
следование таких задач в настоящее время явля­
ется малоизученным вопросом. Создание методов 
восстановления формы препятствий в практи­
чески важных технических обратных задачах вы­
сокочастотной дифракции является актуальной 
задачей. Методы реконструкции, работающие в 
реальном масштабе времени, открывают возмож­
ности их использования в ультразвуковом нераз­
рушающем контроле, других задачах обнаруже­
ния препятствий в сплошных средах. Численный 
метод восстановления формы произвольных глад­
ких выпуклых трехмерных препятствий на основе 
функции Минковского развит в [1]. В работе [2] в 
плоском случае разработан численно-аналитичес­
кий метод реконструкции невыпуклых препятст­
вий со слабо меняющейся кривизной (относитель­
но длины волны облучения) граничного контура. 
В настоящей работе излагается аналитический ме­
тод восстановления формы осесимметричных не­
выпуклых препятствий с гладкой граничной по­
верхностью.

Заметим, что в последнее время обратным за­
дачам дифракции посвящен ряд работ [3,4], опуб­
ликованных в западной печати. Для их решения 
используются прямые численные методы нели­
нейной оптимизации. Однако эти методы эффек­
тивны лишь для низких частот колебаний и не мо­
гут быть применены к рассматриваемой высоко­
частотной проблеме.

Пусть при шаровом облучении высокочастот­
ными волнами в монохроматическом режиме осе­
симметричного препятствия (ограниченного по­

верхностью 5) в упругой среде известными в лю­
бом направлении q являются время прохождения 
эхо-импульса /(q) и вещественная амплитуда от­
раженной волны |A(q)|. Обозначим через Sex вы­
пуклые части поверхности 5, а через Sin -  невы­
пуклые. Ограничимся рассмотрением препятст­
вий, односвязная поверхность S которых при 
облучении в любом направлении допускает в эхо- 
режиме не более двух точек простого однократ­
ного (назовем зеркального) отражения. Как по­
казано в [5], данное условие заведомо выполняет­
ся, если угол между нормалями к любым двум 
точкам в пределах одного невыпуклого участка 
является острым.

Отнесем осесимметричную поверхность S, ог­
раничивающую препятствие, к декартовой систе­
ме координат OXYZ, ось OZ которой совмещена с 
осью симметрии S. Поскольку поверхность осе­
симметричная, то при реконструкции достаточно 
восстановить линию ее пересечения с любой осе­
вой плоскостью. Для определенности рассмотрим 
осевую плоскость XOZ (рис. 1). Тогда в ней q име­
ет координаты {sin 0,0, cos 9 1, a t и А есть функции 
угла 0: / = г(9) и А = /1(0). Здесь 0 -  угол между 
осью симметрии OZ и направлением q.

Как и в двумерном случае [2], реконструкция 
поверхности S препятствия осуществляется в два 
этапа. На первом этапе по известному времени 
/(0) прихода отраженного импульса определяется 
расстояние р(0) до касательной в точке зеркаль­
ного отражения, которая в осевой плоскости име­
ет вид

xsinO + z c o s0 -p (0 )  = 0.
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По известному семейству касательных строит­
ся огибающая кривая [6J

x(0) = -  /?'(0)cos0 + /?(0)sin0,
z(0) = p(Q )sin0 + /?(0)со$0,

которая определяет наименьший выпуклый кон­
тур 50, охватывающий данный (выпуклую обо­
лочку контура [7]).

На втором этапе восстанавливаются внутрен­
ние части Sin с использованием функции А(0). На­
правления облучения q делятся на два типа. К пер­
вому типу относятся те из них, для которых при 
облучении препятствия в эхо-режиме существует 
только одна точка зеркального отражения от час­
ти Sex поверхности 5. При этом амплитуда обрат­
ного рассеяния в дальнем поле с точностью до не­
которого постоянного множителя имеет вид [8]

1
Л(0) = Y|2(0)exp[-2i*/?,(e)].

Для направлений, где существуют точки зеркаль­
ного отражения от частей Sin9 эхо-амплитуда А(0) 
определяется суммой двух слагаемых

Л(6) = у ,2(0)ехр[-2г/:/?| (0)] +
1

+ у22(0)ехр[-2 ikp 2 (Q)].

Здесь у,(0) = [ /?i° (0) /?2° (0)]-1 -  гауссова кривизна,
п ( 1 )  г » ( 0  п ( 2 )  П<2 )а а , , к 2 и /с, , /с2 -главныерадиусы кривиз­

ны в точках частей Sex и Sin соответственно; р,(0) 
и /?2(0) -  расстояния до касательных в соответст­
вующих точках от начала координат; к -  волновое 
число. Для формулировки основного дифферен­
циального уравнения обратной задачи наиболее 
информативным является квадрат вещественной 
амплитуды отраженной волны

F(Q) = |А(0)|2 = y7‘(0) + Y2*(0) +

+ 2[y ,(0)Y2(0)J 2со8[2*(р ,(0 )- /> 2(0))],

который наряду с медленно меняющимися слага­
емыми у ; 1 (0) и у2"' (0) содержит сильно осцилли­
рующую функцию от 0 в высокочастотном режи­
ме облучения. Отфильтруем при больших к в 
функции Д 0) одним из способов [9] медленно ме­
няющуюся составляющую Fo(0)

W )  =  У7, ( в )  + У2, (0 )-

В связи с тем, что выпуклые части Sex содержатся 
в выпуклой оболочке поверхности S , функция 
yi(0) является известной. Таким образом, в высо­
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Рис. 1. Осевое сечение тела вращения вокруг оси OZ.

кочастотном режиме гауссова кривизна в точках 
частей SifI поверхности S имеет вид

у2(е) = [̂ 0(в)-т7|(е)]"1.
Следуя работам [1, 10], восстановление формы не­
выпуклых частей Sin поверхности S  осуществляет­
ся на основе функции Минковского Д а ,, с^, о^), 
которая в декартовых координатах внешней нор­
мали а  = {а,, а 2, а 3) к точкам Sin удовлетворяет 
нелинейному дифференциальному уравнению в 
частных производных

Р \ \ Р 22 +  Р и Р ъ  + Р ^ Р ъ -111 33 2 2 1 33

_  р 1 _  р 2 
г  12 г  13

n2 -1 , -Э ч
2̂3 = У2 (а),

PiJ ~ Эа,Эа/ i , j  ~ 1, 2’ 3-

Функция Д а )  связана с расстоянием р (а )  от на­
чала координат до касательной плоскости с нор-
малью а  соотношением [10]

Д а ,, а 2, а3) = гр(а,/г, а2/г, а3/г),

2 9 2 1/2
(а, + а2 + а3) .

Уравнение (1) впервые использовано в работе [1] 
для реконструкции произвольных гладких трех­
мерных выпуклых препятствий. В ней разрабо­
тан эффективный численный алгоритм его реше­
ния для выделенного класса препятствий. Анали­
тическое исследование нелинейного уравнения
(1) в пространственном случае является в настоя­
щее время неизученным вопросом. Дополнитель­
ные трудности вносит усложнение геометрии по­
верхности, ограничивающей препятствие. В связи 
с этим актуально выделение классов поверхнос­
тей, для которых применение аналитических ме-
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тодов исследования уравнения ( 1) позволяет пост­
роить явное решение. Для рассматриваемого в на­
стоящей работе класса поверхностей оператор 
высокочастотной задачи может быть обращен в 
явном виде.

Перейдем в уравнении (1) от декартовых коор­
динат нормали к сферическим г, 0, ф с учетом

свойств Д а )  [10]

ЭР 
Э г

Р э Pi 
г ’ дг = о, 1,2,3.

В рассматриваемом осесимметричном случае 
оператор обратной задачи может быть представ­
лен в виде произведения двух линейных диффе­
ренциальных относительно Р(0) сомножителей -  
одного второго порядка с постоянными коэффи-

d2P .циентами — - + Р и другого -  первого порядка с
по­

переменными коэффициентами ^ c t g 0  + Р.
•

Таким образом, основное дифференциальное 
уравнение ( 1) приводится к обыкновенному нели­
нейному дифференциальному уравнению второ­
го порядка

($+pXfc,ge+p) = ̂ ,(e>' <2)
которое для каждого участка Sin достаточно ре­
шить в некотором односвязном сферическом по­
ясе 0] < 0 < 02 единичной сферы г = 1 изменения 
сферических координат нормали. Указанный про­
межуток изменения угла 0 определяет при озву­
чивании препятствия зону “видимости” участка 
Sin: 0i -  наименьший угол, при котором уже суще­
ствует точка зеркального отражения поверхности 
Sin, а 02 -  наибольший угол, определяющий послед­
нюю точку зеркального отражения участка Sin.

Заметим, что первый сомножитель оператора 
(2) осесимметричной обратной задачи является 
оператором обратной задачи в плоском случае [1], 
основное уравнение которой имеет вид

+ = р2(0), . (3)
dQ2

где р2(0) -  радиус кривизны невыпуклого участка 
кривой, ограничивающей препятствие. Как изве­
стно, неоднородное дифференциальное уравне­

ние (3) для произвольной функции р2(0) имеет 
следующую структуру:

.0Р(0) = Р (0) + Р*(0),

.оР (0) = C,sin0 + C2cos0,

е
Р*(0) = sin© J  p2(0)cos 0с/0

0.,
в

cos0j  p2(0)sin0J 0 ,
е,

т

где Р°(0) -  общее решение однородного уравнения, 
Р*(0) -  частное решение неоднородного уравне­
ния. Последнее в данном случае получено методом 
вариации произвольных постоянных С, и С2. Вы­
бор нижнего предела интегрирования в интегра­
лах с переменным верхним пределом осуществля­
ется так же, как и в осесимметричном случае.

Решение нелинейного уравнения в осесиммет­
ричном случае (2) может быть получено в явном 
виде путем сведения его к последовательному ре­
шению двух линейных дифференциальных урав­
нений первого порядка с переменными коэффи­
циентами. Для этого заметим, что первый диф­
ференциальный сомножитель с постоянными 
коэффициентами в левой части уравнения (2) с 
помощью дифференциального оператора перво­
го порядка с переменными коэффициентами мо­
жет быть выражен через второй сомножитель 
(также с переменными коэффициентами)

d 2P П * n ^ (dP
d Q 2 + р  tgeU w 0

ctg0 + Р
dP
dQ

ctg0 + P

Это представление позволяет заменой

dP{Q)
de

ctg 0 + P(0) = £/(0) (4)

свести исходное уравнение к уравнению Бернулли

tg 0^5^ + t/(0) = £Г1(е)у (̂в).dQ (5)

Следуя общей теории [11], заменой С^(9) =Д0) 
уравнение (5) приводится к линейному относи­
тельно функции/ ( 0):

® ^  + 2ctg0/ ( 0) = 2y2" '(0)ctg0 . ( 6)

Решение полученного уравнения (6) разыскиваем 
в виде произведения двух функций Д 0) = n(0)v(0) 
Функцию v(0) выбираем, как частное решение
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однородного уравнения v(0) = sin 20. Тогда функ­
ция и(0) удовлетворяет уравнению

du(Q) _
dQ

у2 (0)sin20,

общее решение которого есть
е

м(0) = | у 21(0 )зт2 0 ^0  + С,.
0и

Таким образом, определяется функция £/(0). яв­
ляющаяся общим решением уравнения (5):

sin 0

U(Q) = /  (0) =
,-е
jY2'(e)sin20J0 + C:

L0,
После того, как определена функция С/(0), стано­
вится известной правая часть уравнения (4) отно­
сительно функции Р(0). Решение линейного диф­
ференциального уравнения (4) находится так же 
как и решение уравнения (6). В результате функ­
ция P(Q) может быть представлена в следующем 
виде:

Р(0> = cos© х

0
X J -2 АCOS 0

[во

в
J  Y21 (0) sin20^0 + С

ч'- 
2

1
/

dQ + O
(7)

Она содержит две произвольные постоянные С{ 
и С2. * ‘

Получение функции Р(0) на внутренних частях
S- для конкретной осесимметричной поверхнос­
ти S связано с необходимостью задания для урав­
нения (2) двух краевых условий. Такие условия 
определяются с использованием геометрической 
структуры построенной выпуклой оболочки S0 
поверхности S. По выпуклой оболочке определя­
ются общие точки выпуклых Sex и внутренних Sin 
частей поверхности. Для каждой части Sin таких 
точек две, они лежат на концах кривой осевого 
сечения (рис. 1) и определяются единой норма­
лью а (0 о) при некотором 0, < 0 = 0О < 02. Интег­
рирование уравнения (2), т.е. вычисление Р(0), 
проводится на отрезках [0,, 0О] и [0О, 02] при изве­
стных для выпуклой оболочки начальных услови­
ях Р(0О) = Р0 и —  = Р'о- При поэтапном инте-

с/0 а = е0
грировании уравнения (2) последовательно опре­
деляются постоянные Сх и С2 для каждого 
отрезка интегрирования:

С, = sin^oCP^ctge + P,,)', С2 = Роcos_ 10().

Рис. 2. Реконструкция препятствия в виде пары пере­
секающихся шаров.
Рис. 3. Реконструкция препятствия в виде пересекаю ­
щихся эллипсоидов вращения.

Заметим, что на каждом отрезке интегрирова- 
dPния
dQ

естественно понимать как
0  =  0 ,

Нт
е-»е

Р ( 0 ) - Р ( 0 о)
О 0 - 0

при стремлении 0 — 0О со сто­
0

е хроны соответствующего выпуклого участка S 
выпуклой оболочки S0. Таким образом, вычисле­
ние функции Р(0), восстанавливающей внутрен­
нюю часть Sin, сводится к вычислению повторных 
интегралов по отрезкам [0,, 0()] и [0О, 02]. При 
этом восстанавливаются две части поверхности 
Shl до линии их пересечения.

При практической реализации предложенного 
метода значения 0 ( и 02 всегда определяются с не­
которой погрешностью. Это связано с тем, что 
они определяются по графику вещественной амп­
литуды |А(0)| обратного рассеяния как значения, в 
которых медленно меняющаяся часть кривой 
сменяется быстроосциллирующей для соответст­
вующей внутренней части Sin. Такой выбор 0j и 02 
иллюстрируется графически в работе [2] для пло­
ского случая.

В рамках предложенного подхода проведены 
численные эксперименты по реконструкции кон­
кретных осесимметричных препятствий.

На рис. 2 представлен пример реконструкции в 
осевой плоскости XOZ невыпуклого препятствия, 
ограниченного объединением двух пересекаю­
щихся сфер

2  2 X +у  +

2 2 X +у +
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Сплошной линией изображен истинный контур, а 
штриховой линией -  восстановленный на основе 
предложенного метода.

На рис. 3 приведен графический пример вос­
становления в плоскости XOZ осесимметричного 
препятствия, ограниченного объединением по­
верхностей двух эллипсоидов вращения вокруг 
оси OZ

2 2X У 2 .
9 + 9 + г

В приведенных примерах реконструкции диа­
грамма обратного рассеяния А(0) определяется в 
результате решения прямой задачи дифракции 
методом граничных элементов. При этом харак­
терный размер препятствия составляет 10 длин 
волн. Проблема фильтрации низкочастотной со­
ставляющей Fo(0) от функции F(0) = |А(0)12 в дан­
ном случае решается на основе явного представле­
ния (7) опорной функции Д0). Полученное реше­
ние обратной задачи в виде повторного интеграла 
осуществляет естественное отфильтровывание 
низкочастотной составляющей.

Авторы выражают признательность А.О. Ва- 
тульяну за постоянное внимание к работе и цен­
ные замечания.
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An Inverse Problem of High-Frequency Diffraction 
for Nonconvex Axially Symmetric Obstacles

N. V. Boev and M. A. Sumbatyan

An analytical method of reconstructing axially symmetric nonconvex obstacles from the propagation time of 
the reflected signal and the real amplitude of the scattered field is presented. This method is based on the exact 
inversion of the nonlinear differential operator of the high-frequency inverse problem for an axially symmetric 
case and the separation of the slowly varying component of the scattered field amplitude. The method is appli­
cable for reconstructing the shape of obstacles bounded by surfaces which, under arbitrary ultrasonic insonifi- 
cation in the echo mode, allow no more than two points of mirror reflection.
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