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Рассмотрено акустическое излучение водозаполненной (свободно-погруженной) пьезокерамичес­
кой оболочки в форме усеченного конуса -  пьезоконуса и водозанолненного пьезоцилиндра с ради­
альной поляризацией как его частного случая. Для пьезоцилиндра определены оптимальные геоме­
трические размеры, при которых достигается наиболее равномерная широкополосная частотная 
характеристика чувствительности излучения. Показано, что применение водозаполненного пьезо­
конуса в качестве гидроакустического излучателя позволяет сформировать диаграмму направлен­
ности в виде, близком к кардиоиде, либо получить почти ненаправленное излучение.

Пьезокерамический преобразователь в виде 
водозаполненного (свободно-погруженного) ци­
линдра из-за своих особых частотных характери­
стик был объектом исследования многих авторов 
[1-6]. Первой работой, в которой получена конеч­
но-элементная модель такого преобразователя, 
учитывающая, все основные эффекты, является 
статья [1]. В ней с помощью комбинированной 
программы MARTSAM-CHIEF получены основ­
ные характеристики секционированного водоза­
полненного пьезоцилиндра конкретных геометри­
ческих размеров. Для численного интегрирования 
граничного интегрального уравнения Гельмголь­
ца использована кусочно-постоянная аппрокси­
мация искомых функций.

В [31 разработана математическая модель ра­
диально поляризованного водозаполненного пье­
зоцилиндра на основе теории оболочек с исполь­
зованием программы SHIP для численного интег­
рирования граничного интегрального уравнения 
Гельмгольца. Как отмечено в [9, 10], теория обо­
лочек накладывает значительные ограничения 
на формы колебаний цилиндра и не позволяет 
учесть изгибные моды (имеющие противофазное 
распределение радиальной компоненты смеще­
ния на цилиндрической поверхности), которые 
могут значительно искажать частотные характе­
ристики пьезопреобразователя [4, 10].

Для решения подобной задачи в [4] предложен 
метод конечных элементов с использованием ди­
польных демпфирующих элементов, которые 
позволяют не учитывать отражение от искусст­
венно вводимой конечной границы. Однако пред­
ложенный метод может давать значительную по­
грешность.

Для численного интегрирования граничного 
интегрального уравнения Гельмгольца успешно

применяется метод граничных элементов, кото­
рый позволяет повысить порядок аппроксимации 
искомых функций и точность вычислений [7, 8]. 
В [10] рассмотрен комбинированный метод конеч­
ных и граничных элементов с учетом пьезоэффек­
та и его применение к анализу тангенциально по­
ляризованного водозаполненного пьезоцилиндра. 
В частности, определены оптимальные геомет­
рические размеры пьезоцилиндра, при которых 
достигается наиболее равномерная широкопо­
лосная частотная характеристика чувствитель­
ности излучения.

Целью данной статьи является анализ более 
общей задачи акустического излучения водоза­
полненной пьезокерамической оболочки в фор­
ме усеченного конуса (в дальнейшем для кратко­
сти -  пьезоконуса), а также определение опти­
мальных геометрических размеров радиально 
поляризованного водозаполненного пьезоцилин­
дра, являющегося частным случаем пьезоконуса.

Расчетная модель, ее геометрические размеры 
и разбиение осевого сечения пьезоконуса на 
кольцевые конечные элементы представлены на 
рис. 1. В дальнейшем геометрические размеры

Рис. 1. Расчетная модель и ее разбиение на конечные 
элементы.
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пьезоконуса определяются безразмерными нор­
мированными на радиус а, который для кратко­
сти опускается, высотой / и толщиной стенки И, а 
также углом а . В частном случае при а  = 0 полу­
чаем пьезоцилиндр. Конус выполнен из пьезоке­
рамики ЦТБС-3, параметры которой соответст­
вуют справочным данным; внутренняя и внешняя 
конические поверхности полностью покрыты 
электродами. При расчетах пьезоконус модели­
руется пьезоактивными параллелограммными 
конечными элементами второго порядка с восе­
мью узлами, аналогичными ранее рассмотрен­
ным в [11], а образующая его излучающей по­
верхности (граница осевого сечения) -  граничны­
ми элементами второго порядка с тремя узлами.

В статье [10] и более подробно в монографии
[12] показано, что в комбинированном методе ко­
нечных и граничных элементов вынужденные ко­
лебания пьезопреобразователя произвольной 
формы с учетом пьезоэффекта и акустического 
излучения в воду описываются системой линей­
ных уравнений большого порядка. Комбиниро­
ванный метод конечных и граничных элементов 
позволяет определить все основные характерис­
тики пьезопреобразователя: частотные характе­
ристики чувствительности излучения и акустиче­
ской мощности, диаграмму направленности, а 
также распределения скорости и давления на из­
лучающих поверхностях.

Отметим, что разработанная на основе комби­
нированного метода конечных и граничных эле­
ментов компьютерная программа тщательно про­
верена по экспериментальным и расчетным зави­
симостям, приведенным в [4] для радиально 
поляризованного водозаполненного пьезоцилинд­
ра конкретных геометрических размеров. Поэто­
му представленные в данной статье результаты 
можно считать достаточно обоснованными. В [4] 
приведены основные характеристики для пьезо­
цилиндра с размерами: средний радиус -  42 мм, 
высота -  40 мм, толщина стенки - 4 м  (что соот­
ветствует безразмерным отношениям / = 0.91; 
/г = 0.091), выполненного из пьезокерамики Х9, 
параметры которой приведены в этой статье. По­
лучено хорошее соответствие рассчитанных по 
комбинированному методу частотных характери­
стик чувствительности излучения эксперимен­
тальным для радиального и осевого направлений; 
рассчитанная частотная характеристика актив­
ной составляющей входного электрического им­
педанса значительно ближе к эксперименталь­
ной, особенно в области низких и высоких частот, 
чем полученная по методу [4]. Рассчитанные диа­
граммы направленности для восьми частот также 
лучше соответствуют экспериментальным, осо­
бенно в направлении оси симметрии цилиндра. 
Хотя в [4] отмечается, что ее главной целью явля­
ется оптимизация геометрических размеров пье­
зоцилиндра, в ней приведены характеристики

только для одного конкретного цилиндра с высо­
той, близкой к оптимальной (и со слишком тон­
кой стенкой, при которой изгибная мода оказы­
вается близкой к рабочей полосе частот и значи­
тельно искажает частотные характеристики), и 
не приведены подобные результаты при варьиро­
вании геометрических размеров.

Рассмотрим сначала основные характеристики 
водозаполненного пьезоцилиндра из пьезокерами­
ки ЦТБС-3 с целью определения его оптимальных 
геометрических размеров, при которых чувстви­
тельность излучения на объемном и радиальном 
резонансах примерно одинакова. Для анализируе­
мых пьезопреобразователей рассчитывались час­
тотные характеристики чувствительности излуче­
ния v в дальнем поле на плоскости г = 0 (в дальней­
шем изложении -  радиальное направление) в дБ 
относительно уровня 1 мкПа/В при 1 м; для кону­
са -  дополнительно и на оси симметрии (z > 0, в 
дальнейшем -  осевое направление), а также нор­
мированные диаграммы направленности в верти­
кальной плоскости. Так как чувствительность из­
лучения является локальной характеристикой, т.е. 
зависит от выбранной точки, рассчитывалась так­
же интегральная характеристика -  частотная за­
висимость безразмерной активной составляющей 
акустической мощности Ра.

На рис. 2а приведены частотные характеристи­
ки чувствительности излучения пьезоцилиндра с 
толщиной стенки И = 0.2 в радиальном направле­
нии при изменении его высоты /, а на рис. 26 -  с 
толщиной стенки И = 0.15. По оси абсцисс здесь 
и далее отложена частота, нормированная на ча­
стоту радиального резонанса пьезоцилиндра в 
воздухе, -  безразмерная частота/. Частотные ха­
рактеристики безразмерной активной составля­
ющей акустической мощности представлены на 
рис. За для пьезоцилиндра с толщиной стенки h = 
= 0.2 при тех же значениях высоты, что и на 
рис. 2а. На рис. 4а приведены нормированные на 
максимальное давление диаграммы направленно­
сти в полярных координатах пьезоцилиндра с раз­
мерами / = 0.8, И = 0.2 на трех частотах. Первая ча­
стота соответствует низкочастотному максимуму 
частотной характеристики чувствительности из­
лучения (объемному резонансу), вторая частота -  
ее минимуму, третья частота -  второму максимуму 
(радиальному резонансу). В спектре собственных 
колебаний пьезоцилиндра в рассматриваемом час­
тотном диапазоне присутствуют три различные 
моды колебаний. Резонансные частоты этих м од / 
и соответствующие значения динамического ко­
эффициента электромеханической связи к, для 
пьезоцилиндра с размерами I = 0.8, И = 0.2 равны: 
первая (антисимметричная) мода / ,  = 0.97, = 0,
вторая (симметричная) мода/2 = 1 ,к 2 = 0.346, тре­
тья (изгибная) мода / 3 = 1.97, ~к3 = 0.026. Антисим­
метричная мода не возбуждается в пьезоцилиндре 
со сплошными электродами. Изгибная (симмет-
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Рис. 2. Частотные характеристики чувствительности излучения: а-б -  пьезоцилиндр, а -  И = 0 .2 ,1 - 1  = 0.7, 2 - 1  = 0.8, 
3 - 1  = 0.9; б -Л  = 0.15, / - /  = 1 . 0 , 2 - / =  1 . 1 , 3 - / =  1.2; в-г -  пьезоконус, /7 = 0.2; / ,  5, 5  -радиальное направление; 2 ,4, 6  -  
осевое направление; / ,  2 -  а  = 10°; 3 , 4 -  а  = 20°; 5 , 6 -  а  = 30°, в -  / = 0.8; г -  / = 0.6.

ричная по высоте цилиндра, имеющая две узловые 
окружности) мода возбуждается слабо. Для цилин­
дра с толщиной стенки h = 0.2 она не попадает в 
рассматриваемый частотный диапазон.

На рис. 5а приведены типичные распределе­
ния модуля безразмерной нормальной компо­
ненты колебательной скорости на внешней (кри­
вые /, 3, 5) и внутренней (кривые 2, 4, 6 ) цилинд­
рических поверхностях при тех же значениях 
частоты, что и на рис. 4а для пьезоцилиндра с тол­
щиной стенки h = 0.2. Частоте/ =  0.65 соответст­
вуют кривые 1 и 2, частоте/ =  0.77 -  кривые 3 и 4,

частоте/ = 0.97 -  кривые 5 и 6. По оси абсцисс на 
рис. 5 отложены номера узловых точек на внеш­
ней и внутренней цилиндрических (конических) 
поверхностях. Точки расположены на одинако­
вом расстоянии друг от друга, причем точки 7 и 20 
находятся на плоскости z = 0. Первые 13 точек 
расположены на внешней поверхности снизу 
вверх, последующие 13 точек с номерами 14-26 
на внутренней поверхности сверху вниз.

Из анализа представленных численных резуль­
татов следует, что оптимальная высота пьезоци­
линдра с толщиной стенки И = 0.2 равна 0.8-0.9,

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 45 № 3 1999



296 БА Л А БА Е В , ИВИНА

/

Рис. 3. Частотные характеристики безразмерной активной составляющей акустической мощности: а -  пьезоцилиндр, 
/« = 0.2; / -  / = 0.7,2 - 1  = 0.8,3 - 1  = 0.9; б -  пьезоконус. / = 0.8, И = 0.2, / -  а  = 10°, 2 -  а  = 20°, 3 -  а  = 30°.

основной лепесток диаграммы направленности в 
большом частотном диапазоне изменяется незна­
чительно. Отметим, что для водозаполненного 
пьезоцилиндра с тангенциальной поляризацией 
при такой же толщине стенки оптимальная высо­
та немного больше: I ~ 1 [10]. Для пьезоцилиндра с 
толщиной стенки h = 0.15 равномерная частотная 
характеристика чувствительности излучения мо­
жет быть получена при большей высоте (рис. 26). 
Отметим также, что в известной эксперимен­
тальной статье Мак-Магона [13] взяты пьезоци­
линдры из пьезокерамики цирконата титаната 
свинца (конкретный тип не указан) с размерами: 
наружный радиус 1.59 см, толщина стенки 0.32 см, 
высота цилиндра 1.21 см, что соответствует без­
размерным отношениям / = 0.76, h = 0.2. Из соот­
ветствующей экспериментальной кривой следу­
ет, что чувствительность на радиальном резонан­
се меньше, чем на объемном (высота цилиндра 
меньше оптимальной). Следовательно, ее можно 
поднять, увеличив высоту.

На рис. 26 видно как изгибная мода искажает 
частотную характеристику чувствительности из­
лучения (дополнительные экстремумы). При уве­
личении высоты пьезоцилиндра частота изгибной 
моды приближается к частоте радиального резо­
нанса. Влияние изгибной моды на частотную ха­
рактеристику безразмерной активной составляю­
щей акустической мощности еще сильнее. Значе­
ния резонансных частот f  и соответствующие 
величины динамического коэффициента электро­
механической связи kj для пьезоцилиндра с разме­
рами I = 1.2, h = 0.15 равны:/ ,  = 0.99, к] = 0, / 2 = 1,

к2 = 0.335,/ 3 = 1.19 Д 3 = 0.037. На рис. 46 показано 
влияние изгибной моды на диаграмму направлен­
ности пьезоцилиндра с высотой / = 1.2: в максиму­
ме чувствительности излучения (/'= 1.08) наблюда­
ется увеличение излучения в радиальном направ­
лении, приводящее к резкому сужению основного 
лепестка диаграммы направленности. Поэтому он 
сужается немонотонно (кривая 3 при отсутствии 
изгибной моды должна находиться между кривы­
ми 1 и 4)\ в минимуме чувствительности излучения 
i f  = 1.06) излучение в радиальном направлении 
уменьшается; это приводит даже к изменению 
формы диаграммы направленности (кривая 2). За­
метим, что подобные диаграммы направленности 
с минимумом в радиальном направлении приведе­
ны и в статье [4 .

Распределения модуля нормальной компонен­
ты колебательной скорости для пьезоцилиндра с 
размерами / = 1.2, h = 0.15 приведены на рис. 56: 
кривые /, 2 соответствуют частоте /  = 0.49, кри­
вые 3 ,4 - / =  0.67, кривые 5, 6 - / =  1.06. Из рис. 56 
следует, что на частотах, близких к изгибной мо­
де, скорость на концах пьезоцилиндра может до­
стигать значительной величины, что приведет к 
большим механическим напряжениям в пьезоци­
линдре в местах узловых окружностей скорости 
(минимумах |v | на рис. 56), а следовательно, и к 
разрушению пьезоцилиндра при большом элект­
рическом напряжении.

Отметим, что учет потерь приводит к умень­
шению влияния изгибной моды, однако реально 
она все равно будет присутствовать и искажать 
частотные характеристики и диаграмму направ-
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Рис. 4. Нормированные диаграммы направленности в вертикальной плоскости: а-б -  пьезоцилиндр, а -  / = 0.8; h  = 0.2, 
/ - / =  0.65,2 - / =  0.77,5 - / =  0.97; б -  / = 1.2, h  = 0.15; / - / =  1,2 - / =  1.06,5 - / =  1.08, 4  - / =  1.13; в-д -  пьезоконус, / = 
= 0.8, /| = 0.2. в - / =  0.65, / -  а = 10°, 2 -  а = 20°, 3 -  а  = 30°; г - / =  0.80. /  -  а = 10°, 2 -  а  = 20°, 3  -  а  = 25°, 4 -  а  = 30°; 
д - / =  1, /  -  а  = 10°, 2 -  а = 20°, 3 -  а  = 30°.

ленности, экспериментальное подтверждение 
этого факта видно на соответствующем графике 
статьи [4]. Таким образом, надо избегать попада­
ния изгибной моды в рабочую полосу частот. 
Этого можно достичь увеличением толщины 
стенки пьезоцилиндра. Заметим, что аналитичес­
кая модель водозаполненного пьезоцилиндра [3], 
основанная на теории оболочек, не учитывает из- 
гибные моды, поэтому полученная этим методом 
информация об излучении пьезоцилиндра являет­
ся неполной.

Определив оптимальные размеры пьезоцилин­
дра, рассмотрим акустическое излучение пьезоко­
нуса. На рис. 2в приведены частотные характерис­
тики чувствительности излучения в радиальном и 
осевом направлениях для пьезоконуса с фиксиро­
ванной высотой и толщиной стенки при изменении 
угла а  от 10° до 30°. Частотные характеристики

безразмерной активной составляющей акустичес­
кой мощности представлены на рис. 36 при тех же 
значениях размеров и угла. Отметим, что частота 
по-прежнему нормируется на частоту радиального 
резонанса в воздухе пьезоцилиндра, высота кото­
рого равна высоте пьезоконуса. На рис. 4в-4д при­
ведены диаграммы направленности для трех час­
тот при изменении угла от 10° до 30°.

Из представленных результатов следует, что 
частотные характеристики чувствительности из­
лучения в радиальном направлении водозаполнен­
ного пьезоконуса при а  < 20° близки к соответст­
вующей характеристике водозаполненного пьезо­
цилиндра, то есть водозаполненный пьезоконус 
остается двухрезонансным широкополосным гид­
роакустическим излучателем. При этом значи­
тельно увеличивается уровень осевого излучения 
(для пьезоцилиндра при / е  (0.5; 1) чувствитель-
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Рис. 5. Распределения модуля нормальной компоненты колебательной скорости на внешней и внутренней цилиндри­
ческой (конической) поверхности: а-б -  пьезоцилиндр, а - /  = 0.8, /; = 0.2; 6 - 1 =  1.2, /? = 0.15; в-д -  иьезоконус, / = 0.8, 
И =  0.2; 7 , 2 -  а  = 10°; 3 , 4 -  а = 20°; 5 , 6 -  а = 30°; в - /=  0.8; г - /=  0.65; д - / =  1.

ность излучения в осевом направлении v < 122 дБ). 
Причем для низких частот (f= 0.65) тыльное излу­
чение меньше осевого. Для более высоких частот 
(/*= 1) величины осевого и тыльного излучений

примерно одинаковы. Таким образом, при а  = 30° 
водозаполненный иьезоконус на частоте объем­
ного резонанса излучает преимущественно в осе­
вом и радиальном направлениях, величина тыль-
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ного излучения значительно меньше. Его диаграм­
ма направленности по форме близка к кардиоиде. 
Подобная диаграмма направленности может быть 
необходима для специальных гидроакустических 
устройств, например, донных маяков-ответчиков 
навигационных систем. На частоте, близкой к ра­
диальному резонансу, водозаполненный пьезоко­
нус является почти ненаправленным гидроакусти­
ческим излучателем.

Рис. 2в (кривые 5 и 6) и 36 (кривая 3) показы­
вают, что к рабочей полосе частот при а  > 30° мо­
жет приблизиться изгибная мода, значительно ис­
кажающая частотные характеристики; ее влия­
ние особенно велико для осевого направления. 
Распределения модуля нормальной компоненты 
колебательной скорости на частотах, близких к 
частоте изгибной моды, имеют вид, похожий на 
кривые 5 и 6 на рис. 56, только в этом случае рас­
сматриваемые кривые из-за асимметрии пьезо­
преобразователя несимметричны относительно 
плоскости z = 0. Резонансные частоты и соответ­
ствующие значения динамического коэффициен­
та электромеханической связи для пьезоконуса с 
размерами / = 0.8, И = 0.2, а  = 30° равны: /, = 0.83, 
к{ = 0.015,/2 * 1, *2 = 0.304,/ 3 = 1.39, А:3 = 0.026. Вли­
яние изгибной моды можно уменьшить, изменяя 
геометрические размеры пьезоконуса. Напри­
мер, при уменьшении его высоты до 0.6 эта мода 
не попадает в рассматриваемый частотный диа­
пазон (рис. 2г). Однако при этом, как и в случае 
пьезоцилиндра, сужается полоса частот, формы 
же диаграмм направленности в общих чертах со­
храняются.

На рис. 2в и 36 также видно, что при а  > 10° ча­
стотные характеристики искажаются еще одной 
модой, влияние которой в большей степени ска­
зывается в осевом направлении. Из рассмотрения 
форм колебаний следует, что этой модой являет­
ся в данном случае антисимметричная по высоте 
конуса мода. Распределения модуля нормальной 
компоненты колебательной скорости для пьезо­
конуса на частоте /  = 0.80 приведены на рис. 5в 
при трех значениях угла а . Кривые /, 2 соответст­
вуют углу а  = 10°, кривые 3 , 4 -  а  = 20° (антисим­
метричная мода), кривые 5 , 6 -  а  = 30°. Из рис. 5в 
следует, что на частотах, близких к антисиммет­
ричной моде, скорость на концах пьезоконуса мо­
жет достигать значительной величины. Это при­
ведет к большим механическим напряжениям в 
пьезоконусе на плоскости z = 0, а следовательно, 
и к его разрушению при большом электрическом 
напряжении. Для пьезоцилиндра как симметрич­
ного относительно плоскости z = 0 тела антисим­
метричная мода практически не возбуждается 
сплошными электродами. При нарушении симме­
трии, т.е. при переходе к конусу и увеличении уг­
ла а  эта мода проявляет себя в виде “узкополос­
ного” экстремума. Очевидно, что учет потерь 
приведет (как и в случае изгибной моды) к умень­

шению величины этого экстремума. Как и изгиб­
ная мода, антисимметричная мода искажает диа­
грамму направленности -  рис. 4г (кривая 2). Влия­
ние антисимметричной моды можно уменьшить, 
изменяя геометрические размеры пьезоконуса, на­
пример, используя конус меньшей высоты: / = 0.6 
(рис. 2г). Отметим, что в случае пьезоконуса с 
большим углом (а  = 45°) его частотные характе­
ристики становятся более неравномерными.

На рис. 5г, 5д приведены распределения моду­
ля нормальной компоненты колебательной ско­
рости для пьезоконуса на двух других частотах: 
/ =  0.65 и / =  1. Из приведенных кривых следует, 
что при больших значениях угла а  эти распреде­
ления имеют большую неравномерность. Хотя 
такая неравномерность будет ограничивать мощ­
ность излучения из-за появления больших меха­
нических напряжений и кавитации, но она позво­
ляет сформировать диаграммы направленности 
указанного вида.

Таким образом, при использовании водозапол­
ненных пьезоконусов с различными углами и на 
различных частотах можно формировать диаграм­
му направленности в виде, близком к кардиоиде, 
либо получать почти ненаправленное излучение.
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Acoustic Radiation of a Free-Flooded Piezoceramic Shell
S. M. Balabaev and N. F. Ivina

Acoustic radiation of a free-flooded (water-filled) piezoceramic shell in the form of a frustum of cone (a piezo­
electric cone) and a free-flooded piezoelectric cylinder with radial polarization as its particular case is consid­
ered. The optimal geometric dimensions corresponding to the most uniform wide-band frequency characteristic 
of radiation sensitivity are determined for the case of a piezoelectric cylinder. It is demonstrated'that utilization 
of a free-flooded piezoelectric cone as an underwater acoustic radiator provides an opportunity to form a direc­
tivity pattern of a shape close to a cardioid or obtain an almost omnidirectional radiation.
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