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С использованием квазистатического приближения при расчете полей приграничных сопутствующих 
электрических колебаний дано решение граничной задачи рассеяния плоской монохроматической 
поперечной волны полым пьезоэлектрическим цилиндром класса 6(4, <») в изотропном твердом теле. 
Исследованы спектральные зависимости полного сечения рассеяния поперечной волны полым пьезо­
электрическим цилиндром класса 6mm(4mm, c*m) и 622(422, <*2). Оценено влияние пьезоэффекта ма­
териала цилиндра на рассеяние поперечной волны в диапазоне низких и умеренных частот.

Интерес к рассеянию акустических волн ино­
родными пьезоэлектрическими включениями в 
упругой среде во многом проистекает из потреб­
ности адекватного описания работы приемных 
пьезопреобразователей. Неудивительно поэтому 
стремление исследователей наделять пьезоэлек­
трические включения конструктивными черта­
ми, присущими реальным преобразовательным 
устройствам. Так гидроакустические преобразо­
ватели рассматривают обычно в виде тонких 
пьезокерамических оболочек [1], избегая многих 
затруднений общеволнового подхода, связанных с 
анизотропией и пьезосвойствами материала. Од­
нако при этом результаты соответствующих ра­
бот (см., например, [2-4]) лишаются универсально­
сти, необходимой при изучении спектральных эф ­
фектов рассеяния волн. Для ряда специальных 
случаев решения задач рассеяния акустических 
волн пьезоэлектрическими включениями, свобод­
ные от указанных недостатков, были получены в 
работах [5, 6], но также не использовались для об­
суждения спектрального поведения характеристик 
рассеяния. В настоящей статье, на основе получен­
ного методом Рэлея решения граничной задачи 
рассеяния плоской монохроматической попереч­
ной волны полым пьезоэлектрическим цилиндром 
класса 6(4, оо) в изотропном твердом теле, рассмо­
трено влияние пьезоэффекта на спектральное по­
ведение такой характеристики, как полное сече­
ние рассеяния.

Введем в рассмотрение прямоугольную (крис­
таллографическую) xOyz и цилиндрическую г0г 
системы координат с осью z цилиндра, парал­
лельной оси симметрии пьезоэлектрика L6(L4, L^). 
Параметрам и полям в изотропном твердом ди­

электрике (г > /?,) и в полом пьезоэлектрическом 
цилиндре (R2  < г < Л,) присвоим соответственно 
номера v = 1, v = 2. Примем, что падающая нор­
мально на цилиндр плоская монохроматическая 
волна распространяется вдоль оси х  и имеет акси­
альную поляризацию смещений. В этом случае 
рассеяние происходит без преобразования в вол­
ны других типов, причем аксиальные смещения 

(v)и, , как следует из уравнении теории упругости, 
пьезоэффекта и электродинамики [7, 8], опреде­
лятся решением уравнений Гельмгольца:

V2u<v) + к У У  = 0, (1)

а электрические поля, описываемые в квазиста- 
тическом приближении потенциалами (pv и ф в ма­
териалах и в полости цилиндра соответственно, 
удовлетворяют уравнениям:

е 15^2«г2 )- £ 2 ^ 2ф 2 = 0 ,  R2< r < R u

V2<p, = 0, r > R u  (2)

V2<p = 0, 0 < r< R 2.

В уравнениях (1), (2) обозначено: V2 = д2/дх2  + 
+ Э^Эу2 -  оператор Лапласа, = co/vv, v, = (KJр,)1/2,

V 2 =  ( ^ 2  / Р 2 ) l/2» ^ 2 = ^ 2 +  * 1 5  К  -  модули сдвига,
pv -  плотности, -  диэлектрические проницае­
мости материалов, е 1 5  -  пьезомодуль продольного 
пьезоэффекта материала цилиндра, со -  цикличе­
ская частота.
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С учетом ограниченности и[2) при /?2 < г < /?, и 
погашаемое™ рассеянного поля на бесконечнос­
ти решение уравнений (1) представим в виде:

+ оо

«Iй = и  £  1’вехр(/и0)[У(1(Л1г) + в(1/ ^ 1)(Л1г)],

можно представить следующим образом:

ТУ  = к дг ’
.(2)

1 D«> _  _ Р  *Р.° г  -  е . Эг

1 Эср2
п  = (3)

Т<2) _   ̂ Эм^' i _ Эф2 ^
гг " -~эГ 15_э7 |4г эе ’ (7)

+  оо

Mj2> = ^  ч(̂ = и  ^  Гехр(ш 0) х
+ оо D<2) -  е ЭИт— е \5

(2) 1ЭМ‘2) Эср

Эг +е,4г эе ^ Эг ’
В выражениях(6), (7) диэлектрическая про­

ницаемость сильно разреженного газа в полости 
пьезоэлектрического цилиндра (0 < г < /?2), а е 1 4 -  
пьезомодуль поперечного пьезоэффекта материа­
ла цилиндра [9], сказывающегося при рассеянии 
только через посредство граничных условий.

Учитывая громоздкость получаемых выраже­
ний, ограничимся далее представлением только 
амплитудных коэффициентов ап парциальных 
волн рассеянного поля. Предварительно, по ана­
логии с рассеянием акустических волн много­
слойным упругим цилиндром в жидкости (см. [10, 
гл. 5]), введем парциальный импеданс полого пье­
зоэлектрического цилиндра для поперечных волн 
аксиальной поляризации

Z. = < L . 1(»«?L,1)'

-  г

п = П  =  -со
(4)

х [b„J„(k2 r) + cnNn(k2 r)], R 2 < г < R { 
Потенциалы <p, cpj и часть Ф потенциала

Ф2 =
e 15fi(2)и. ф

описывают электрические поля приграничных со­
путствующих колебаний, которые возбуждаются 
с поверхностей полого пьезоэлектрического ци­
линдра в соответствующих областях пространства 
пьезозарядами, возникающими под действием ак­
сиально-сдвиговых деформаций поперечной вол­
ны. Принимая во внимание ограниченность значе­
ний потенциалов, из уравнений (2) получим

+  СО + оо

^  Хг * ех р ( |л в )(/яг + gnr ), Здесь получается по формуле (7) для Т[2) с
п  = п  =  -о®

+оо

R2 < r< R u

Ф. = X  * 4 . '> 1 ехр(«*в), г > Я „
(5)

заменой и{2) на и{2) согласно (4) и использовани­
ем вместо полного потенциала <р2 его парциаль­
ных значений

п  =  -со

+  оо

ф =  t"ftnr l"lexp(m0), 0 < r< R 2.

<р, = ^-5«(.2) + Ф- е2 л»

П  =  -со

Для определения амплитудных коэффициентов 
апУ Ьп, ... в выражениях (ЗН 5), где Jn(i,r)y Nn(k2 r) и
/ / („ 'Ч М  есть соответственно цилиндрические 
функции Бесселя, Неймана и Ханкеля 1-го рода, 
воспользуемся стандартными граничными услови­
ями теории упругости и электростатики [7, 8]

где Ф„ определены в (5). Используя соотношения 
между амплитудными коэффициентами в образу­
ющейся при подстановке (3)-(5) в граничные ус­
ловия (6) системе уравнений, получим

*z»/„(§i) + p iv 1y ;(^ ,) (8)
а п =

где

D

Т( О 
1  rz
О)

r=R, =  т
(2)
Г1

.(2)
г . * , . r  =  R , = «(.2) г  =  R , » -  - ip 2 V 2

r  =  * > = D r г- V  <Pl|r = * =<P2|r

2 s

•(2)
r z

-  n n (2,l -  p 3Фr=R1 ~ U, L)r r= Эг
(6)

r=R.

Ф 2  | r  = R 2 =  Ф [ г « * 2-

Входящие в (6) компоненты тензоров механи­
ческих напряжений Т{̂  и радиальные составляю-

^•2^2 ^92 М
а +Р , + а_Р_

АзЛ ^ 2 . Л )  +А4Гп(^2,Л ) 
АзЛ ^ п( ^ Л )  + А4^п(^2.Л) 
АзЛ ^ л(^2.Л) + Д47'п(^2,Л)
s A tf tf .(5 2̂ )  + A 2 Тп(Ъ,т\)

(9)

,(v:щие векторов электрической индукции Dr в со­
ответствии с уравнениями пьезоэффекта и урав­
нениями состояния изотропного твердого тела

4 W  ДзЛ и п{%2, л) + А4Г ,Д 2, 11)
2 ( e i - e 2)g+ -(E i+ £2)g .

тсДД2Д3Л Л) + А47 Д 2. Л)
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От привычного представления коэффициентов 
ап задачи рассеяния звуковых волн в жидкости 
многослойным упругим цилиндром [10] формула
(8) отличается перестановкой /„(£,) *=*

*=* Н[1) (£,), где штрихами обозначены 
производные. Это связано с тем, что в рассматри­
ваемом случае Zn выражает связь не коллинеар- 
ных, как в [10], а ортогональных друг к другу ме­
ханических усилий (напряжений) и скоростей 
смещения частиц.

В формуле (9) обозначено

\п\2 Е2-
Ж±г2 + £СЖ'

те 14£2 + гсе 1 5 \п\

|я |(е2± ес) 

inel4 Z2 + Zce X5 \n\ ’

Величины Ж 2 = е]5( \ ? е 2)~1 и Ж ±  = е \ л ( Х 2 г 2)~1
имеют смысл квадратов коэффициентов электро­
механической связи материала цилиндра для про­
дольного и поперечного пьезоэффекта. Завершая 
разъяснение обозначений, введенных в (9), заме- 
тим, что £/„(£2, Т]), Wa(£a, т\), Vn(£2, Т|) и Г Д 2, ц) пред- 
ставляют собой следующие комбинации цилинд­
рических функций и их производных

Л) =

( и )

У*Д2.Л ) = К (? 2 )Л (Л )-Л (^ 2 )^ И(Л). 

ГИ(^2,Л) = Л Д г Ж Л л Ь л ^ Ш л ) .
Здесь = k2R 1, Л = к2 Яъ тогда как в (8) = £,/?,.

При заданной частоте, известных геометриче­
ских размерах и параметрах материалов выраже­
ния (8)—(11) позволяют рассчитать коэффициен­

ты ап волн рассеянного поля. Заметим, что как 
следствие применения квазистатического при­
ближения поля сопутствующих приграничных 
электрических колебаний потенциалов ср, ср, и Ф 
не дают вклада в результирующий поток рассеян­
ной энергии. Поэтому для оценки полного сече­
ния рассеяния а  поперечной волны полым пьезо­
электрическим цилиндром допустимо использо­
вать стандартную формулу [10]

+  оо

п =  -с о

(12)

Обращаясь к выражениям (8)—(12), можно за­
ключить, что пьезоэффект цилиндра сказывает­
ся на величине а  двояким образом. Во-первых, 
благодаря изменению коэффициентов ап под вли­
янием парциальных импедансов, пьезоэлектриче­
ские вклады которых характеризуют реакцию 
полей приграничных электрических колебаний 
на рассеяние парциальных волн заданного номе­
ра п. Во-вторых, благодаря уменьшению величин

Л  из-за перенормировки скорости поперечных 
волн в материале цилиндра под влиянием про­
дольного пьезоэффекта. В представленных ниже 
расчетах спектральных зависимостей о(^,) учте­
ны обе возможности. Заметим, однако, что толь­
ко первая из них может привести к качественным 
изменениям спектрального поведения величины 
с  вследствие пьезоэффекта.

Предваряя обсуждение численных расчетов, 
рассмотрим частные следствия и результаты, вы­
текающие из представленного общего решения. 
Если в формулах (9)—(11) перейти к пределу 
/?2 — *- 0 (л —** 0), то из-за неограниченного роста 
величин Д, (/ = 1, 2, 3,4), второе и последнее слага­
емые в квадратных скобках правой стороны фор­
мулы (9) становятся исчезающе малыми. В осталь­
ных членах, как следствие предельного перехода 
Л — ► 0 (/?2 — ► 0), можно принять

£АД2>л) = - Л Д 2)лС(л),

У Л ь Ю  = - А & Ш  Л),

т п ( Ъ ,  л )  =  J n & l W  Л )-

Замечая вытекающие отсюда соотношения

A./AjI^o = ?+/(е, + е2), А4/Д3| 0 = а_/р+,
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на основании (9), (10) получим

Z« = -Ф 2 ^ 2 In] K f  и Ы

Ъ 1 + е2/е , J n{%2)

где Ж2е// = Ж2 -  3f^£2/e,. Поскольку p2v2/pi =

(13) = ^2̂ -2 / ^ Л ,  то подстановка (13) в (8) приводит к
формуле

^гПп^Д^г)] ^ [1п 7л(^ )] '- |п |З С //(1  + e2/,ei)
Л Д . ) ______________Ч _______________________________

Я "1)̂ ‘>^2[1пУ„(42) ] ' - ^ 1[1пЯ1,)(^ ) ] '- |п |Э О / ( 1 + е2/ е 1)"1

которая в отсутствие поперечного пьезоэффек­
та представляет результат, рассматривавшийся в 
работах [5 ,6]. Таким образом, формулы (13), (14) 
обобщают решение задачи рассеяния попереч­
ной волны сплошным пьезоэлектрическим ци­
линдром в изотропном твердом теле на случай 
пьезоэлектриков класса 6(4, сю), а при требова­

нии Ж2 = 0, Ж± Ф 0 -  на случай пьезоэлектриков 
класса 622(422, <*>2).

Обратим внимание на вытекающий из (14) ча­
стный случай акустически согласованных мате­
риалов цилиндра и внешней среды А,, = А,*, Pi = р2, 

1̂ = 2̂ -  С учетом известного [11] выражения

0 / 4 R

Р и с .  1. Спектральные зависимости полного сечения 
рассеяния поперечной волны пьезоэлектрическим ци­
линдром класса 6mm(4mm, °°m) акустически и элект­
рически согласованным с окружающей изотропной
средой: 1 -  Ж 2 = 0.1,2 -  Ж 2  =  0.3,5  -  ЗС2 = 0.5.

вронскиана J„(x) 1 (х) -  н [ '1 (л) J'„ (х) = 2i/nx, име­
ем при этом

N ( l + £ 2/ e , ) - ' 3 0 t a )
^П sj • * (1^)

£  + |n |(l +e 2 / £ 1 r uK 2effJn& )H (n' \ f y

Формула (15) примечательна как раз тем, что ил­
люстрирует в чистом виде отмечавшуюся выше 
возможность качественных изменений в рассея­
нии акустических волн, вносимых пьезоэффек­
том: в данном случае рассеяние поперечной вол­
ны обусловлено исключительно пьезоэффектом.

Именно поэтому, основываясь на формулах 
(12), (15), можно установить, что в пределе высоких 
частот i; — ► сю величина а/4/? достигает не обыч­
ного геометрооптического значения (о/4/?)то = 1, а 
задается уровнем проявления пьезоэффекта при
рассеянии: (а/4/?)^ 0 .2к2 Ж4е// (1 + £2/£,)’2. Величи­
на а  на низких и умеренных частотах оказывается 
достаточно малой и медленно нарастающей с рос­
том величиной, что наглядно демонстрируют 
кривые рис. 1, полученные расчетом по формулам 
(12), (15) для пьезокерамического цилиндра акси­
альной поляризации (класс симметрии °от, Ж2± = 0), 
идентичного в отношении свойств электрической 
поляризуемости внешней среде: е, = 82- Видно, на­
пример, что для волновых размеров ^ < 20 полное 
приведенное сечение рассеяния а/4/?, < 10"1.

В пределе /?2 — -  /?,СП — ** §2 ) из формул (9 Н 1 1) 
имеем Zn = 0. Выражение (8) представляет в этом 
случае хорошо известный результат решения за­
дачи рассеяния поперечной волны круговой ци­
линдрической полостью в изотропном твердом 
теле [12]. Если же в (9)-(11) принять е Х4 = е 1 5  = 0, 
то Z„ = -ip 2 v2 W„(^2 , T))/Un(§2 , Л), что вместе с (8) да- 
ет, как и следовало ожидать, решение задачи рас­
сеяния поперечной волны цилиндрической круго­
вой полостью в изотропном твердом теле с ино­
родным цилиндрическим слоем (см. [13]). 
Отсюда, ввиду следующего из (11) предельного 
перехода Wn(^2> Т|)|л 0, можно опять прий­
ти к результатам работы [12].
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о/4/?,

Р и с . 2 . Спектральные зависимости полного сечения рассеяния поперечной волны жестким полым пьезоэлектрическим
цилиндром при v,/v2 = 0.9, р,/р2 = 0.6, RX!R2  = 1.5, Ж2  = 0.5, Ж2± = 0: У — £2/ес = 730, е2/е, = 0; 2 -  е2/е(. = 730, е2/е, = 8.5. 
Штриховая кривая рассчитана без учета пьезоэффекта.

Поскольку наиболее представителен класс 
пьезоэлектриков 6mm(4mm, °om), целесообраз­
но рассмотреть рассеяние поперечной волны по­

лым пьезоэлектрическим цилиндром именно 
этого класса симметрии. Полагая в (9), (10) е 1 4 = 0, 
Ж"± = 0, получим

V _ , Л ^ (^ 2 .Л )-1 « 1 (а  + е2/ е с)_1ЭС2Уп(^2,л )
А, -  ;------------+

Л UH(%2, Л) -  И  (л + е2 / есУ'Ж 2 Т„(£,2, л)

+ B|n|g{2^ ,- | 'n|[(l -£ 2/е,)(е2/е с-1 )  + (1 + е2/е ,)(е2/е с+!)(/?,/7?2)2|п1Г' +
R Л и п{К ъ  Л) -  Н(в + г2/е с)~'ЗГг,Д2, т\)

, 1 \п\Ж2  ц и п ( ^ , Ю - М ( с  +  е 2 / е с у ' Ж 2Т л ( В >2, ц ) )

Ъ Ъ  + е2/е ,  л и л *  Л) -  \п\(а + е 2/ е сУ 1Ж 2Т п& 2, Л).

(16)

Здесь обозначено

(1 +e2/e,)(/?,//?2)2|"l- ( l  - е 2/е ,) 
П + е а / б . К Л . / Л ^  + О - е г / е , ) ’

_ (Д |//г 2)2|л|+ 1

(л 1/ л 2)2|п| -  Г
а & получается из а  заменой г2 1 г , на е ^ .

На рис. 2,3 приведены спектральные зависимо­
сти приведенного полного сечения рассеяния а/4 
от переменной (напомним, что 2̂ = ^iv,1/v2, т| = 
= ^ 2R]JR\)-> полученные расчетом по формулам

(8), (12) с учетом выражений (11), (16). Для вычис­
ления цилиндрических функций применялся хо­
рошо зарекомендовавший себя в подобного рода 
расчетах [14] (см. также [15]) алгоритм Миллера. 
Это позволило с избыточной надежностью подст­
раховаться от возможного накопления ошибки 
вычислений при суммировании ряда (12) с ростом 
аргумента в исследовавшемся диапазоне значе­
ний 0 < ^  < 5 х 102. Затраты машинного времени 
искупались при этом точностью определения а  не 
ниже 10-12.

Кривые на рис. 2 соответствуют случаю поло­
го цилиндра, более жесткого, чем внешняя среда:
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G/4R

Рис. 3 .  С п е к т р а л ь н ы е  з а в и с и м о с т и  п о л н о г о  с е ч е н и я  р а с с е я н и я  п о п е р е ч н о й  в о л н ы  м я г к и м  п о л ы м  п ь е з о э л е к т р и ч е с ­

к и м  ц и л и н д р о м  с  Ж2 =  0 . 5 .  Ж]_ = 0  п р и  v ]fv 2 = 1 . 9 6 ,  p j / p 2 =  0 . 6 ,  R\/R2 =  1 . 5 .  С п л о ш н а я  к р и в а я  с о о т в е т с т в у е т  п а р а м е т р а м  

е 2/ е г  =  0 .  е 2 / £ |  =  8 . 5 ;  ш т р и х о в а я  к р и в а я  п о л у ч е н а  д л я  82/ е ( .  =  7 3 0 ,  £ 2/81 =  8 . 5 .

v,/v2 = 0.9, р,/р2 = 0.6 при R\/R2 = 1.5. Штриховая 
кривая получена без учета пьезоэффекта, тогда 
как сплошные кривые / (£?/£,. = 730, £2/£[ = 0 -  ци­
линдр с внешней металлизированной поверхнос-

Рис. 4. Т р а е к т о р и и  т о ч е к  н и з к о ч а с т о т н ы х  п а р ц и а л ь ­

н ы х  р е з о н а н с о в  ц и л и н д р и ч е с к о г о  п ь е з о э л е к т р и ч е с ­

к о г о  с л о я  с  п а р а м е т р а м и  Ж2 =  0 . 5 ,  Ж.~± = 0 ,  е 2/ е ,  =  8 . 5 ,  

£ г / 6 < - =  7 3 0  в  п л о с к о с т и  с п е к т р а л ь н ы х  п е р е м е н н ы х  ^ 2 ,  

Л ^2 Д л я  н о м е р о в п =  / , 2 , , . . . .  5 ,  о б о з н а ч а ю щ и х  к р и в ы е .  

Ш т р и х о в ы е  л и н и и  д л я  п  =  / ,  2 ,  . . . ,  4  с о о т в е т с т в у ю т

с л у ч а ю  Ж = 0 ,  Ж~± =  0 .

тью) и 2 (£2/£г = 730, £2/£, = 8.5; неметаллизирован- 
ный цилиндр) рассчитывались для Ж2 = 0.5, что 
соответствует пьезокерамике PZT-4 с аксиальной 
поляризацией [1]. Хорошо видно, что в спект­
ральном интервале < 30 пьезоэффект усилива­
ет отклонения величины а  от почти монотонного 
нарастания с ростом свойственного рассеянию 
поперечной волны полостью без цилиндра, при­
чем степень этого влияния пьезоэффекта опреде­
ляется величиной 3£2(1 + £2/е,)_|.

В данном случае полый пьезоэлектрический 
цилиндр представляет собой антиволноводный 
цилиндрический слой. Поэтому локальные мак­
симумы зависимости проявляющиеся как
результат переотражения волн на его границах, 
заметны только при низших формах колебания 
слоя и лежат в низкочастотной области < 6.5. 
Здесь прослеживается явная аналогия с результа­
тами работы [ 16], показавшей, что при возбужде­
нии поперечных нормальных волн в цилиндре со 
слоем линейным гармоническим источником 
имеет место подавление амплитуд всех нормаль­
ных волн с ростом частоты, если слой обладает 
большей жесткостью. Наш случай отличается 
только тем, что источник возбуждения волн в 
слое находится не во внутренней, как в 116], а во 
внешней области (удален в бесконечность) и слой 
нанесен не на выпуклую, а на вогнутую цилинд­
рическую поверхность.

Следуя предложенному в [13] методу анализа 
тонкой структуры спектра полного сечения рас­
сеяния, сопоставим положение локальных макси- 
мумов/минимумов кривых рис. 2 с парциальными 
резонансами пьезоэлектрического слоя, опреде-
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ляемыми в силу реактивного характера импедан­
са (16) нулями этой величины. На рис. 4 показаны 
траектории первых корней уравнения Z„ = 0 для 
номеров п = 1,2, ..., 5 в плоскости спектральных 
переменных £2, Д 2̂ = 2̂ “  полученные методом 
половинного деления с точностью не ниже 10“12 
для Ж2 = 0.5, £2/£, = 8.5, £/£(. = 730. Оговоримся, что 
при этом в (16) отношение R{/R2 должно быть за­
менено на £2/г|. Штриховые линии соответствуют 
результатам расчета в отсутствие пьезоэффекта. 
При заданном отношении радиусов RJR2 положе­
ния парциальных резонансов слоя определятся 
точками пересечения указанных траекторий пря­
мой ^ 2  = A£>2̂ i/(^] -  # 2)> которая на рис. 4 дана для 
R\/R2 = 1.5. Определяя из рис. 4 резонансные зна­
чения 2̂ и пересчитывая затем по формуле = 
= £>2 v2/v b нетрудно показать, что спроецирован­
ные на ось t,, парциальные резонансы слоя ^\П)
приходятся (см. показанный на рис. 5 в увеличен­
ном масштабе участок кривой 2 рис. 2) на точки 
локальных минимумов зависимости о({;,). Из срав­
нения сплошных и штриховых кривых рис. 4 так­
же видно, что пьезоэффект способствует некото­
рому понижению частот парциальных резонан­
сов. Соответственно максимумы кривой 2 рис. 2 
сдвинуты относительно максимумов штриховой 
кривой в область более низких частот. Еще за­
метнее это для кривой I  в связи с тем, что здесь 
влияние пьезоэффекта, выражаемое отношением 
Ж2( 1 + £2/£|)“1, возрастает из-за металлизации внеш­
ней границы слоя (переход к этому случаю дости­
гается в пределе £2/£, — - 0) почти на порядок.

Обратимся к рис. 3, на котором зависимости 
а(Е,,) представлены для полого с /?,//?2 = 1.5 цилин­
дра из пьезокерамики PZT-4 в рутиле. По имею­
щимся литературным данным [1, 17] указанная па­
ра материалов характеризуется таким же набором 
параметров, что и в случае для рис. 2, но теперь 
v , / v 2  = 1.96 и пьезоэлектрический слой является 
более мягким материалом. Штриховая кривая со­
ответствует на рис. 3 неметаллизированному слою 
и практически совпадает с ходом зависимости 
а(^,) при отсутствии пьезоэффекта. Причину это­
го совпадения можно связать с тем, что в данном 
случае степень проявления пьезоэффекта харак­
теризуется преимущественно величиной 9£2(1 + 
+ £2/£(.)-1, весьма малой из-за условия £2/£с. >  1 
(подразумевается, что в полости при г < R2 имеем 
вакуум). Влияние пьезоэффекта будет, однако, за­
метным (см. сплошную кривую на рис. 3), если пье­
зоэлектрический цилиндр металлизировать по 
внутренней цилиндрической поверхности, что до­
стигается в (15), (16) формальным переходом к 
пределу £2/£г — 0.

В отличие от кривых рис. 2 видно, что благода­
ря интерференции волн, в данном случае эффек-

ст/4Я,

Рис. 5 .  Н и з к о ч а с т о т н ы й  у ч а с т о к  к р и в о й  2  р и с .  2  в  у в е ­
л и ч е н н о м  м а с ш т а б е .

тивно переотражаемых от границ слоя, проявля­
ется хорошо выраженная во всем интервале час­
тот тонкая структура спектра полного сечения 
рассеяния, имеющая вид регулярных острых пи­
ков (например пики 1, II) на фоне постепенно спа­
дающих с ростом крупномасштабных осцилля­
ций величины а  относительно геометрооптичес­
кого предела. Закономерности формирования 
тонкой структуры при этом полностью аналогич­
ны описанным в работе 113]. В частности, повто­
ряя основанную на использовании рис. 4 графиче­
скую процедуру определения резонансных значе­
ний можно показать, что пики I, II, ... тонкой 
структуры точно (в пределах графической по­
грешности) соответствуют парциальным резо­
нансам слоя номеров п = 4, 5, ..., отмеченных на 
рис. 4 для случая штриховой кривой рис. 3 точка­
ми I, II ... Как и на рис. 2, под влиянием пьезоэф­
фекта прослеживается тенденция смещения пи­
ков тонкой структуры, а также всей кривой а(£,,) 
в целом, в сторону низких частот. При этом пье­
зоэффект делает пики тонкой структуры более 
узкими.

Вышеописанные особенности спектрального 
поведения полного сечения рассеяния не претер­
певают качественных изменений, если вместо 
пьезоэлектрического цилиндра класса 6mm(4mm, 
°°m) рассматривать пьезоэлектрический цилиндр 
класса 622(422, <*>2). В заключение добавим, что 
на низких частотах ^  1 пьезоэффект приводит 
во всех рассмотренных случаях к увеличению 
полного сечения рассеяния. Данный результат со­
гласуется с выводом работы [18] о повышении 
рассеивающей способности полости в пьезоэлек­
трике в случае низких частот за счет затрат энер­
гии на возбуждение приграничных сопутствую­
щих электрических колебаний. С ростом частоты 
происходит “закорачивание” электростатических 
полей рассеяния, проявляющихся в виде мульти­
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польных приграничных электрических колеба­
ний и указанный механизм затрат энергии пере­
стает доминировать. В итоге изменение о  под 
влиянием пьезоэффекта предстает на умеренных 
и высоких частотах как результат модифициро­
вания резонансных условий рассеяния.
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Spectral Features of Transverse W ave Scattering 
from a Hollow Piezoelectric Cylinder in an Isotropic Medium

N. S.Shevyakhov

The boundary problem on the scattering of a plane monochromatic transverse wave by a piezoelectric cylinder 
of class 6(4,oo) in an isotropic solid is solved by using the quasistatic approach for calculating the fields of ac­
companying near-boundary electric oscillations. Spectral dependences of the total scattering cross-section are 
studied for transverse waves scattered by hollow piezoelectric cylinders of classes 6mm(4mm,°°m) and 
622(422,°°2). The influence of the piezoelectric effect of the cylinder material on the scattering of transverse 
waves is estimated in the low and medium frequency range.
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