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В работе с использованием теоремы Эфроса об обобщ енной свертке получено новое аналитичес­
кое представление функции Грина акустического импульса, распространяющегося в среде с двумя 
релаксационными процессами. Это представление включает три части, которые описывают соот­
ветственно акустический предвестник, а также высокочастотную и низкочастотную составляющие 
тела импульса. Высокочастотная часть тела импульса может быть записана в инвариантной форме, 
справедливой для лю бого спектра времен релаксации (СВР). Низкочастотная часть тела импульса 
имеет значительно более сложную зависимость от параметров СВР. В работе выполнен анализ 
этой зависимости и получены аналитические выражения для ее  расчета. Справедливость этих вы­
ражений подтверждена путем их сравнения с результатами прямого численного расчета.

В настоящее время методы импульсной акусто­
диагностики релаксационных сред достаточно по­
дробно разработаны теоретически [1-3]. Эти ме­
тоды опираются как на асимптотические исследо­
вания распространения импульсов [4, 5], так и на 
анализ известных точных решений [6-10]. Круг 
последних весьма ограничен и сводится по сущест­
ву к двум точным решениям: для единственного 
релаксационного процесса [6-9] и для непрерыв­
ного спектра релаксационных процессов, распре­
деленных по закону 1/т [10]. Другие известные 
точные решения для сред Максвелла [11] и Фойг- 
та [12, 13] соответствуют предельным случаям 
среды с одним релаксационным процессом.

Наличие всего двух точных решений ограни­
чивает понимание того, как функционально свя­
заны параметры распределенного спектра вре­
мен релаксации (СВР) с особенностями динамики 
импульса. Выявление такой связи -  ключевой во­
прос для импульсной акустодиагностики сред, а 
также для построения приближенных решений 
при произвольном СВР. Поэтому поиск новых 
точных решений для сред с распределенным СВР 
представляется актуальной задачей.

Наиболее простой случай распределенного 
СВР соответствует модели с двумя релаксацион­
ными процессами. Поэтому вполне естественным 
представляется желание понять, каким будет ана­
литическое решение задачи для двух релаксаци­
онных процессов и комбинацией каких парамет­
ров оно будет определяться. Однако до настояще­

го времени подходы к построению аналитических 
решений такой задачи отсутствовали.

В настоящей работе будет получено точное 
решение для среды с двумя релаксационными 
процессами в случае малой дисперсии фазовой 
скорости и проведен анализ этого решения, де­
монстрирующий зависимость профиля акустиче­
ского импульса от соотношения между времена­
ми релаксации и мощностью релаксационных 
процессов.

Как известно [1-5], функция Грина (фундамен­
тальное решение) для плоской волны, распрост­
раняющейся по релаксационной среде в одном 
направлении, например вправо, дается интегра­
лом Меллина

Ш , х )  = 2 } t f j d p e

p t - x K ( p )
, у =  Н °°, +г°°), (1 )

где волновое число определяется выражением

?<«> = с-
1_ А г g(^)

(t)J р + 1/т
0

d x (2)

Здесь через А обозначена дисперсия фазовой ско­
рости: А = ( c t  -  Co)/ci, где с*0 и -  предельные 
значения фазовой скорости на низких и высоких
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частотах > с0, а через g(x) обозначен нормиро­
ванный спектр времен релаксации.

# (т )> 0 ; Jdxg(x) = 1 ;  <т> = p x g (x )x
О о

и предполагается, что при больших и малых вре­
менах релаксации спектр #(т) достаточно быстро 
стремится к нулю.

В случае двух релаксационных процессов с ве­
сами g\ и g2  нормированный СВР может быть за­
писан в виде

g l8 (T -T 1) + g25 (T -T 2) 
g i +g l

Для СВР (3), соответствующего двум релакса­
ционным процессам, выражение (6) приводится к 
виду

х  

У

Р + ^ ' х  2'/<т~')
2  ,  - 1  - К  - 1  - 1  '

р  +  ( Х ,  + Т 2 ) р  +  т, х2
х ехр Р (т-‘)

Представив далее подынтегральную экспоненту 
как сложную функцию

ехр{р(т"'>/(<7(р))},

Соответственно моменты СВР могут быть запи­
саны в виде

+#2^2
£l+#2

Поскольку дисперсия А связана с отношением 
теплоемкостей при постоянном объеме Cv и дав­
лении СР(А = 1 -  Cv/Cp), то ясно, что для сколь-ни­
будь сложно устроенных сред условие А 1 вы­
полняется с хорошей точностью и не является су­
щественным ограничением. Разлагая волновое 
число (2) по малому параметру А 1

*(„>  = £ 1 + g(r)
2 <х) J р + 1 /т

О
J clx

и вводя обозначения (  = г -  х / с (3 = Ax/(2 cJX)), 
функцию Грина (1) можно записать в виде

где

f {q )  = Uq, q(p) =
р 2 +  ( X ] '  +  Х~2 ' ) р  +  X ] ' T l '

р  + т; ' т2'/< т~'>

и воспользовавшись теоремой Эфроса об обоб­
щенной свертке [14], можно получить следующее 
интегральное представление:

/( / ,* )  = *-pJd 5 F (k P )G (f\$ ) . (8)
О

где через функции F(^, [3) и Q(t\ t)  обозначены ла­
пласовские интегралы

F &  Р) =

В случае дискретного СВР

$ 0 0  =
i

интеграл (6) приводится к виду

-р gj
Р + 1/т,

Интегралы этого типа могут быть представлены 
в виде последовательных сверток решений, соот­
ветствующих средам с различными единственны­
ми временами релаксации. Применительно к спе­
ктру (3) такой подход реализован в Приложении. 
Однако нам будет удобнее воспользоваться дру­
гим подходом.

^ =Ы Л р ^ х

х  ехр^
р 2 + {Х\' + Х2 )р + х'х~2 Л 

р  + х]'х~2 / (х"')

(10)

Отметим, что подынтегральное выражение в (10) 
аналитично в правой полуплоскости вплоть до 
первой особенности, обусловленной нулем знаме­
нателя. Поэтому контур интегрирования можно 
сдвинуть до этой особенности, не меняя значения 
интеграла. Далее, после соответствующей заме­
ны переменных и деления многочленов, подынте­
гральное выражение в (10) приводится к виду (9), 
но с противоположным знаком в экспоненте. Ис­
пользуя известные результаты по преобразова­
нию Лапласа [14-16], из (9), (10) получим
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<2(1'Д) = exp
х,т2/<х_ )Г Г Т й-У

8хо 8т

х (12)

x j h
А/ Т] т2 /

где через Jn(z) и /„(г) обозначены функции Бессе­
ля действительного и мнимого аргументов, S(z) и 
0(z) -  соответственно дельта-функция и единич­
ная функция Хевисайда и введены обозначения

8т, = 1 - т 7 ‘/<т_1>, 8т2 = (13)

Используя выражение (4) для (т~!), нетрудно по­
казать, что если одна из величин 8т, или 8т2 боль­
ше нуля, то другая обязательно меньше. Произве­
дение этих величин можно представить в виде

8т|8т2 —
/ -1 - к 2
( И - ^ 2 )  8 l 8 l

( т -1) 2 ( * , + * 2)2’
(14)

Вследствие отрицательности этого произведения 
аргумент у функции Бесселя в выражении (12) 
становится чисто мнимым, и ее следует заменить 
на модифицированную функцию Бесселя.

Подставляя соотношения (11) и (12) в (8), полу­
чим окончательное выражение для функции Гри­
на импульса, распространяющегося в среде с дву­
мя релаксационными механизмами:

I( t ,x)  = l J t , x )  + rh( t,x )  + f h( t ,x ), (15)

где

I J t ,  х) = (16)

rh(t,x )  = <fpexp t'
XiX2<X~'>

-<■ (...) X

- К ч  1/2

X /,(2Vp<x-V’)0(O,
(17)

x) = e-pexp-
x,x2<x"'>. №

0 (18)

x l ^ r ^ 1- 1 ) 1/2/ i (2V p <x- ,)^ ) / , (2^ (/ ' - 0 |- |) ’

Для сокращения записи в этих выражениях введе­
ны обозначения

8т ,8т2
т2 т, (19)

Выражение (15) содержит три слагаемых: пер­
вое (16), с сингулярностью дельта-функции, соот­

ветствует акустическому предвестнику, определя­
емому вкладом предельно высоких частот, и в силу 
этого экспоненциально затухающему с пройден­
ным расстоянием. Два оставшихся слагаемых -  ин­
тегральное (18) и неинтегральное (17) -  описыва­
ют тело импульса. При этом из вывода выражения 
(15) следует, что неинтегральное слагаемое (17) 
также определяется вкладом высоких частот, но 
содержит более слабую по сравнению с дельта- 
сингулярностью предвестника особенность -  раз­
рыв. В интегральном слагаемом (18) вклад пре­
дельно высоких частот отсутствует, и оно не со­
держит соответствующих им особенностей.

На рис. 1а показаны временные профили тела 
импульса на различных безразмерных расстоя­
ниях р, рассчитанные на основе точных выраже­
ний (17), (18). Отметим, что расчеты интеграла в 
(18) не представляют значительных трудностей 
ввиду монотонного изменения подынтегральных 
функций. Параметры СВР при расчетах выбра- 
ны следующими: g,/(g[ + g2) = 0.3, g2 /(gx + g2) = 0.7, 
т2/т, = 2. Обратим внимание, что все выражения в 
(17)—(19) симметричны относительно обоих релак­
сационных процессов. На рис. 1 б и рис. 1 в в том же 
масштабе отдельно построены графики соответ­
ственно неинтегральной (17) и интегральной час­
тей (18), из которых складывается тело импульса. 
Из приведенных графиков видно, что на неболь­
ших расстояниях профиль тела импульса форми­
руется в основном неинтегральным слагаемым 
(17) (рис. 16), амплитуда которого экспоненциаль­
но затухает с пройденным расстоянием, а профиль 
из первоначально экспоненциального постепенно 
трансформируется в гауссов. Одновременно с та­
кой трансформацией неинтегрального слагаемого 
динамика интегрального слагаемого (18) (рис. 1в) 
характеризуется сначала постепенным ростом его 
амплитуды, а начиная с определенного момента -  
ее убыванием по степенному закону -  обратно 
пропорционально корню из пройденного расстоя­
ния. Такое поведение иллюстрирует рис. 2, на ко­
тором в логарифмическом масштабе построена 
зависимость амплитуды тела импульса от безраз­
мерного расстояния J5. При этом в силу более мед­
ленного затухания интегрального слагаемого его 
вклад оказывается преобладающим на больших 
пройденных расстояниях.

Остальная часть статьи посвящена анализу не­
интегрального (17) и интегрального (18) слагае­
мых. Прежде всего нетрудно видеть, что в случае 
релаксационных процессов с одинаковыми вре­
менами релаксации т, = х2 = 1  имеем (т~]) = 1/т, 
8т, = 8т2 = 0, так что интегральное слагаемое за- 
нуляется, а оставшиеся слагаемые (16), (17) пол­
ностью совпадают с выражением для одного ре­
лаксационного процесса [7—9]

/(/, х) = *-р[ 8 ( 0  + е - ^
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Рис. 1. Временные профили а -  тела импульса /(/, х )\ б -  его высокочастотной f h (/, х ) и в  -  низкочастотной (г, л)
составляющих в среде с двумя релаксационными процессами на различных безразмерных расстояниях Р = 1, 3, 6, 10, 
15, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80 при следующих параметрах СВР: t2/Xi = 2.0, g 2/S i  = 3/7.

Используя явные выражения (13) для 5т, и 5т2, 
можно получить следующие соотношения:

1
( ) = ^ —

<т-‘> т ,т2<т-'>
(21)

= _ L _  Г
(x,t2)2L<

<т)
-1

О  <т >
(22)

В результате неинтегральное слагаемое (17), опи­
сывающее высокочастотную часть тела импуль­

са, может быть представлено в виде

Гь(1 , х )  = е_рехр - t
, (т~2) К * ' ) ' 1*

t '
X

(23)

x /,(2 V p < x -V )0 (O .

Форма записи (23) может рассматриваться как ин­
вариантная при любом виде СВР, а не только для 
случая двух релаксационных процессов. Действи­
тельно, это выражение описывает все особеннос-
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max//,

Рис. 2. Зависимость амплитуды тела импульса от без­
размерного расстояния р. Штриховая линия с танген­
сом угла наклона - 1/2 соответствует асимптотическо­
му закону затухания амплитуды на больших расстоя­
ниях.

ти прифронтовой асимптотики тела импульса, ко­
торые могут быть получены непосредственно из 
высокочастотного разложения функции Грина (1) 
для произвольного СВР [1]:

/(г,*) = <Гр[6(0 + Р<т-'> +

+ г'р(р<х-1>2/2-<х-2»]в(0.

На больших расстояниях и временах Р<т~1)/' >  1 по­
ведение выражения (23) определяется асимптоти­
кой модифицированной функции Бесселя In(z) ~
* (2nz)~l/2e:. В этом случае максимум выражения 
(23) соответствует максимуму суммарного пока­
зателя экспоненты и определяется выражением

В самом максимуме при f  = выражение (23) 
принимает значение

Г ь О '  =  Сах> х )  =
2л/'

1/2

max

х ехр<̂  ~Р 1 - <оГ
(25)

и, поскольку имеет место соотношение
-1

g\gi1 (X-1)2 = (T T '- t j1)2
(X-2) <х-2> (gl + g 2 ) 2

> 0 ,

при различных временах релаксации т, * т2 это 
слагаемое экспоненциально затухает с пройден 
ным расстоянием.

Рассмотрим теперь интегральное слагаемо
(18), поделив переменную интегрирования на

X) = е ехр<
х,х2<х~)J

. Ч ' Ч - )

о
X

х | ^ ^ |. . . |] 1/2/ ,(2 7 р / '<х- Ч ) х

X /,(2 / 'Д (1

(26;

На малых временах /' 1/(...), /' 1/VjTTTj можн»
разложить экспоненту и последнюю функци: 
Бесселя в подынтегральном выражении в (22), 
удерживая только первые члены этого разложе­
ния. В результате оставшийся интеграл вычисля­
ется [17], и выражение (26) может быть записан* 
в виде

f h{t,x)  = exp- - Р -
/'

Х|Х2<Х"')
-2г'| —  | х

(27;

х/2(2л/р/’<х“1)).
Как видно из этого выражения, в непосредствен­
ной окрестности фронта оно имеет вид

/£(/,*) = 8/'V V > | . . . | ,  (28:
т.е. содержит член более высокого порядка мало­
сти по /' по сравнению с разложением (24).

На больших временах /' >  l/VjTTTj и расстояни­
ях Р(т-1)/' >  1 оценку интеграла (26) формально 
можно получить методом перевала, воспользовав­
шись асимптотиками модифицированных функ­
ций Бесселя. Для этого интеграл в (26) удобно пе­
реписать в виде . ]

J ^ F (£ )e x p { - / 'ТТЛ ■$(£)}, (29:
о

где

а д  = 2 Д о а д - ^ - ^ Ц  + 2 е 4 ;
VI • • •!

(30)

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 45 № 6 1999



РА СП РО СТРА Н ЕН И Е А К У СТИ ЧЕСК О ГО  ИМ ПУЛЬСА 8 4 9

здесь через 8 обозначен параметр

а/ t  . . .
(31)

Перевальная точка xs определяется из уравнения 
5'(^ = xs) = 0, которое записывается в виде

1 ~ X S  X s  \  ( . . . )  =

W A /1 - V  7 П  J x s'

В общем случае, если параметр е не является ма­
лым, уравнение (32) сводится к алгебраическому 
уравнению четвертого порядка, аналитическое 
определение корней которого представляет оп­
ределенные трудности. Однако численный ана­
лиз показывает (см. рис. 3), что зависимость пере­
вальной точки от параметра 8 представляет собой 
монотонно возрастающую функцию на интерва­
ле (х0, 1), когда 8 меняется в пределах от 0 до <*>. 
Здесь х0  определяется выражением

Тогда в соответствии с (31) решение уравнения 
(33) будет монотонно убывающей функцией i  на 
том же интервале. Учитывая далее, что правая 
часть уравнения (32) слабо зависит от значения 
перевальной точки х5, это уравнение можно пере­
писать в виде

который очень удобен для определения значения 
перевальной точки методом итераций. В частнос­
ти, при малых 8 1 имеем разложение

= х 0  + гх X -  2дг0( 1 -  х())3/2

а при больших 8 >  1 асимптотика перевальной 
точки имеет вид

Две первые итерации соотношения (34) приводят 
к аппроксимации перевальной точки, которая 
оказывается довольно близкой к ее точному зна­
чению.

В соответствии с найденным выражением для 
перевальной точки интеграл (29) оценивается 
следующим образом:

П х 5)
2 к

ехр{-г'7 |...|5(х?)}. (35)

На рис. 4 для сравнения приведены профили 
интегрального слагаемого, рассчитанные как по

x s

8

Рис. 3. Зависимость перевальной точки x s  от безраз­
мерного параметра е для т9/т, = 1.01, 1.1, 1.5, 2.0, 3.0, 
5.0,10.0,100 (£2/Si =3/7).

асимптотической оценке (35) с использованием 
точно численно определенной перевальной точ­
ки (штриховая линия), так и при точном расче­
те интеграла (26) (сплошная линия). Из приведен­
ных графиков следует адекватность асимптота-

/ й
точном определении перевальной точки. Однако 
если пользоваться приближенным значением пе­
ревальной точки после двух итераций, то этого 
оказывается недостаточно для адекватного опи­
сания интегрального слагаемого, так как это при­
водит к экспоненциальному росту на больших 
временах.

Таким образом, отсутствие точного аналити­
ческого выражения для перевальной точки не 
позволяет далеко продвинуться в анализе поведе­
ния интегрального слагаемого при различных со­
отношениях параметров СВР.

С целью получения более удобного для анали­
за выражения воспользуемся следующим при­
емом. На больших расстояниях р >  1, вдали от 
фронта (Р(т“'У  1), первая из функций Бесселя в
(26) будет давать основной вклад в интеграл вбли­
зи окрестности перевальной точки, поэтому ее 
аргумент можно разложить в этой окрестности и 
далее воспользоваться ее асимптотическим пред-
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/*°

Р и с . 4 . Профили интегрального слагаемого, рассчитанные по асимптотической оценке (35) с использованием как точ­
но численно определенной перевальной точки x s  (штриховая линия), так и при точном расчете интеграла (26) (сплош­
ная линия). Параметры СВР тс же, что на рис. 1.

ставлением. В результате выражение (26) может 
быть трансформировано к виду

= е Рехр
Т|Т2<Т>-1 > v m x )

-1 х

х
4 п

1

exp{7p? '<x 'V s}J х
0J 1 -  ь

(36)

х е х р | ч г ' ( . . . ) Н р ^

Поскольку основной вклад в интеграл вносит ок­
рестность перевальной точки, то и предэкспонен- 
циальный множитель следует разложить при зна­
чении xs. Однако с той же точностью нам удобнее
сделать замену \[xs — ► - В этом случае оста­
ющийся интеграл может быть вычислен точно, 
если воспользоваться формулой из [17]:

а

I
0

dx
Jx(a  -  х)

е pxI \ ( J x ( a - x ) )  = - е ' " '  х2 е-Ра/2 
а

(37)

Х ^0, 1/2̂ 2 [^ Р " + 1 U 2^[Jp2 + 1 - p ] j -

Здесь через М0 ,/2(z) обозначена гипергеометри­
ческая функция Уиттекера, связанная с вырож­
денной гипергеометрической функцией соотно­
шением [18]

-z/2
м о, 1 / 2 U )  =  z e  ^ xF x { \ 9 2 9 z )  =

z/2 -z/2
(38)

= e - e = 2sh(z/2).

Подставляя соотношения (37) и (38) в (36), выра­
жение для интегрального слагаемого (36) можно 
представить в виде

УР*' <х~')f e 0 = / / ^ £ 1 0 e x p j - p - ('< £ i  +К <Х"1)

+ 7р?чх-’> *s +
1 •expi-^

К

'Р < 0
\

- ( . . . ) X

X ch< ^ х - 1)
f x . + 4|

/

(39)

с Ы 1-
f

\ t'x, - ( . . . )
/

Рассмотрим теперь, насколько адекватным 
является аналитическое выражение (39) при 
описании интегрального слагаемого. На рис. 5 
для сравнения приведены профили интегрально­
го слагаемого, рассчитанные, согласно соотно­
шению (39), при точном определении переваль­
ной точки (штриховая линия) и полученные пу­
тем точного численного расчета интеграла (26) 
(сплошная линия). Случаи (а) и (б) различаются 
соотношением времен релаксации х2 /т1 = 1.5; 7.0 
соответственно. Приведенные графики свиде­
тельствуют о хорошем соответствии аналитиче­
ского выражения (39) точному решению. Одна­
ко существенным недостатком выражения (39)
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/,?
0 .0 4  и

0.02-

0 .0 8 -

Рис. 5. То же, что на рис. 4, для следующих отношений времен релаксации т2/тр а) 1.5; б) 7.0 (#2/«?i = 3/7). Сплошная 
линия соответствует точному расчету по (26), штриховая линия -  расчет по соотношению (39).

является его чувствительная зависимость от зна­
чения перевальной точки. Даже небольшие не­
точности в ее определении приводят к экспонен­
циально большим ошибкам на больших прой­
денных расстояниях.

В этой связи следует отметить, что степенной 
закон затухания тела импульса на больших рас­
стояниях р 1 предсказывает и непосредственно 
асимптотическая оценка исходного интеграла (6) 
методом перевала [4, 5). При этом асимптотичес­
кая форма импульса в окрестности его максиму­
ма описывается выражением

г0П( 1 , х )  = ехр- (/' -  Р<т>) 
4(3 (х2)

(40)

т.е. определяется вторым моментом СВР. 
На рис. 6 показано, как соотносится асимптотика 
(40) с точным расчетом интегрального слагаемо­
го (26) для случая т2/т, = 2.0. Видно, что на участ­
ке степенного затухания импульса асимптотика 
(40) хорошо описывает интегральное слагаемое. 
Поэтому основной вопрос, который необходимо 
решить при дальнейшем анализе, заключается в

том, каким образом асимптотика (40) может 
быть получена из точного выражения (18) или 
асимптотики (39). Попытки ответа на этот во­
прос сталкиваются с той сложностью, что из-за 
отсутствия точного аналитического выражения 
для перевальной точки различные слагаемые в 
показателе экспонент в (39) сокращаются не 
полностью, что в итоге и приводит к экспоненци­
ально большим отличиям от точного решения на 
больших расстояниях. Чтобы преодолеть ука­
занную трудность, поступим следующим обра­
зом. На больших расстояниях и временах выра­
жения (39) и (40) дают асимптотически близкие 
результаты. Поэтому, выделяя из выражения
(39) ее асимптотику больших расстояний и вре­
мен и заменяя эту асимптотику ей эквивалентной
(40) , можно (39) переписать в виде

й х ,  0  = Г т у 7
Vh ( x-> '

2 Щ Щ
/<т> X

21 (41)

х ехр \щ г ,  (3),
4|3(х2> J
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Рис. 6. Сравнение асимптотики (40) (штриховая линия) с точным расчетом низкочастотной части тела импульса по (26) 
(сплошная линия) на безразмерных расстояниях р = 3 ,6, 10, 15, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80. Параметры СВР те же, что на 
рис. 1.

где через H(t\ (3) обозначена функция

# (/ ', (3) = ехр г'
2

'P i l l )
t'xs

\
+ 4 |.. х

У

X ch< d

ь

г
fP ( Q

t'x. (•••) + 4|.. (42)

При записи предэкспоненциального множителя в 
(41) было учтено, что асимптотика (40) справед­
лива в окрестности максимума t' = (3(т) и, следова­
тельно, можно эквивалентно заменять t' на Р(т) и 
наоборот. Поэтому предэкспоненциальный мно­
житель в (42) записан так, чтобы сохранить функ­
циональную зависимость (39). Сравнение выра­
жения (41) с точным решением показало, что оно 
достаточно хорошо воспроизводит поведение те­
ла импульса в окрестности максимума, но при 
удалении от этого максимума в сторону малых 
времен точное решение стремится к нулю быст­
рее. Это означает, что в знаменателе показателя

экспоненты асимптотики (40) также можно экви­
валентно заменять (  на р(т) и наоборот. Анализ 
такой возможности показал, что наилучшее сов­
падение между точным решением и выражением 
(41) достигается в случае, когда в показателе экс­
поненты производится следующая замена знаме­
нателя:

4р(т2) —► (2?)т(? + р(т»7/8(т2).
После указанной замены поведение тела импуль­
са на больших и малых временах, рассчитанное 
по соотношению (41), практически совпадает с 
аналогичным поведением точного решения. Не­
которое различие остается только в амплитуде 
максимума тела импульса на малых расстояниях, 
где выражение (41) дает несколько завышенные 
значения по сравнению с точным решением. 
Сравнение выражения (41) на малых расстояниях 
Р 1 с разложением (28) показывает, что зависи­
мость от Р в (41) оказывается более слабой (~р|/4), 
чем линейная в (28). Чтобы скорректировать ука­
занную особенность, в выражение (41) был вве­
ден дополнительный множитель, который имеет 
необходимую степень роста р3/4 при малых р 1 
и выходит на единицу при р 1:

(  Р Y 4

Ч1 + 0"Н
где параметр п = 3/4 был выбран при минимизации 
отклонения амплитуды максимумов, рассчитан­
ных на основе выражения (41) и точного решения.
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Рис. 7. Профили интегрального слагаемого при соотношениях между временами релаксационных процессов T2/Tj: а) 
1.1; б) 3.0; в) 7.0 (g2/gi = 3.7). Сплошная линия соответствует точному расчету по (26); штриховая линия -  расчет по 
аналитическому соотношению (43).

Таким образом, с учетом сделанных выше 
корректировок аналитическое выражение для 
тела импульса может быть записано в виде

4 < * ,о =  х

х  exp

я (т 2) V<T) 

(?'-P<T>)

( 2 о ' > ' + Р < т > г < т г
7/8 , _2̂

(43)

H(t\ Р).

Важно отметить, что хотя в (43) формально 
осталась зависимость от перевальной точки че­
рез (42), однако теперь она входит лишь в такой 
комбинации, которая на больших временах и рас­
стояниях не зависит от значения перевальной 
точки, что позволяет исключить эту зависимость, 
заменив перевальную точку единицей.

На рис. 7а-7в для сравнения с точным решени­
ем (сплошная линия) приведены графики тела 
импульса, рассчитанные по аналитическому вы-
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ражению (43) (штриховая линия), для различных 
соотношений между временами релаксационных 
процессов: т2/т, = 1.1; 3.0; 7.0 (g} = 0.3, g2 = 0.7). 
Приведенные графики свидетельствуют о доста­
точно хорошем воспроизведении особенностей 
тела импульса аналитическим выражением (43) в 
широкой области изменения параметров СВР.

Полученное аналитическое выражение для 
тела импульса (43) позволяет получить оценку 
расстояний, на которых амплитуда тела импуль­
са достигает своего максимума, а дальше убыва­
ет степенным образом. Записав разность гипер­
болических косинусов в (42) в виде произведения 
гиперболических синусов от полусуммы и полу- 
разности их аргументов, нетрудно видеть, что 
выход на асимптотику функции /7(/', (3) в (42) на­
чинается, когда полуразность аргументов гипер­
болических косинусов становится порядка еди­
ницы. Это условие после небольших преобразо­
ваний может быть приведено к виду

... 1 = Vp W ) . (44)
С учетом того что в максимуме тела импульса 
выполняется условие (  -  (3(т), соотношение (44) 
сводится к квадратному уравнению для Поло­
жительный корень этого уравнения и определяет 
характерный масштаб расстояний (3*, где интег­
ральное слагаемое достигает своего максимума:

Р* -
1

2<т>|...
( ( . . . ) -  V (т-1) /< т » ’ + 4 |...

(45)

- ( ( . . . ) - V < 0 / < t>)

В случае узких т2 — *■ т, и широких т2 Tj СВР из 
(45) получаются следующие оценки:

1

<т> (^ 2 -И )
>  1 при т2 — -  т,

при т2 т,

и

Они согласуются с закономерностями поведения 
интегрального слагаемого, наблюдаемыми на 
приведенных выше рисунках. В размерных вели­
чинах приведенные оценки соответствуют рас­
стояниям

С соТ,

0*2-Т , )■
при X -  т, и

при Х 2 >  Х \

Таким образом, дисперсионная длина, на которой 
экспоненциальный режим затухания короткого

импульса сменяется степенным, в случае широких 
СВР определяется средним геометрическим вре­
мен релаксации. В случае же узких СВР, следуя 
приведенной выше оценке, на первый взгляд мо­
жет показаться, что дисперсионная длина может 
существенно превышать аналогичную величину в 
среде с единственным временем релаксации. Одна­
ко это не так, поскольку в этом случае одновремен­
но становится малым показатель экспоненци­
ального затухания неинтегрального слагаемого, а 
также амплитуда интегрального слагаемого. По­
этому суммарное поведение обоих слагаемых оп­
ределяется дисперсионной длиной L = cjz/A  для сре­
ды с единственным релаксационным процессом.

В заключение еще раз сформулируем основные 
результаты данной работы. С использованием тео­
ремы Эфроса об обобщенной свертке получено 
новое аналитическое представление функции Гри- 
на акустического импульса, распространяющегося 
в среде с двумя релаксационными процессами. Де­
тальный анализ функции Грина позволил записать 
ее высокочастотную часть в инвариантном виде, 
справедливом для произвольного СВР. В этой 
связи важно отметить, что особенности высоко­
частотной части тела импульса содержат инфор­
мацию о первых моментах СВР, которые опреде­
ляются экспериментально [1-3]. Поэтому отме­
ченный результат важен для решения обратной 
задачи импульсной акустодиагностики сред. Для 
низкочастотной составляющей тела импульса по­
лучен ряд аналитических выражений, которые 
позволяют получить ее адекватное описание в 
широком диапазоне изменения параметров СВР. 
Справедливость этих выраженрш подтверждена 
путем их сравнения с результатами прямого чис­
ленного расчета.

Полученные в работе соотношения для среды 
с двумя релаксационными процессами позволяют 
яснее понять связь между параметрами СВР и ди­
намикой профиля короткого импульса, что важ­
но для задач импульсной акустодиагностики ре­
лаксационных сред.

Работа выполнена при частичной финансовой 
поддержке МНТЦ в рамках проекта № 697.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Другой способ преобразования выражения (7) 
заключается в использовании обычной теоремы о 
свертке. Для этого запишем (7) в следующем виде:

I ( t , x )  = e'р '
2к № р е ”

X

х exp >схр-
р + ъ Р + Х2 )
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Тогда, после применения теоремы о свертке, по­
лучим, используя соотношение (9),

/ ( / ,  х )  =  е ~ ^ Ь ( ? )  +

1(2 л/р 5 ,т 7 'о е (0  +

+ g-p -m 2 № l l ( 2 j$ g 2x-2lf )Q(t')+ (П1)
А/ Г Т 2 

О

х /,(2V^̂ )/,(2VPg^VT)).
Структура выражения (П1) ясна: первое слагае­
мое с дельта-функцией описывает упругий предве­
стник; каждое из следующих двух слагаемых опи­
сывает высокочастотную часть тела импульса, 
распространяющегося в среде с одним временем 
релаксации (т, или т2), а последнее, интегральное 
слагаемое характеризует совместный низкочас­
тотный вклад обоих релаксационных процессов. 
Второе и третье слагаемые экспоненциально зату­
хают, а четвертое на больших расстояниях имеет 
ту же асимптотику, что и интегральное слагаемое 
в выражении (18). Такую картину можно просле­
дить по результатам численных расчетов. Поведе­
ние интегрального слагаемого в выражении (П1) 
подобно поведению выражения (18): на малых 
расстояниях его амплитуда возрастает, а на боль­
ших уменьшается степенным образом, при этом 
его профиль на больших расстояниях асимптоти­
чески совпадает с профилем интегрального сла­
гаемого в (15). Для неинтегральных слагаемых 
можно сделать аналогичный вывод для малых 
расстояний и времён: в этой области профиль 
суммы неинтегральных слагаемых в выражении 
(П1) совпадает с профилем неинтегрального сла­
гаемого в (15). Однако в промежуточной области 
расстояний профили как интегрального, так и не­
интегрального слагаемых в (П1) и (15) различны.

Несмотря на то что поведение слагаемых в 
(П1) во многом подобно поведению слагаемых в 
(15), выражение (15) более удобно для анализа, 
поскольку, например, высокочастотная часть мо­
жет быть записана в инвариантном виде, справед­
ливом для любого СВР. К достоинствам выраже­
ния (П 1) следует отнести то, что в него явным об­
разом, в виде неинтегральных слагаемых, входят 
главные части импульсов, распространяющихся в 
средах с соответствующими одиночными релак­
сационными процессами.
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Acoustic Pulse Propagation in a Medium  with Two Relaxation Processes.
Analysis of the Exact Solution.

V. A. Larichev and G. A. Maksimov

On the basis of the Efros theorem on the generalized convolution, a new analytical representation of the Green's 
function is obtained for an acoustic pulse propagating in a medium with two relaxation processes. This repre­
sentation contains three parts which describe, respectively, the acoustic precursor and high and low-frequency 
components of the pulse body. The high-frequency part of the pulse body may be written in the invariant form 
which is valid for any relaxation time spectrum (RTS). The low-frequency part of the pulse body has signifi­
cantly more complicated dependence on the parameters RTS. In this paper, this dependence is analyzed and 
some" analytical expressions for its calculations are obtained. The validity of these expressions is confirmed by 
comparing with the results of direct numerical calculations.
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