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Резонансный подход, ранее развитый Н. Uberall для модели жидкого слоя, лежащего на жидком по­
лупространстве, расширен для модели упругого слоя, лежащего на упругом полупространстве. С ис­
пользованием матричной техники Томсона-Хаскелла получено точное аналитическое выражение 
для комплексного коэффициента отражения. Получены характеристические уравнения и аналити­
чески найдены их корни, определяющие положения резонансов коэффициента отражения относи­
тельно продольных и поперечных волн. В резонансном подходе точное выражение для коэффици­
ента отражения заменяется приближенным выражением, описывающим поведение коэффициента 
отражения вблизи резонансов. Проведено сопоставление результатов расчета точных и прибли­
женных значений коэффициентов отражения и показано хорошее совпадение результатов вблизи 
частотных и угловых резонансов.

ВВЕДЕНИЕ
Рассчитанные коэффициенты отражения акус­

тического сигнала от слоистого морского дна об­
разуют в целом сложную структуру, состоящую из 
более или менее регулярных последовательностей 
пиков и впадин. Зависимости подобного рода 
обычно приписывают резонансным явлениям [1]. 
Резонансы коэффициентов отражения являются 
индикаторами упругих свойств материалов, таких, 
как плотность и постоянные Ламэ, которые связа­
ны с продольными и поперечными скоростями 
звука. Резонансы могут просигнализировать о лю­
бых изменениях в толще слоев и в межслойных 
контактах в многослойных структурах. Высокая 
чувствительность резонансов к параметрам взаи­
модействующих со звуком слоистых сред способ­
ствовала широкому использованию резонансов в 
науке и технике [2, 3]. Развит метод бесконтакт­
ной резонансной акустической спектроскопии 
для определения упругих свойств материалов [4]. 
В работе [5] с помощью резонансов продольных и 
поперечных волн успешно решается задача умень­
шения отклика системы упругое покрытие -  ме­
таллическая пластина. Большой интерес пред­
ставляет исследование резонансов и для описания 
эффектов влияния морского дна на распростране­
ние акустических сигналов в мелком море. Импе- 
дансная функция слоистого морского дна имеет 
ярко выраженные резонансы [6] и включает ин­
формацию о дне, которая эквивалентна той, что 
заключена в коэффициенте отражения. Поэтому 
в дальнейшем значения импедансной функции, по­
лученной из обратного преобразования Ханкеля, 
предлагается использовать как входные данные

для обратной задачи нахождения геоакустичес- 
ких параметров дна [7]. В настоящее время воз­
растает интерес к использованию резонансных 
явлений в слоистых средах непосредственно для 
реконструкции параметров дна [8]. Поэтому пред­
ставляется логичным использовать найденную из 
измерений структуру резонансов для определения 
свойств данной среды, т.е. решать соответственно 
обратную задачу в каждом конкретном случае.

До сих пор было сделано лишь несколько по­
пыток применить резонансный подход к отраже­
нию звука от дна океана для получения информа­
ции о строении и свойствах отражающей среды. 
Первыми исследованиями в этом направлении яв­
ляются работы [9-12], где рассматривается случай 
жидкого слоя и упругой пластины, помещенных в 
жидкую среду, и исследуется связь акустических 
резонансов с материальными параметрами среды 
[12, 13].

В реалистичных моделях слоистого морского 
дна кроме наличия слоев должны учитываться 
также распространяющиеся поперечные волны 
и поглощение. Введение таких усложнений при 
исследовании резонансов рассматривается в дан­
ной работе. Резонансный подход, ранее разви­
тый Н. Uberall в [10-12] для жидкой модели дна, 
был применен для упругой слоистой модели дна.

Экспериментально установленные свойства 
отраженных от слоистого дна сигналов при то­
нальном излучении подробно рассмотрены в ра­
боте [14]. Теоретическая разработка вопроса об 
отражении звука от системы плоскопараллель­
ных слоев представлена в работе [15]. Интерес к

690

mailto:fok@hydro.appl.sci-nnov.ru


О ТРА Ж ЕН И Е ПЛОСКИХ ВОЛН 691
исследованию взаимодействия звуковых волн с 
дном обусловлен как влиянием структуры дна на 
распространение акустических волн в водной 
толще, так и проблемой дистанционного опреде­
ления характеристик дна. Так, исследования вли­
яния слоистой структуры дна на распростране­
ние звука в мелком море рассматривается в рабо­
те [16]. Однако наряду с разработкой новых 
методов определения характеристик дна в мел­
ком море [17] продолжается разработка методов 
определения частотно-угловых зависимостей ко­
эффициента отражения по измерениям акусти­
ческого поля [18].

ФИЗИЧЕСКАЯ
И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

В данной работе точные выражения ком­
плексных коэффициентов отражения получены 
аналитически с помощью матричной техники Том­
сона-Хаскелла [15, 19-21]. Физическая модель 
среды, использованная для изучения частотно-уг­
ловых резонансов коэффициента отражения, со­
стоит из упругого слоя между жидким и упругим 
полупространствами. Параметры, связанные с 
жидким полупространством и упругим полупро­
странством, идентифицируются индексами 0 и °о  
соответственно: с0, р0 -  скорость звука и плот­
ность в воде; dy р, ch с, -  толщина, плотность, про­
дольная и поперечная скорости звука в осадоч­
ном слое; рте, с1оо и с1оо -  плотность, продольная и 
поперечная скорости звука полупространства. 
Эффекты поглощения учитываются путем введе­
ния комплексных скоростей продольных и попе­
речных волн. Рассматривая волны лишь верти­
кальной поляризации, вектор смещения U может 
быть записан в терминах скалярного и векторно­
го потенциалов ф и у :

на границах осадочный слой/упругое основание и 
водная толща/осадочный слой:

и х = v z0

Sdii

II

P o  =

>Я м II &х:г«” 0 = <*«•
= o 2ZOO,

Потенциалы ф и у  удовлетворяют уравнениям 
Гельмгольца:

Дф + а2ф = 0, (5)
Ду + р2у  = 0.

Записывая систему волн в водной толще, осадоч­
ном слое и в упругом полупространстве через амп­
литуды продольных и поперечных волн, распрост­
раняющихся по и против оси z и вводя векторы- 
столбцы для двух полупространств и упругого 
слоя, а также воспользовавшись граничными ус­
ловиями (4), систему алгебраических уравнений на 
границе можно представить в матричной форме

Z0 = Q~'KlsDZ„, (6)
где Q~l -  обратная матрица жидкого полупростран­
ства, K/s -  переходная матрица между жидким полу­
пространством и упругой средой, D = А1Л~ХК0 -  ма­
трица упругой слоистой среды, А -  характеристи­
ческая матрица слоя, L -  диагональная матрица 
(переменные 8 = ad  и r\ = $d связаны с частотой, 
углом падения волны и толщиной осадочного 
слоя d), К0 -  матрица упругого полупространства.

J ______ 1 _
2*а о 2со2р0
__1_____ 1
2 ,а о 2со2р0

U = grady + roty. (1)

Компоненты вектора смещения и тензора дефор­
мации в декартовой системе координат могут 
быть записаны соответственно в виде

Ux = Эф/Эх-Эу/Эг, Uz = Эф/Эг + Эу/Э*, (2)

G xz =  2 [i(d ^q > /d xd z- 32y/dz2),

o zz = -А,Э‘ф/Эд:" + (3)
+ (A. + 2р.)Э2ф/Эг2 + Э“у/Эд;Эг,

где А, и р -  константы Ламэ, связанные с продоль­
ными и поперечными скоростями звука. Компо­
ненты вектора смещения и тензора деформации, 
вовлеченные в граничные условия, непрерывны

А =

L  =

ia  - / а  
-2(1^а 2 ц ^а  
_ 2 |4 у  2 ^ 7

~Ф Ф

-2^Y  - 2 ^ Y
2 ^ Р  2 |4 P J

К о =

exp (г5) 0 0 0
0 exp(-/8 ) 0 0
0 0 exp(/t|) 0
0 0 0 exp (-/Л )

г'а~
%

i(Xoo
- Ф . ip .

-2 ц Д а .

2Ц ^7~

2 (1 ^ а с

2Ц»^7.
- 2 цД 7< 

■2цДР„ 2цД(3„

(7)
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Рис. 1. Модуль коэффициента отражения плоской волны на плоскости частота-угол скольжения.

Решение системы матричных уравнений (6) отно­
сительно коэффициента отражения V в водной 
толще может быть получено по правилу Крамера.

ТОЧНОЕ ВЫРАЖЕНИЕ 
ДЛЯ КОЭФФИЦИЕНТА ОТРАЖЕНИЯ

Точное выражение для комплексного коэф­
фициента отражения может быть записано с по­
мощью элементов матриц Q~l и D:

V =

_ 6 2 1 ( ^ 2 1 ^ 3 3  ~ £*23^3l) ~ 6 2 2 ( ^ 4 3 ^ 3 1 ~ Д и^зз) (8 ) 
6 i i( 0 2 1D33 -  D23D3l) -  6 1 2 ( ^ 4 3 ^ 3 1 ”  ^ 4 1^ 33)

Затем (8) записывается аналитически в терминах 
материальных параметров среды и переменных 5 
и Т|. Выделением в нем реальной и мнимой части 
точное выражение для коэффициента отражения 
преобразуется к более компактной форме

V = е2 - в 2 + с 2- а
Е2 + 2 ЕВ + В2 + С2 + 2CG + G2 

i(2CB + 2GE)
(9)

Е2 + 2 ЕВ + В2 + С2 + 2CG + G2*

Параметры модели дна

С/, м/с с„ м/с р, г/см3
Водная толща 1500 1.0
Осадочный слой, d = 70 см 1455 250 1.45
Упругое полупространство 1575 800 2.6

Здесь функции £ , й, С и G связаны как с матери­
альными параметрами слоистой упругой среды, 
так и с переменными 5 = ad  и ц = prf. Для оценки 
и выявления особенностей частотно-угловых за­
висимостей коэффициента отражения пользуют­
ся объемным представлением результатов, как 
это показано на рис. 1, где приведены расчеты 
модуля коэффициента отражения в широком ди­
апазоне частот и углов скольжения. Материаль­
ные параметры модели дна приведены в таблице. 
Из рис. 1 видно, что частотно-угловая зависи­
мость коэффициента отражения представляет 
собой регулярную последовательность миниму­
мов и максимумов. Особенности подобного рода 
связаны с резонансами коэффициента отраже­
ния. Аналогичные эффекты наблюдал Н. Uberall 
[10-12] для случая жидкого слоя осадков между 
двумя различными жидкостями.

В реалистичных моделях слоистого морского 
дна дополнительный учет поперечных волн при­
водит к значительному изменению структуры ре­
зонансов (рис. 2). Численные расчеты показыва­
ют, что на всех углах скольжения, кроме нор­
мального падения плоской волны, появляются 
дополнительные по сравнению с жидким слоем 
резонансные пики. Меняется также и амплитуда 
резонансов; это легко объясняется тем, что сдви­
говые волны уносят энергию от границы, в ре­
зультате чего граница становится как бы мягче. 
При нормальном же падении плоской волны на уп­
ругую среду влияния сдвиговой волны на коэффи­
циенты отражения не наблюдается, так как в этом 
случае возбуждение сдвиговой волны невозможно 
из-за отсутствия тангенциальной проекции волны
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сжатия на границе сред. Численные расчеты для 
упругого слоя толщиной 70 см (таблица) с учетом 
поглощения в слое и полупространстве (о, = 0.01, 
г>, = 0.001, г)/те = 0.015, x>too = 0.15) показывают, что 
эффекты поглощения до некоторой степени мас­
кируют влияние сдвиговых волн. Однако из расче­
тов коэффициента отражения, выполненных для 
двух углов скольжения -  0 = 3° и 0 = 50° (рис. 2), 
видно, что учет поглощения приводит в основном 
к уменьшению амплитуды резонансов коэффици­
ентов отражения на всех углах.

РЕЗОНАНСНЫ Й ПОДХОД

Для анализа поведения коэффициента отра­
жения плоских волн вблизи резонансных миниму-

Рис. 2. Частотная зависимость коэффициента отра­
жения для углов скольжения 3° и 50°.

мов точное выражение коэффициента отраже­
ния (9) преобразуется к форме

______________ (Е2 - В 2 + С2-  G2)2 + (2 СВ + 2 GE)2______________
(Е2 + 2ЕВ + В2 + С2 + 2CG + G2){E2 -  В2 + С2 -  G1 -  i(2CB + 2GE))

Анализ выражения (10) показал, что резонансное 
поведение коэффициента отражения проявляет­
ся всякий раз, когда реальная часть знаменателя 
становится исчезающе малой, т.е. когда характе­
ристические уравнения, полученные из (10) в ус­
ловиях резонанса, удовлетворены:

Е2 - В 2 + С2 - G 2 = 0, (11)

(Е + В)2 + (С  -  G)2 = 0. (11а)
После разделения переменных относительно 8 и 
г\ уравнение (11) может быть переписано в виде

X ,cos(5)cos(r|) + AT2cos2(8 )cos2(ti) +

+ Ar3sin(8)sin(ri) + X4cos2(8) + K5 cos2(r)) + ( ^ )
+ AT6cos(8)cos(r|)sin(6)sin(r|) + K7 = 0,

где константы Kl -  Kn связаны уже только с мате­
риальными параметрами упругой слоистой среды. 
Характеристическое уравнение (12) может быть 
решено отдельно для переменных бит). Будем ис­
кать решения в виде 8 = 2 arctg(X), тогда (12) мож­
но переписать в виде уравнения 4-й степени:

( -  К х cos(ri) + AT2cos2(r|) + К4 + К5 cos2(r|) +

+ Кп)Хл + (2AT3sin(r)) -  2X6cos(Tl)sin(r|))X3 +
(13)

+ ( -  2AT2cos2(ti) -  2 К4 + 2К5 cos20l) + 2К1)Х1 +

+ (2AT3sin(r|) + 2/^6cos(T])sin(ri))X + ( Kxc os(r\) + 

+ X2cos2(ti) + X4 +AT5cos2(ti) + Kn) = 0.

(10)

Если искать решения в виде Т | = 2 arctg(X), тогда 
уравнение (12) примет вид

( -  K ,cos(5) + K2cos2(8) + K4cos2(5) + К5 + К7) Х \

+ (2K3sin(5) -  2Â 6cos(5)sin(5))X3 +

+ ( -  2AT2cos2(S) + 2K4cos2(6) -  2K5 + 2 K-,)X2 +
+ ^ A ^ s in ^ )  + 2AT6cos(S)sin(8))X + (14)

+ (A^costS) + AT2cos2(8) + X4cos2(6) +

+ K$ + Kq) = 0.
Решения этих уравнений определяют положения 
резонансов коэффициентов отражения на плос­
кости частота-угол падения для продольных и 
поперечных волн, возникающих в упругой сре­
де. Корни уравнений (13) и (14) могут быть полу­
чены в виде решений Декарта-Эйлера уравнения
4-й степени:

X4 + aX i + bX2 + cX + d  = 0. (15)
Корни характеристического уравнения (12), учи­
тывая, что период арктангенса тс, находятся как

5 = 2arctg(X), т] = 2arctg(X),
(1о)

8„ = 6 + 2тсп, ti„ = Т1 + 2ТСЯ,
где X -  корни уравнений (13) и (14) соответствен­
но, п = 0, 1,2, ... -  номера резонансов. Перемен­
ные б„ и г\п определяют положения частотно-уг­
ловых резонансов коэффициента отражения. 
Корни уравнения (15) Хх-Х 4 могут быть выраже­
ны через коэффициенты “неполного” уравнения 
4-й степени (р, г, q) и коэффициенты (a, b, с, d):
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* 1,2 = -  g 7 зб еш -  36С -  6р + 18е1/3 + 18С -  6 р  + ш Т З ( е 1/3 + Q  ±

± У ~ Ш ш + 1 8 С -6 р -П 8 Т З (е ,/3 + 0 - д а ,

^3,4 “ ^ 7 зб еш -  36С -  6р ± ^ 7 -  18ею + 18С -  6р + г18л/3(еш + Q  

+ ^ - 1 8 е 1/3+ 18С -6р-П 8лУ З(е ,/3 + С ) - ^ ,

+

е = 1 з
Р1728

1 , 1 2 7zP r +
1

48^' • 1289 + Т15 2 ' / - 4 8 /  + 384р2г2-768/-3+ 1 2 р У -4 3 2 />г?2 + 81?4,

с =
1 2 1 .. 

144Р 12Г
.1/3

(17)

Материальные константы слоистой среды входят 
в решение через соответствующие выражения

Рис. 3. Положения первого частотного резонанса, опре­
деляемого корнями характеристического уравнения, 
если |5' -  5„| = 0 (выделено маркерами), и частотная за­
висимость коэффициента отражения (сплошная линия).

F, Гц

Рис. 4. Положения первых резонансов, полученных 
при точных расчетах (сплошная линия), и положения 
резонансов, полученных из характеристических урав­
нений (выделено маркерами), для различных значе­
ний продольных скоростей звука (с,, м/с) в осадочном 
слое: 1 -  1455 м/с, 2 -  1520 м/с и 3 -  1475 м/с.

для коэффициентов уравнений. Одновременно 
можно записать точные выражения для частот­
но-угловых переменных 5’ и ту как функций теку­
щих частот и углов падения плоской волны:

8’ =
27tF</C0S(6/)

Cl Л’ =
2nFdcos(Qr)

(18)

Резонансы коэффициента отражения появляются, 
когда разность между точными 8’ или Д и перемен­
ными 8Л или ц ПУ найденными из характеристичес­
ких уравнений, стремится к нулю: |8’ -  8Я| = 0 или 
|Л' -  Л*1 = 0- При этих условиях коэффициент от­
ражения имеет минимумы во всем диапазоне уг­
лов и частот. На рис. 3 приведены точные расче­
ты частотной зависимости коэффициента отраже­
ния вблизи первого минимума, соответствующего 
частоте Fr = 105 Гц, маркерами отмечена разность 
|8' -  8Л|. Переменные 8‘ и г\' являются функциями 
частоты и угла падения, поэтому, фиксируя толь­
ко частотную или угловую переменные, положе­
ния частотных и угловых резонансов можно запи­
сать относительно продольных и поперечных 
волн отдельно:

0 = const: (Fr), =

(Fr)t =

2 n d co s(Q ,y

т\пс,
(19)

2jtdcos(0,)’

F  = const: (0r); = arcsin
4

(0r), = arcsin c20(4K2F2d2-T\„)
(20)N

4  2 j-«2 ,2 44n F d ct /
Для выбранных параметров модели дна (таблица) 
на плоскости частота-угол падения проведено со­
поставление положений резонансов, полученных с
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помощью формул (16) и (18), и получено хорошее 
совпадение результатов. Зависимость положений 
резонансов от продольных скоростей в слое осад­
ка отчетливо наблюдается на рис. 4; 8' и 8„ были 
рассчитаны для трех различных продольных ско­
ростей звука в слое осадка: линий 1 -  С/ = 1455 м/с, 
линия 2 -  с/ = 1520 м/с и линия 3 - q  = 1475 м/с. Точ­
ные расчеты для 8' отмечены сплошной линией, 
значения 8„ выделены маркерами. Численные рас­
четы показали, что изменение продольной скоро­
сти звука в слое осадков приводит к смещению по­
ложений резонансов на плоскости частота-угол 
падения.

СРАВНЕНИЕ РЕЗОНАНСНОГО ПОДХОДА
И ТОЧНЫХ РАСЧЕТОВ

Основное предположение при резонансном 
подходе состоит в том, что вблизи резонанса амп­
литуду процесса можно с небольшим отклонением 
представить резонансной кривой Брейта-Вигнера 
на фоне некоторого слабо меняющегося основа­
ния [10]. Следуя этой идее, точное выражение ко­
эффициента отражения (9) можно разложить в ряд 
Тейлора по степеням малого параметра (8' -  8П) и 
(Л* “  Лп) вблизи минимумов коэффициента отра­
жения:

(21)
У(6\ т|') = V(5J + УСПл) +

+ V(Sn)(5 '-5 n) +V’Cn„)(T|’- i i n) + ... .

Линеаризуя (21) в окрестности 8„ и т|„ и приравни­
вая к нулю первые производные в разложении 
VX5,,) = 0, V(r|n) = 0, по теореме Ферма прибли­
женное выражение для коэффициента отраже­
ния можно записать через материальные харак­
теристики среды:

* - ?[И(™ t 1 »А|4а ,  (
2 ( -Y  + 5)

+  1|Д „цД а. 1 »'Д,8Ц.У
2 ( - у  + £)р 2рр(

1 1Д9Р-

uH-Y-
^ Т ) Г 3~

+ 1
2 ( - у  + 4)р 2 ( - у  + £)

1 1( А ц Ц ^  | 1 | 'Д ц М .
2 (-Y  + 4 )^  2pP (-Y  + ^)

Д17 \ / а п +0

*h
AnUfrrP- , ^~Y~A.s
(-У  + 5) (-Y  + 4 )a  (-Y  + ^ )a

^Р^Р„Д,4

(-Y + S)
д17 - S V yAii £Да ~Д16

.(-Y + $) ( - у  + $ )«

+p ^ +̂ f b 3 /(“,p-)K4 ,x
( 22)

x „  1 *A<£ +  1 |'Д|4«. + 1 /Д п рД а,
2(— Y + 4)P 2 ( - y  + 4) 2 ( - y  + £)Ц

1 »ДцЦ,У. (  1 iA$ ~  1 ' д н£
2 р р ( -У +  Ы  13 l  2 ( - У + ^)P 2 ( - Y +  ̂ )

1/ Д „ Ц ^  1 «'АцЦ-Р- V  V a  + 
2 ( - y + 4 ¥  2pP(-Y  + ^ )J  17J 0

I f f  Ацй£ур, £2йА,6 ^»Y «A i5

2 \ {  (-Y + 5) (-Y + ̂ )a (-y + $)a

$ Ц ~ М м Д>,-
Ah^ 2Y ^ра„Д ,6

( -Y  + O J  Ч - У  + %) ( - Y  + $)«
^ртеа .Д ,5 | 4h, y~Ai4 

' ( - y  + S )a  ( - Y  + S)

+

■1з)/((®2р -)] ;

Д, = i e x p ( - i r ] n) ( r \ '  - т \ п),  

Д2 = гехр(-1Т1„ ) -Д ,,

Д3 =  /е х р (/Л „)(Л '-Л л). 

Д4 =  гехр(гТ)л) + А3,

Д5 = ехр(-(8„),

Дб = г'Д5( 8 '- 5 л).

Д7 = гехр(г'8„)(8' -  8„),

Д8 = ехр(г'8„) + Д7,

Д9 = аД 8Р - а ( Д 5- Д 6)Р + £ Д л - ^ Д 2У- 

Д10 = ^Д8 + £(As -  Дб) “  Д4У ~ АгУ>

Дц = ехр(г8„) + Д7 + Д5- Д 6-ехр(гГ 1л) -

- Д 3-ехр(-!Г )л) + Д,,

Д|2 = аД 8Р - а ( Д 5- Д 6)р + у2Д4- у 2Д2,

_ р^р^Д ,2 ц у ^ А ц  H ^ Y ~ A io Ц~£Р~А9
13 (— у + %)Р ( - у + £) ( - у  + $) ( - у  + £)Р’

Д,4 = -  Д8у -  (Д5 -  Д6)У +  £д 4 +  £Д2,
Д is = ^Д8у - ^ (Д 5-Дб)У + раД4- р а А 2,

Д16 = Y2A8- y 2(A5- A 6) + рад4- р а д 2,

д _ р^2Д12 , р^уа„Ац
17 "  ( - У  +  4 ) Р  ( - Y  +  S )

£ц,а..А |0 £ д л .А  
( -У  +  4) ( -У  + W ’

Д,8 = а р А 8- а р ( А 5- Д 6) +  ̂ 2Д4- ^ 2Д2.
Сумма резонансов берется символически, так как 
разложение справедливо только вблизи положе-
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Рис. 5. Сопоставление точных расчетов частотных 
резонансов коэффициентов отражения с расчетами 
по приближенной формуле (22) (точные расчеты -  
сплошная линия, резонансный подход -  выделено 
маркерами): а -  с учетом одного слагаемого в форму­
ле (22); б -  аппроксимация коэффициента отражения 
с учетом 22 резонансных слагаемых в формуле (22).

Угол падения, град

Рис. 6. То же, что и на рис. 5, но для угловых резо­
нансов.

ния резонансных минимумов и неудовлетвори­
тельно описывает процесс при удалении от них.

В данной секции иллюстрируется эффектив­
ность использования резонансного подхода для 
модели дна в виде упругого слоя, лежащего на уп­
ругом полупространстве (таблица), на примере ча­
стотно-угловых резонансов. На рис. 5а приведено 
сопоставление расчетов частотных зависимостей 
коэффициентов отражения, выполненных по точ­
ной формуле (9), использующей матричную тех­
нику Томсона-Хаскелла, и по приближенным 
формулам (22), полученным при разложении фор­
мулы (9) в ряд. Вблизи первого частотного резо­
нанса наблюдается отличное совпадение, и, как и 
ожидалось, аппроксимация неверна между резо­
нансными пиками (точные расчеты выделены не­
прерывной линией; кривые, соответствующие 
приближенному выражению, выделены маркера­
ми). Аналогичные расчеты приведены на рис. 56, 
когда разложение коэффициента отражения пред­
ставлено в виде суммы 22 резонансных членов. Ес­
ли же частота фиксирована (F = 3890 Гц), то мож­
но получить угловые зависимости коэффициентов 
отражения вблизи первого углового резонанса 
(рис. 6а) и вблизи 4 угловых резонансов (рис. 66). 
В этом случае также наблюдается хорошее сов­
падение результатов вблизи резонансов.

ЗАКЛЮ ЧЕНИЕ
С использованием матричной техники Томсо­

на-Хаскелла получено точное аналитическое вы­
ражение комплексного коэффициента отраже­
ния для модели морского дна в виде упругого 
слоя, покрывающего упругое полупространство. 
В резонансных условиях получены характеристи­
ческие уравнения и найдены их корни, определяю­
щие положения частотных и угловых резонансов. 
Получено приближенное выражение коэффици­
ента отражения, описывающее процесс отраже­
ния плоских волн в условиях резонанса для вы­
бранной модели дна. Проведено сопоставление 
точной теории с приближенными выражениями 
коэффициентов отражения и получено хорошее 
совпадение результатов вблизи двух типов резо­
нансов. Работа выполнена при поддержке РФФИ 
(гранты № 97-05-64712, № 00-05-64956).
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Reflection of Plane Waves from an Elastic Layered Medium: 
Resonance Approach and Numerical Modeling

M. S. Fokina and V. N. Fokin

The resonance formalism developed earlier by H. Uberall for a model of a liquid layer overlying a liquid half­
space is extended to a model of an elastic layer overlying an elastic halfspace. Using the Thomson-Haskell ma­
trix technique, an exact analytical expression is obtained for the complex reflection coefficient. Characteristic 
equations are derived, and their roots, which determine the positions of the resonances of the reflection coeffi­
cient for longitudinal and transverse waves, are obtained analytically. In the resonance approach, the exact ex­
pression for the reflection coefficient is replaced by an approximate one that describes the behavior of the re­
flection coefficient near the resonances. The comparison of the exact and approximate values of the reflection 
coefficient shows a good agreement between the results near the frequency and angular resonances.
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