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Рассматривается поле вторых гармоник при нелинейном рассеянии взаимодействующих плоских 
акустических волн на жестком цилиндре. Методом последовательных приближений получены ре­
шения неоднородного волнового уравнения в первом и втором приближениях. Получены асимпто­
тические выражения для слагаемых полного акустического давления вторых гармоник и приведены 
их диаграммы рассеяния.

Задача нелинейного рассеяния акустических 
волн на телах правильной геометрической формы 
является эталонной в нелинейной теории взаимо­
действия звуковых волн, и исследовалась в рабо­
тах [1, 2]. В работе [3] рассмотрены вопросы ис­
пользования параметрических излучателей для 
исследования рассеяния звука дискретными неод­
нородностями водной среды на разностной часто­
те. Работа [4] посвящена теоретическим и экспе­
риментальным исследованиям поля второй гармо­
ники при рассеянии фокусированного ультразвука 
на прямолинейной кромке. Задача нелинейного 
рассеяния взаимодействующих плоских акустиче­
ских волн на телах сферической формы была ис­
следована в работах [5, 6]. В работе [7] были про­
ведены исследования вторичного поля волны раз­
ностной частоты при нелинейном рассеянии 
взаимодействующих акустических волн на цилин­
дре. Однако поле вторых гармоник исходных волн 
представляет немалый интерес, так как охватыва­
ет область геометрического рассеяния и может до­
полнить информативность принимаемого сигнала.

В данной работе исследуется поле вторых гар­
моник при рассеянии взаимодействующих плос­
ких акустических волн на жестком цилиндре. 
Предположим, что в однородной среде распрост­
раняются плоские высокочастотные волны с по­
тенциалами скорости \|/ш:

Vm = Vn0exp[/(co„r + *nrcos(p)],

где \|/„0 -  амплитуда функции потенциала скоро­
сти, п=  1 ,2  соответственно для волн с частотами 
со, и оь, кп -  волновое число, ср = я  соответствует 
направлению распространения падающей волны.

Геометрия задачи представлена на рис. 1. Ось 
цилиндра бесконечной длины совпадает с осью z

цилиндрической системы координат. На цилиндр 
перпендикулярно оси z падают плоские волны. 
После рассеяния на цилиндре плоских волн в про­
странстве будут существовать рассеянные цилин­
дрические волны с потенциалом скорости

= УпоехР(й0яО ^  <4 ,̂cos(m(p + а т)Н ^\к„ г),
т  =  0

где Н ^ ] (кпг) -  цилиндрическая функция Ханкеля
Л (я )второго рода m-го порядка, Ат определяется из

граничных условий, в нашем случае цилиндр аб­
солютно жесткий и удовлетворяет граничным ус­
ловиям Неймана:

Л (Л) -  - £  Iл т -  -Ът1•-« ^т(^па )
т

Н ^Х К а )
, о.т = О,

где Jm(kna) -  цилиндрическая функция Бесселя 
m-го порядка, а -  радиус цилиндра.

Для дальнейших преобразований удобно пред­
ставить плоские волны в виде ряда по цилиндри­
ческим функциям [8]:

= Vn0exp[/(co„f + ^rcoscp)] =
со

= \|/n0exp(io)(Ir ) ^ e , j '7 /(fcnr)cosZ(p,
1 =  0

где I -  число цилиндрических функций, е; =

1, 1 =  0
2, 1=  1 ,2 ,3 , . . .
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Рис. 1. Геометрия задачи.

Тогда функция потенциала скорости общего 
первичного акустического поля \|/„ будет иметь вид

V. = V»/ + V „ = v|/n0exp(iGV)x (1)
• со оо —

^ E , i 'J , ( k nr)coslq> + £  A ^ c o s r r u p H ^ \k nr)
L/ = О т = О
Для решения задачи о взаимодействии первич­

ных высокочастотных волн выражение (1) пред­
ставляется с комплексно-сопряженной частью [9]:

V* = Vno ^ e /y/(^n/')cosZ(pexp[i'(co/1/ + /тс/2)]
L/ = 0

X  ^ ’Om'cosmqjexpWtiV-  -  Jt/2)]
m = 0

+  ( k .c . ) .

где D m и om -модуль и фаза цилиндрической

функции Ханкеля Н ^] (knr) = - iD ^ } exp(-id(f  ).
Общее первичное поле акустического давле­

ния при этом будет состоять из полей с двумя ча­
стотами со, и СО2

Р -  Р\ + Рг -

где = £j£knr)cosl<v, B l£  = cos/лф.
Данная задача рассеяния решается с помощью 

неоднородного волнового уравнения, которое опи­
сывает нелинейные процессы, происходящие в 
первичном поле [10]

,  - \2  ( 2 )  < 

д / »  = _ Q =  е d j ,' 2 - \2  4 -ч 2с0 at с0р0 ot

«О У
О)

где Q -  объемная плотность источников вторич­
ных волн, с0 -  скорость звука в среде, е -  параметр 
квадратичной нелинейности, р0 -  плотность не­
возмущенной среды, р (,) и р(2) -  общее акустичес­
кое давление первичного и вторичного полей.

Это волновое уравнение решается методом 
последовательных приближений. Решением пер­
вого приближения является выражение для акус­
тического давления первичного поля р (1) (2). При 
поиске решения во втором приближении р{2) пра­
вая часть выражения (3) будет состоять из четы­
рех частотных составляющих: 2со,, 2о>2, 0), + 0)2 и 
со2 -  со, =

Для второй гармоники 2со, волны накачки со, 
выражение объемной плотности источников вто-

9 — 00 л-

/coyPoVio У  В и ехр[/(со,? + /7С/2)] +
-1 = 0

—1
(JlO) — ' ' 2(0

+ ^ й ^ е х р ^ ю . г - б ^ - л / г ) ]
т  =  0

+ (к.с.)

B11l/)£ l]2 cos(2co,i' + (/ + т )к/2) +
L/ = Om = 0

+  ( 2) ОО сю
+ У У. s | ; ,B^,cos(2(Ol/ + /7t/2-6L') -7 t/2 )+ (4)

*С02ро¥20 exp [/(co2r + In /2)] +
/ = 0m = 0

оо оо

и  =  0 B‘1X ,cos(2col?-5Ll)- 5 l l ,-7i)

+ £ f i < 2Jexp[/(co2r - 5L2, - 7t/2 )]
т  =  0

+ (к.с.) к

т = 0 / = О

где АГ2со = 2есо^PoV м/c l .
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Решение неоднородного волнового уравнения
(3) с правой частью (4) во втором приближении 
удобно искать в комплексной форме [10]

Р г1  = ^ 2®ехр[/(2со,/ + 6)] + (к.с.). (5)

С помощью выражения (5) неоднородное вол­
новое уравнение (3) приводится к неоднородному 
уравнению Гельмгольца

А Р %  + к 1 У £  = -$2e(r,q>), (6)
где

#2а>(Г» ф) “  2̂со У У в К е х р [ | - ( /  + т)л/2] +
L /  =  О т  =  0+ У. У в̂ ехрщ/л/г-б̂ -я/г)] +

/ =  О т  =  0

+ х
т  =  01  =  0

&2со = 2кх -  волновое число второй гармоники 2со,, 
временной множитель exp(/2co,f) здесь и далее 
опускаем.

С 5|1) + я)]

Решение неоднородного уравнения Гельмголь­
ца (6) записывается в виде объемного интеграла от 
произведения функции Грина на плотность источ­
ников вторичных волн [10, 11]

Ч» = T j f t e ( r \  cp')G (r])r 'd^dz'dr\ (7)
V

где G(r,) = cxp(-ik2(0ri)/rl -  функция Грина.
Функция Грина в дальней зоне г < г определя­

ется асимптотическим выражением
G (r ,)«  е х р [-^ 2(1)( г - г ,со8(ф -ф ,))]/г,

где г -  расстояние до точки наблюдения M(r, cp, z)9 
r\ ф', z -  координаты текущей точки объема 
Af(r\ ф', z), г, -  расстояние между текущей точкой 
объема Лf ( r \  ф \ z)  и точкой наблюдения М(г, ф, z) 
(рис. 1).

Интегрирование в выражении (7) ведется по 
объему V, занимаемому источниками вторичных 
волн, который ограничен по цилиндрическим ко­
ординатам соотношениями а < г < dy 0 < ф' < л, 
- Z \  < z < Z \  (z\ > X Д  -  длина исходной высокоча­
стотной волны) и представляет собой цилиндриче­
ский слой среды вокруг рассеивателя с внутренним 
радиусом а (радиус цилиндра) и внешним d  (рис. 1). 
Расстояние d  -  длина области нелинейного взаи­
модействия исходных высокочастотных волн, за 
областью d  считаем, что исходные волны полно­
стью затухают.
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Необходимо отметить, что задача рассматри­
вается в высокочастотном пределе, поэтому по­
сле интегрирования по координатам ф' и z\ с уче­
том асимптотических разложений функции Бес­
селя [12, 13], выражение (7) преобразуется к виду

ф) = Р % £ (г, ф) + ф) + Р ^ ш(г, ф) =
d r-

= С2в(1 + /япф)| £/Л(^1г')cos/фе,„ X
_/ = О т  =  0

х Jm(k\r')cosm yexp[i(l + т )п/2] +

+ X  X  М Л ^ О со в /ф Д ^ ’Я ^ с с к т ф х
/  =  О т  =  0

( 8)

хехр [/(/7с/2 - 51,)-тс/2) ] + £
т  =  0 1 = 0

х  cosm(f>A(/ )D(/l)cosl(pcxp[i(8{J  + 8JW + л)]О) . *(») X

х cosk2(0r 'J r 'd r\

где C2(0 = -exp(-jfc2o)r)K2J  J 2 кк2шг .
Как видно из выражения (8), для полного аку­

стического давления второй гармоники Р2̂ , оно
состоит из трех пространственных слагаемых. 
Следует отметить, что выражение акустического 
давления волны разностной частоты состояло из 
четырех пространственных слагаемых [7], поэто­
му вклад каждого пространственного слагаемого 
для второй гармоники существенно возрастает.
Первое слагаемое данного выражения -  P Z  со-
ответствует той части полного акустического 
давления второй гармоники, которая формирует­
ся в цилиндрическом слое области нелинейного 
взаимодействия падающей плоской высокочас­
тотной волной со,. Второе слагаемое -  Р2 опи­
сывает взаимодействие падающей плоской волны 
со, с рассеянной цилиндрической волной со,. Тре­
тье слагаемое -  ш соответствует самовоздей- 
ствию рассеянной цилиндрической волны со,. Не­
обходимо подчеркнуть, что здесь происходит не­
линейное взаимодействие волн, имеющих как 
одинаковую, так и различную конфигурацию 
волнового фронта.

Для получения окончательного выражения 
акустического давления второй гармоники Р 2̂  
рассмотрим первое пространственное слагаемое 
Р 2ы  выражения (8), которое характеризует не-
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l^2(0(2)/l X Const 
-90°

где

0е 180'

+90'
Рис. 2. Диаграмма рассеяния пространственного слага­

емого /*2(01 полного акустического давления второй 
гармоники на цилиндре при: 2/, = 1520 кГц, k2(ip  -  64, 
d = 0 A l  м, а = 0.01 м. (d = a + 0.5lD, lD = 0 3 \  м -  рассто­
яние квазидифракции рассеивателя, значения второй 
гармоники выбраны из набора исходных частот, при­
веденных в работе [7]).

линейное самовоздействие падающей плоской 
высокочастотной волны

P u lifcV ) = C2a)( l+ is in q » x
d  со осx JX I  e ,/,(* lr')cos/<pem/ m(A:lr')cos/n(px (9)
a l  =  0 m  =  0

х exp[i(l + m )n/2]cosk2ar' Jr'dr'.
Учитывая разложение плоской волны по ци­

линдрическим функциям [9] и после некоторых 
тригонометрических преобразований [14], выра­
жение (9) примет вид

1 ® (г , Ф) = f i j ' + i s m i p }  х

-d

Jexp[/&2(0r ’(cos<p + 1 )]J?dr' +
'-а
d

Jexp[tfc2t0r'(cos<p- 1 )]Jr'dr'

После окончательного интегрирования выра­
жения (9) слагаемое P 2„, будет иметь вид

P iU r ,  Ф) = [Л(?) + ̂ в )].

р(2> _Ml -
C2m( l + isin(p)

2 i£2t0(cOS(p + 1) 

х [exp[jTc2t0(cos<p + \)d] -  exp[ifc2(0(cos(p + l)a ]],

p(2) _
М 2  -

C2[0( l  + isin<p)
X

2 i£2(0(coscp- 1) 

x [exp[i'fc2bJ(cos(p- l)rf] -  exp[i/:2ft)(coscp- l)a ]].

Как видно из полученного выражения (10), ди­

аграмма рассеяния первого слагаемого Р2ш1 пол­
ного акустического давления второй гармоники 
падающей волны определяется поведением функ­
ций l/(coscp± 1). Диаграмма рассеяния слагаемого 

( 2 )

Р2(о1 представлена на рис. 2, она характеризует
геометрическое рассеяние, так как рассеяние вто­
рых гармоник носит только геометрический ха­
рактер k2(Jfl  >  1. Данная диаграмма является сим­
метричной относительно угла ср = тс/2 и имеет ос­
новные максимумы в направлениях ф = 0 и к, что 
является следствием влияния функций l/(cos9  ± 1).

Для проверки результата рассматриваемой за-
дачи рассмотрим случай для слагаемого Р2(ю1,
когда радиус цилиндра стремится к нулю (т.е. рас­
сеиватель отсутствует) и область нелинейного 
взаимодействия из цилиндрического слоя транс­
формируется в сплошной цилиндр с радиусом d

р(2)
M l

_ C2|Q(1 + /sincp)V5 
« = » 2/fc20)(coscp + 1)

exp[/fc2t,(cos(p+ l)d ]-i
J d  J

C2(0( l +  i'sin(p)75rr(,)/I , , W4
Ж „ ( с о 5Ф+ 1) Я "

(П )

где Hq ) (fc2co(cos Ф + 1)^0 -  цилиндрическая функ­
ция Ханке ля первого рода нулевого порядка. Вы­
ражение (11) характеризует расходящуюся цилин­
дрическую волну с некоторым амплитудным ко­
эффициентом, зависящим от угла ф [15], что 
подтверждает физическую сущность данного про­
странственного слагаемого общего акустическо­
го давления.

Далее рассмотрим второе слагаемое полного 
(10) акустического давления второй гармоники Р 2ю н*
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которое характеризуют взаимодействие падаю­
щей плоской волны с рассеянной цилиндрической:

/>М |('-,ф ) = C2l0( l  +isin<p)x
doо оо

x j S S  e;7/(fc I г1) cos l(pA(J  ,d J„1 1 cos m<p x  (12)
f l / = 0m = 0

x ехр[/(/я/2 - 8 (J }-n /2 ) \c o sk 2(Jir 'J r 'd r \

После аналогичных преобразований и учета 
асимптотических значений функций Ханкеля 
[8, 14] выражение (12) после окончательного ин­
тегрирования примет вид

P%n(r, CP) = [Р т + Р т 1  (13)

где

п(2> CjcHo’O + i'sin(p)(cos(p-l)w
* II 1 — i Х

7 8 ^A:1jA:1cos<p(cos(p+ 1) 

x[exp[i£,(cos(p + \)d] -  exp[i£,(cos<p + l)a ]],

,(2) _ С2ша [ ' \ \  + isin<p)(cos<p- 1) 
" 2 ”  J b n k xikx cos(p(cos(p- 3)

x [exp[/(Л, (cos(p- 3)d\ -  exp[/(&, (cos(p -  3)<z]]

Из анализа выражения (13) видно, что влияние 
функции l/(coscp + 1) является определяющим для

™(2)диаграммы рассеяния слагаемого r 2tD п» которая 
представлена на рис. 3. Диаграмма рассеяния этого 
слагаемого имеет основной максимум в направле­
нии (р = л, в боковых направлениях наблюдаются 
незначительные уровни дополнительных макси­
мумов, которые связаны с поведением функции 
l/coscp. Появление основного максимума в прямом 
направлении обусловлено совпадением в данном 
направлении волновых фронтов падающей плос­
кой и рассеянной цилиндрической волн.

Далее перейдем к последнему слагаемому пол­
ного акустического давления второй гармоники -
Р2юш * которое характеризует самовоздействие 
рассеянной цилиндрической волны и имеет следу­
ющий вид:

к*2шш(г> Ф) = C2e( l  + isin<p)x
d оо оо

А,(„ ' )cosmtpA*' !d { 11 cos /ф x (14)
a m = 01 = О

x exp[f(5|° + 8 ^  + n)]cosk2(0r'Jr'dr'.

IP2cfl(2)tfl 10“2X Const 
-90°

Рис. 3. Диаграмма рассеяния пространственного сла­
гаемого Pjwii полного акустического давления вто­
рой гармоники на цилиндре при: 2\f\ = 1520 кГц, k2{ip  = 
= 64, d = 0.17 м, а = 0.01 м.

После некоторых преобразований и оконча­
тельного интегрирования [14, 16] выражение для
слагаемого примет вид

„ ( 2) ,  „ ч С2вА о >2(1 +  is in tp )(c o s (p -  I ) 2
* 2»п1г»Ф/ — " х

2nk2(Dcos ф

х л
2 ik2ш

(e r fi( j2 ik 2wd) -  e r fi( j2 ik 2o)a))^

+ 2

где erfi(x) = —  (ехр(/2) dt -  интеграл вероятности
Ч

мнимого аргумента [14].
Диаграмма рассеяния третьего слагаемого

Р 2мш представлена на рис. 4. Его вид определяет­
ся поведением функции l/cos29 , что приводит к 
появлению основных максимумов в направлениях 
ф = ±ф/2 без дополнительных уровней.

На рис. 5 представлены диаграммы рассеяния 
полного акустического давления второй гармони­
ки Р 2ю • Из представленных диаграмм видно, что 
они имеют основные максимумы в направлениях
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1̂ 2ш1 (2)///1 х const 
-90°

Рис. 4. Диаграмма рассеяния пространственного сла­

гаемого P jojiii полного акустического давления вто­
рой гармоники на цилиндре при:
2/j = 1520 кГц, k2(if l  = 64, d -  0.17 м, а = 0.01 м.

|/>2о)(2,| 10 2 х const 
-90°

Рис. 5. Диаграммы рассеяния полного акустического

давления второй гармоники Р2(Л на жестком цилинд­
ре при:
1) — 2/i = 1520 кГц, к2ир  = 64, а = 0.0\ м, d = 0.17 м (— ); 
3.21м (•••);
2) -  2/, = 1952 кГц, к2ор  = 82, а = 0.01 м, d  = 0.2 м (—); 
4.1 м (•••).

(р = 0, ±7t/2 и к, как направлениях минимальных 
фазовых различий нелинейно взаимодействую­
щих исходных высокочастотных волн. Увеличе­
ние волнового размера цилиндрического рассеи­
вателя приводит к незначительным изменениям 
диаграммы рассеяния, что связано с геометричес­
ким характером процесса рассеяния. А увеличе­
ние протяженности цилиндрического объема во­
круг рассеивателя приводит к обострению основ­
ных максимумов, что является характерным для 
параметрических антенн, так как увеличиваются 
размеры переизлучающего объема.

Необходимо отметить, что из-за различной 
пространственной конфигурации волновых фрон­
тов исходных взаимодействующих волн вклад 
каждого пространственного слагаемого в суммар­
ное поле рассеяния становится неравнозначным. 
Поэтому влияние пространственного слагаемого
Рзшп в поле полного акустического давления ока­
зывается несущественным, т.к. взаимодействие 
носит встречный характер.

В целом можно отметить, что рассматривае­
мая теоретическая модель достаточно детально 
описывает физические процессы, происходящие 
при рассеянии нелинейно взаимодействующих 
плоских акустических волн на жестком цилиндре.

Автор выражает благодарность Н.П. Заграю 
за научное руководство.
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Study of the Second Harmonics in Nonlinear Scattering 
of Interacting Acoustic Waves by a Rigid Cylinder

I. B. Abbasov

The field formed by the second harmonics in the case of the nonlinear scattering of interacting plane acoustic 
waves by a rigid cylinder is considered. The method of successive approximations is used to obtain the solu­
tions to the inhomogeneous wave equation in the first and second approximations. Asymptotic expressions are 
derived for the components of the total acoustic pressure of the second harmonics, and the scattering diagrams 
for these components are presented.
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