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Рассматривается задача о движении тела вдоль упругой направляющей под действием падающей на 
него волны. Для произвольной направляющей выводится уравнение продольного движения тела, ис­
ходя из законов изменения энергии и импульса в случае, когда падающая волна порождает одну отра­
женную. В качестве примера приводятся уравнения движения тела вдоль струны и балки модели Бер­
нулли-Эйлера. Исследуется процесс его разгона вдоль последней. Для докритических скоростей на­
ходятся закон движения тела и отношение изменения кинетической энергии к подводимой энергии.

Утверждение о том, что волны оказывают дав­
ление на тела, препятствующие их свободному 
распространению, впервые встречается у Л. Эйле­
ра. Будучи противником корпускулярной теории 
света, он в 1746 году опубликовал статью |1], где 
удлинение “хвостов” комет по мере их приближе­
ния к Солнцу объяснил давлением световых волн, 
в то время как его оппоненты объясняли этот эф­
фект бомбардировкой атмосферы кометы части­
цами света. В 1873 году Д. Максвелл дал теорети­
ческое обоснование эффекту давления волн и вы­
вел формулу для расчета величины давления, 
оказываемого электромагнитными волнами на не­
подвижное препятствие [2]:

F = Ф/с, (1)
где Ф -  поток волновой энергии, а с -  скорость 
распространения электромагнитных волн. Экспе­
риментально же давление волн впервые наблю­
дал В. Дворжак в 1876 году [3]. Он облучал зву­
ком вывешенные на нитях акустические резона­
торы, измеряя величину давления звуковых волн 
по углу отклонения нитей. Результаты его на­
блюдений в том же году были объяснены Д. Рэле­
ем [3], построившим в адиабатическом прибли­
жении теорию давления звуковых волн. После 
знаменитых экспериментов П.Н. Лебедева [4] по 
обнаружению давления света, Д. Рэлей и И. Лар- 
мор в 1902 году независимо друг от друга выска­
зали предположение, что всякое волновое движе­
ние, какова бы ни была его природа, оказывает 
давление на тела, препятствующие его свободно­
му распространению [5, 6]. Начатые ими исследо­
вания эффекта давления механических волн на­
шли более полное развитие в работах Е.Л. Нико­
лаи, рассмотревшего в 1912-1925 годах ряд задач 
о взаимодействии поперечных волн струны с по­
движными закреплениями [7, 8].

Интерес к более подробному изучению эф ­
фекта давления волн возник сравнительно недав­
но в связи с попытками объяснить параметричес­
кую неустойчивость 2-го рода в системах с по­
движными закреплениями [9, 10J и эффекты 
волнообразования при движении нагрузок вдоль 
упругих направляющих [11]. Оказалось, что энер­
гия на возбуждение импульсов в первом случае и 
на волнообразование -  во втором черпается соот­
ветственно из энергии поступательного движе­
ния закреплений и нагрузок, а посредником тако­
го преобразования является сила, обусловленная 
давлением волн [12]. Проблема учета давления 
волн сегодня наиболее актуальна для специалис­
тов по проектированию и эксплуатации скорост­
ных наземных магистралей [13]. Причина этого 
заключается в том, что при движении поездов со 
скоростями 200 км/ч и более в жезезнодорожном 
полотне и прилегающем грунте могут возбуж­
даться упругие волны [14, 15], давление которых 
дает основной вклад в сопротивление движению.

Оценим величину давления, оказываемого вол­
нами различной физической природы на непо­
движное препятствие. Если препятствие волну по­
глощает, то давление будет определяться форму­
лой (1), где с = со/к -  фазовая скорость, со -  частота, 
к -  волновое число, а Ф -  мощность источника 
волн в предположении, что весь генерируемый по­
ток волновой энергии попадает на препятствие. 
Соответствующие оценки приведены в таблице, 
где для удобства сравнения мощности источников 
волн взяты одинаковыми и равными 104 Вт.

Очевидно, что давление низкочастотных грави­
тационных волн, а также поперечных волн в бал­
ках, цепях, гусеницах, пластинах сравнимо с сила­
ми, которые приводят в движение машины. Отсю­
да понятен интерес исследователей к созданию
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Таблица

Волны Скорость 
с, м/с

Давление 
F, Н

Электромагнитные в вакууме 3x10® 3.3 х 10~5
Звуковые в металле 5 х 103 2
Звуковые в воздухе 3x10* 3.3 х 10'
Низкочастотные гравитационные 10-'—1 104- 1 о5
Низкочастотные поперечные в 
балках, целях, гусеницах, пластинах

1-10 103-104

машин и механизмов волнового принципа дейст­
вия, в том числе и преобразователей энергии волн 
в энергию поступательного движения тел.

Рассмотрим движение вдоль упругой направ­
ляющей тела массы т (рис. 1) под действием дав­
ления падающей на него волны. Если тело в попе­
речном направлении не движется, то волна за не­
го не проникает и отражение можно считать 
идеальным. При условии идеального отражения, 
рассматриваемой задаче можно поставить в соот­
ветствие задачу соударения двух тел. Роль одного 
из них будет играть движущееся по направляю­
щей тело, а другого -  волна, которой будем при­
писывать волновой импульс [12]. Предполагает­
ся, что падающая волна порождает только одну 
отраженную волну, которая распространяется в 
противоположном по отношению к падающей 
волне направлении. Соответствующие такому 
взаимодействию законы изменения энергии и им­
пульса запишем в дифференциальной форме:

dz0- d z  = m v d v  + FdU 

dp0- d p  = m d v  + Fdt.

Здесь v  = l (t) -  скорость движения массы m, dl = 
= vdt, £0 и p0 -  энергия и импульс падающей вол­
ны, е и р  -  энергия и импульс отраженной волны, 
F -  сила трения, причем предполагается, что по­
следняя имеет вид

F = F 0sign v  + 5v ,

где F0 и 5 -  постоянные, характеризующие сухое 
и вязкое трение соответственно.

U(x, t)

х  = Kt)

Рис. 1. Движение массы вдоль упругой направляю­
щей.

Будем считать, что падающая на тело волна 
имеет частоту со,,, а частота отраженной со меня­
ется медленно так, что

\d(d/dt\ <  со2. (4)
В этом случае усредненные за период энергия и вол­
новой импульс будут связаны соотношением [16]:

е0 = СоРо> е = ср, (5)
где с0 = со0Ао, с = о)/к -  фазовые скорости падаю­
щей и отраженной волны соответственно.

Допуская, что связь (5) справедлива и в малом, 
из (2) получим уравнение движения тела вдоль на­
правляющей

d v  . (с + с0) de0 „
Wl 7 “  . 4 J  i •

dt c0( c + v ) d / ( 6)

Заметим, что при выводе уравнения (6) вместо 
закона изменения импульса можно воспользо­
ваться так называемым законом сохранения чис­
ла квантов волновой энергии, который, в случае 
идеального отражения и одной отраженной вол­
ны, запишется в виде [16]: £/со = £0/со(, = const, и за­
коном двойного эффекта Доплера, связывающим 
частоты падающей и отраженной волн.

При расчете возможных режимов движения тел 
под действием сил, обусловленных давлением уп­
ругих волн, удобнее задаваться либо мощностью 
источника волны Ф0, если волна запитывается ис­
точником силы, либо плотностью волновой энер­
гии А0, если волна запитывается источником сме­
щения. Учитывая, что подводимый к движущемуся 
телу поток волновой энергии равен (Ф0-  vfto)L=/(0> 
а волновой поток через неподвижное сечение (он 
же мощность источника Ф0) и плотность волно­
вой энергии h0 связаны соотношением Ф0 = vgrh0,

_  diОгде vgr =
dk

-  скорость переноса волновой
со =  со.

энергии (групповая скорость падающей волны), 
находим, что

d£0 = (1 -  ^ / ^ ) ф о|, = |(„Л  = ( v)Ao|x-1(f) 
и, следовательно, (6) можно записать в виде 

d v  (с  +  С0)

dt

m —r  =dt КО - F  =

(c + c0)
c0(c + v)

(7)
( v gr- v ) h 0\xml(l)-F .K0

Уравнение (7) получено в естественном предпо­
ложении, что падающая волна догоняет движу­
щееся тело, то есть vgr > v. В противном случае 
взаимодействия между телом и волной не будет.

Чтобы определить входящие в (7) групповую и 
фазовую скорости, необходимо знать зависи­
мость частоты от волнового числа, которая нахо-
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дится либо из уравнения динамики упругой на­
правляющей в виде дисперсионного уравнения

/ ( с о ,  к )  =  0 , (8)
либо экспериментально. При этом надо иметь в 
виду, что частота и волновое число падающей 
волны связаны с частотами и волновыми числами 
вторичных (отраженных и проходящих) волн со­
отношением

со - v k  = со0 -  v k Q, (9)

которое выражает собой условие равенства в дви­
жущейся системе отсчета (jк = х  -  vt, t' = t) частот 
всех вторичных волн частоте падающей волны. Из 
всех же решений системы уравнений (8)-(9) отра­
женным волнам будут соответствовать только те, 
которые отводят энергию от движущегося тела, 
т.е. для которых групповая скорость d(o/dk < v.

Первое слагаемое в правой части уравнения 
(7) представляет собой силу, обусловленную дав­
лением волн (Fpr)> на наличие которой и было 
указано впервые в работах [5-7]. Нетрудно пока­
зать, что в случае полного отражения (для кото­
рого выведена формула (7)) эта сила пропорцио­
нальна коэффициенту отражения (Ф,/Ф0) [17] от 
границы:

F = VgM c + c0) Ф,.
c(c0- v )  Ф0р г ( 10)

Здесь Ф, -  поток энергии отраженной волны и 
vgrl -  ее групповая скорость.

Если в качестве направляющей выбрать стру­
ну, для которой с = с0 = d(0 /dk -  со0/^о = 7 ^ /р  , (N -  
натяжение, р -  погонная плотность струны), то 
(7) преобразуется в уравнение, полученное в [12] 
из соответствующей нелинейной краевой задачи,

d v  _ ^ р- v  
TYI . — +- /2г) * ,dt cQ+ v  0

решение которого достаточно подробно исследо­
вано в работах [18-20].

Рассмотрим задачу о преобразовании энергии 
изгибных волн в энергию движения тел. С этой 
целью в качестве направляющей выберем балку 
модели Бернулли-Эйлера1, поперечные колеба­
ния которой описываются уравнением

y U x x x x + P  и п = 0 ,
где у -  изгибная жесткость балки, а р -  ее погон­
ная плотность. Представляя его решение в виде 
и(хУ t ) = и0сos (сог -  кх + (ро) (м0 и фо -  постоянные ве­

ская модель широко используется в механике [21, 22]. 
Однако внимание обращается главным образом на дина­
мическое поведение системы под действием движущихся 
нагрузок, либо на взаимодействие изгибных волн с непо­
движными закреплениями.

личины), получим дисперсионное уравнение (8) 
для изгибных волн [23]:

у&4-рсо2 = 0, ( И )

из которого следует, что

= 2с0, с0 = ( r /p j’V ,

где со0 -  по-прежнему частота падающей волны. 
Решая совместно (9) и (11), находим, что в диапа­
зоне скоростей v, < v <  v2 (где v, = -2 (7 5  + 1)с0,
v2 = 2(72 -  1)с0) возникают приграничная осцил­
ляция и бегущая отраженная волна, фазовая ско­
рость которой с = с*о -  v. Во всех остальных случа­
ях отраженных волн больше, и они предметом ис­
следования данной работы не являются.

Что касается переносимой падающей волной 
энергии, то, с учетом (11), ее плотность h0 =

| 2 2 2 2
= (P ut + lu xx) = 2 Р^о^о = const. Учитывая ска­

занное, из (7) имеем

-2 (7 2 +  \ ) < ^ < 2 { Л -  1)J.

Рассмотрим несколько частных случаев реше­
ния этого уравнения. Сначала будем считать силу 
трения пренебрежимо малой (F  = 0), тогда после 
интегрирования уравнения dv/dt = (2 -  v/c0)2h0/m с 
учетом начального условия v(0) = v0 получаем

v  = v 0 + 2 1 + Ы г  -  S Vтс0\  c0J • ( 12)

Отсюда, в частности, следует, что продольная со­
ставляющая реакции балки на тело (давление

v
волн) Fnr = |  2 — — /

Со Lрг 1 + '0
тс 0

2 -  X» )/
CoJ J

- , \ 2
h0.

Последующее интегрирование позволяет най­
ти закон движения тела

/ ( г )  =  2 < V - - ^ ~ l n
О mc0V coJ

+  / ( 0 ).

Поскольку-2 (7 2  + 1) < — < 2 (7 2  -  1), то время,
со

в течение которого справедливы приведенные 
выше формулы, удовлетворяет неравенству

t< t*  = 2 ( 7 2 - 1 ) - - 7 Г ^ - ° Г 2 - - ° \ Л - 1 )
с0 тсо У с0)
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Рис. 2. Зависимость скорости движения массы от 
энергии падающей волны при различных начальных 
условиях.

Рис. 3. Качественная зависимость КПД от приведен­
ной энергии падающей волны.

Учитывая, что подводимая к  движущейся массе 
энергия равна

i t
£о = j ( S 0- v h 0)dt = h0j(2 c 0- v ) d t  =

О

= тс0 In
\

1 тс0\  c0j
t

из (12) имеем v = 2 с0 + (v0-2 c 0)exp 'О . Соот-
тсО'

ветствующая этой формуле зависимость пред­
ставлена на рис. 2.

Представляет также интерес рассчитать отно­
шение изменения кинетической энергии к подво­

димой энергии, т.е. КПД Т) = т (уг -  v 2o )/(2£о) (г < 
< t*). Отсюда при v0 = v(0) = 0 с учетом (12) нахо­

дим КПД разгона r\ = Sh20 ?2/^ m2cl 1 +
2 hot's
mcQj

In 1 +

+ 2 V
тсО

, где t < t* или, выражая его через энер­

гию падающей волны, г\ = 2 ехр| во ^
V vmc0)

2

- 1  /
£о f2 e0^l 
—  ехР —тсо VmcVJ

На рис. 3 представлена зависимость КПД от 
приведенной энергии падающей волны. Видно, что 
для рассматриваемого случая КПД не превосходит 
0.7. Все решения получены в приближении (4):

/
т с0 со0 1 -

V 1 1

3 г ,

с0/ -I
§> 1

- < 2 ( 7 5 - 1 )
с0

Наличие силы трения (3) приводит к существо­
ванию нескольких режимов движения [18]. Если 
сила, обусловленная давлением волн, меньше силы 
трения, то движение объекта за конечное время 
прекратится. В случае, когда эти силы сравнимы 
по величине, движение будет прерывистым. И на­
конец, движение объекта будет непрерывным, 
когда сила воздействия на него достаточно велика. 
Для последнего случая, в рамках указанного при­
ближения, будем иметь

п А  +А,ехр(2рг) _ „  _ CoS
V  =  Со>1 К г-----:----------- --- а . 4- 2Сп +

1-А,ехр(2рО ‘ 2А0’

4кРIn 1 -  Л,ехр(2(3г)
1 -А

Здесь А, = 2 -  — + ^  + J k /
С О 2/г0

Й 1 ;Ы р  +А)1 + ̂ ,р=
J 4 vc0 А0у/г0 /г0

2 _  12 + —  
с0 2 А0

hQj K
тсо

Таким образом, законы изменения энергии и 
импульса применительно к распределенным сис­
темам с движущимися вдоль них объектами поз­
воляют определять некоторые важные величи­
ны, не прибегая к решению соответствующих не­
линейных краевых задач.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Российского фонда фундаментальных исследова­
ний (грант № 00-01-00344) и ФЦП “Интеграция”.
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Transformation of the Elastic Wave Energy to the Energy of Motion of Bodies
A. I. Vesnitskii and E. E. Lisenkova

Abstract—The motion of a body along an elastic guide under the effect of an incident wave is considered. An 
equation describing the longitudinal motion of a body along an arbitrary' guide is derived from the laws gov­
erning the energy and momentum variations for the case when the incident wave generates a single reflected 
wave. The equations that describe the motion of a body along a string and along a beam corresponding to the 
Bernoulli-Euler model are considered as examples. The process of the body acceleration along a beam of the 
aforementioned type is investigated. For the subcritical velocities, the law governing the motion of the body 
and the ratio of the kinetic energy variation to the energy supplied to the body are determined.
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