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На практике для создания виброизоляции из- 
гибных волн в стержнях и пластинах применяют 
резонаторы [1-7]. Простейшим резонатором яв­
ляется пружина с грузом [8-10]. Такой резонатор, 
расположенный перпендикулярно пластине и 
присоединенный к ней пружиной, интенсивно 
рассеивает изгибные волны, распространяющие­
ся в этой пластине. Виброизоляция происходит 
вследствие рассеяния (отражения) изгибных волн 
от резонаторов [3, 4-6]. Диссипативные потери в 
резонаторе уменьшают эффективность его рабо­
ты как рассеивателя изгибных волн. В работе [11] 
показано, что при определенном значении коэф­
фициента диссипации мощность, поглощаемая 
резонатором, достигает максимума и становится 
равной мощности, рассеянной этим резонатором. 
Это свойство резонатора с диссипацией можно 
использовать для создания эффективного погло­
тителя изгибных волн в стержнях и пластинах. 
Широкополосные поглотители, состоящие из не­
скольких резонансных элементов, исследованы в 
работе [12].

Пусть тонкий полубесконечный стержень сов­
падает с полуосью .г > 0, его конец а = 0 заделан­
ный. По стержню бежит гармоническая изгибная 
волна со смещением

vv0 )( a:, Г) =  e \ p [ - i ( k x +  СОГ)],

где к и со -  соответственно волновое число и кру­
говая частота. При отражении от заделанного 
конца возникают две волны -  однородная и неод­
нородная, отраженное поле имеет вид

w  ( a , t )  =  { i e  -  (1 +  i ) e  } е  

Полное поле в стержне равно

w-(0W )  = v / W )  + w<rW )  = (1)

=  (1 +  i ) { c o s ( k x )  -  s i n ( k x )  -  е ~ к ' } е ~ ' ш .

В этом стоячем поле пучности расположены в 
точках

(4л -  1 )п 
41 '

где п -  любое целое положительное число. В ка­
кой-либо пучности поля vv(0> (например, при х - х (] = 
= Н) присоединим к стержню резонатор с массой 
т и коэффициентом упругости к( 1 -  /е), где £ -  ко­
эффициент диссипации. Под действием поля 
w{0)(a , /) резонатор возбуждается и излучает поле 
и,(1)(л\ г). Полное поле w в стержне с резонатором 
равно (vv<0) + w(l). Покажем, что при определенном 
значении коэффициента диссипации е в полном 
поле vv(a , г) при а  > Н на резонансной частоте от­
сутствует бегущая изгибная волна exp[i(kx- cor)].

Обозначим через w\t) -  смещение груза резона­
тора. Уравнение движения этого груза имеет вид

d2 и/
« Т Гdt

где сила F определяется по формуле

F(t) = к(1 (3)

Уравнение движения стержня, соединенного с 
резонатором, можно написать в виде

= F (r)5 (A -tf) , (4)

где р и G -  соответственно линейная плотность и из­
гибная жесткость стержня, 5(a) -  дельта-функция.

Волновое число изгибной волны равно

Поскольку волны wU) и w{r) являются свободными 
волнами, то в левой части уравнения (4) можно 
заменить w на vv(1>. Смещение vv(l) удовлетворяет 
граничному условию

dwil)
dx

= 0 при а =  0.

Рассеянное поле в стержне получим следую­
щим способом. Рассчитаем смещение в полубес- 
конечном стержне, создаваемое точечной гармо­
нической силой F(t) = F0exp(-/coO, где F0 -  ком-
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плексная амплитуда. В безграничном стержне эта 
точечная сила создает смещение

• р

w u \ x , t )  =  — —, { e x p \ i k \ x - Н \ )  +
4G*'

+ /ехр[-& |х- //|]  }ехр(-/сог).

Учитывая волны, отраженные от заделанного кон­
ца л = О, получим следующие выражения для w(l):

.0) iFо0 < х < # ,  vv'l'(x ,r) = u-'{exp [ik(H -  х)] +
4Gk

+ ie \p [-k (H  -  x)] + [ iekH -  (1 + i)e~kH]elk'x +

+ [е~кИ -  (1 + i)e'kH]e~kl }exp(-/cor),

х > Я ,  vv(1)(x, r) =

i F o  r r  - i k H  . . i kH  . -4 - к Н л ikx

(6)

4 Gk
П - 1 К П  * l \ n  / Л  .4 - K i l  л 1 К Лe +ie -  (1 + i)e \e + (7)

r .  kH - k H  . ч i k H ,  - k x ,  . .+ [ie +e  - (1  + i)e ]e } exp (-/cor).

Амплитуду силы F0 подберем таким образом, 
чтобы удовлетворялось соотношение (3). Соглас­
но уравнению (2) смещение груза будет

ои/(г) = ---- -ехр(-/сог). (В)
т со

Подставляя формулы (1), (6) и (8) в соотноше­
ние (3), получим искомую амплитуду силы

F0 = itow ^(H )
[

ReK + eco
к(1 + e z)

-i

]
(9)

<+ i Im Y + CO

mco K(1 +E ) j .

где

wq0)(W) = wi0)(H, r)exp(/cor).

Y = -/со>у(1)(Я, t)
W )

-  податливость полубесконечного стержня по от­
ношению к точечной силе. Пренебрегая малыми

величинами порядка ехр(-Ш) = ехр 

имеем приближенно

-(4<?-1)5

w T (H ) = 2ехр (-ikH ), У = - 5 Ц ( 2  + i).
\G k

Рассеянное поле w(1) получим по формулам (6) 
и (7) при подстановке F0 в них. Резонансное рассе­

яние происходит при частоте со0, определяемой из 
уравнения

1шУ + 1 со = 0.
wco К( 1 + е “)

На резонансной частоте амплитуда силы равна

(Ю)

F0 = /со н-о01(Я)[R еУ + 8 С 0
п-1

-  ; 4 G i V “ l 1 + 2гСк

К (  1 + е " ) - 1

3 п-1

К ( 1  +  £ " ) -

Выделим в полном поле w = wl0) + vv(1) волну, 
бегущую вдоль оси х. Согласно формулам (1) и (7) 
амплитуда этой волны равна

Л = / + -------\е + ie  — (1 + i)e ].
4 Gk*

При частоте со = со0 имеем приближенно

А = U 1 - 2 1 + 2 гСк з -п-1

К (  1 + £ ■ ) -

При коэффициенте диссипации £, равном прибли­
женно K/(2Gk3), амплитуда А обращается в нуль. 
Это означает, что резонатор полностью погло­
щает падающую волну.

Выполним аналогичное исследование для пла­
стины. Пусть полубезграничная пластина лежит 
в верхней полуплоскости ху и заделана на границе 
у = 0. На эту границу падает гармоническая изгиб- 
ная волна со смещением

w ° \x ,y , t )  = ехр[ / ( £ > -  к“у -  юг)],

где к°х. и (~к°х) -  проекции волнового вектора па- 
дающей волны соответственно на оси х и у. Пол­
ное поле vv(0) в пластине, равное сумме падающей 
и отраженных волн, имеет вид

о о

w<0\ x , y , t )  = - /2 {  sin (А-'1}’ -  (р°) +

+ sin(p°exp(-a°y) }ехр[/(&°х- <р° — cor)],
(П )

где

a 0 = J k 2-(k°x) \  sirup0 = A .

J l k
В этом поле пучности расположены на линиях уп ~ 

я ( 2 и  -  1) +  2ср°= —-------- ------2- , где п -  любое целое число.
2 к°у

Вдоль какой-либо из этих линий (например, при 
у = у(/ = Н) в точках х = xs = sL, где s = 0, ±1, ±2, ..., 
присоединим одинаковые резонаторы с массами 
т и коэффициентами упругости к( I -  /£). Под дей-

А К У С Т И Ч Е С К И Й  Ж У Р Н А Л  том  48 №  2 2002



РЕЗОНАНСНЫ Й ПОГЛОТИТЕЛЬ ИЗГИБНЫ Х ВОЛН В СТЕРЖНЯХ И ПЛАСТИНАХ 279

ствием поля w{0i резонаторы возбуждаются и из­
лучают поле w(1). Полное поле в пластине с резо­
наторами равно w = w(0) + w(I).

Обозначим через w's (г) -  смещение груза s-го ре­
зонатора (присоединенного к пластине в точке 
(х5Ч Н)). Уравнение движения этого груза имеет вид

где сила Fs определяется по формуле

F,(t) = к(1 -  ie)[w's(t) -  w(x„ Н, г)]- (13)

Уравнение пластины, соединенной с резонато­
рами, запишем в виде

dw: п к 2 
р — -  +  О Д  w

dt

S  =  оо

X  Fs( t ) S ( x - x ,) b ( y - H ) ,
S =

где р и G -  соответственно поверхностная плот­
ность и изгибная жесткость пластины, Д -  опера­
тор Лапласа. В левой части этого уравнения мож­
но заменить w  на w(1).

Структура рассеянного поля определяется пе­
риодом рассеивающей решетки (цепочки резона­
торов), величина w{l)(x, у, t)exp(-i к°х х) является пе­
риодической функцией х с периодом L. На этом 
основании при возбуждающем поле (11) силу F,(r) 
можно представить в виде

п = <»

- 1
iF

ALGkп = —00

wll)(x, у, t) =

— [1 -  exp(i2k".H -г'2ф")] х
к\

х expf/(A:"jc -  cor) + ik"(y -  Н)] + (14)

+ /Г--—  ““ sin (pw exp (/А:”/ /  — /ф — a  f//) l  х 
La" кх -I

х exp [i(knxx  -  cor) -  а"(у -  H) \

к"
где sincp” = — В фигурной скобке первое слага-

V2 к
емое есть однородная плоская волна при кпх < к и

неоднородная плоская волна при кп] > к, второе 
слагаемое всегда является неоднородной волной.

Амплитуду силы F подберем таким образом, 
чтобы удовлетворялось соотношение (13). Под 
смещением пластины в точке присоединения ре­
зонатора следует понимать усредненное смеще­
ние по площади контакта пластины и резонатора.
Согласно уравнению (12) смещение w'(r) равно

^ I . Подставляя w(0), w(,) и w's в соотношение (13), 
т со"
получим искомую амплитуду силы

1 соF = /Сйн,о°)(0, Н)
-I

Y + i
.со т к (1 -/е)_

Fs(t) = Fexp[(A£*,-a>0].

где F -  амплитуда силы при s = 0. Рассеянное поле 
в пластине получим тем же методом, что и рассе­
янное поле в стержне. В безграничной пластине 
цепочка точечных сил Fs(t) создает поле

п =

W(2) iF

П = -м4 LGk
\e x p ( i k ’‘]H -  у\) +

l * v

+ -yie x p (-a”|W ->i) |е х р [i(k"x-cor)],

где

к "  =  k 0x  +  ^ j - n ,

к; = J k 2- ( 0 \  a" = J k 2 + a ' ; r .

Учитывая волны, отраженные от заделанной гра­
ницы у  = 0, получим следующее выражение для
w(1) при у > Н :

где

4 0)(0, Н) = w°(0, Н, г)ехр(гсог) = 2exp(-ik°yH),
.0)

Y =
—/cow ( x s, H , t )

а дп = <*
« У  — —\ 1 -  exp[/2(£”t f -  ф")] + / - 1 

^  4 L G k 2k ’; \  F V a"n =  - «  » v-

_ sin(£"a)exp(/£”a ) - I  
{к"a)  (ik"a)

Усреднение выполнено по квадратной площадке 
со сторонами 2а, малыми по сравнению с длиной
изгибной волны, гп = 1 при кпха 1. Рассеянное
поле получим по формуле (14) при подстановке F 
в нее. Резонансное рассеяние происходит при час­
тотах, определяемых из уравнения

1тК + —----------= 0.
тсо К(1+е')

По форме это дисперсионное уравнение совпада­
ет с уравнением (10), но здесь из-за сложной зави­
симости Y от частоты оно может иметь несколько
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решений. На резонансной частоте амплитуда п-го 
рассеянного однородного спектра (рассеянной од­
нородной плоской волны) равна

со

2 LGk2k*\

х exp[-i(*J + О Н ] {  1 -  e\p[i2(k".H  -  ф")]}, 
где

Yl = ReY = ' £ СО—  { 1 -  cos[2(£v# -  ф )]},(16) 
4 LGk~k\.

штрих означает, что суммирование производится
по всем 5, при которых к\. вещественное.

При периоде цепочки, меньшем X(l + sin0)_1,
а . k°v 2пгде 6 = arcsin-r- -  угол падения волны, А = — , в

к к
рассеянном поле (14) только “нулевой" спектр од­
нородный. Тогда из формул (15) и (16) получим 
соотношения

со
2 LG k2k°J

оД0 = 2ехр(-/2ф ) 1 +
2 eLG k2k°,

к(1  + е 2)

Складывая отраженную однородную волну с “ну­
левым’* рассеянным спектром, получим убегаю­
щую однородную волну с амплитудой Д, равной

[-  ехр(-/2ф°) + А0] =

о.= -ехр(-/2ф  ) 1 - 2 1 +
2zLGk2ку 
к(1 + е 2)

-1-1

При коэффициенте диссипации е, равном прибли-
кженно

2 LGk2k°
, амплитуда Д обращается в нуль.

Это означает, что цепочка резонаторов полно­
стью поглощает падающую волну.
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Resonance Absorber for Flexural Waves in Beams and Plates
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In practice, a vibration insulation for flexural waves in beams and plates is obtained with the use of resonators 
[1-7]. The simplest resonator is a spring-mass system [8-10]. When such a resonator is positioned normally to 
a plate and attached to it by a spring, it provides effective scattering of flexural waves propagating in the plate. 
The vibration insulation occurs because of the scattering (reflection) of flexural waves from the resonators 
[3.4, 6]. A dissipative loss in a resonator reduces the efficiency of its operation as a scatterer for flexural waves. 
Earlier [11], it was shown that, at a certain value of the dissipation factor, the power absorbed by a resonator 
reaches its maximum and becomes equal to the power scattered by this resonator. The latter property of reso­
nators with dissipation can be used for designing efficient absorbers of flexural waves propagating in beams 
and plates. Wide-band absorbers consisting of several resonant elements were studied in [12].

А К У С Т И Ч Е С К И Й  Ж У РН А Л  том  48 №  2 2002

mailto:bvp@akin.ru

