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Рассматриваются акустические волны, возникающие в упругой сферической оболочке с жидким 
наполнителем, помещенной в жидкость. Показано, что в общем случае ни один из четырех типов 
волн, возможных в такой системе (дозвуковая и сверхзвуковая антисимметрические волны Лэмба, 
симметрическая волна Лэмба, “шепчущие галереи”), не реализуется изолированно, но происходит 
взаимодействие между волнами разных типов.

Задача рассеяния плоской акустической вол­
ны упругой сферической оболочкой относится к 
так называемым эталонным задачам, для кото­
рых получены аналитические решения. Эти зада­
чи важны для оценки точности приближенных и 
численных методов и помогают понять физичес­
кие процессы взаимодействия акустических волн 
с упругими телами. Целью данной статьи являет­
ся рассмотрение акустических волн, возникаю­
щих при рассеянии звука сферической оболочкой 
с наполнителем, и выяснение механизма взаимо­
действия между волнами различных типов.

Впервые вопрос рассеяния звука упругой сфе­
рической оболочкой, заполненной воздухом, рас­
смотрен в [1], где для описания движения оболоч­
ки использовалась теория тонких оболочек. Как 
было показано в [2], данная теория плохо описы­
вает изгибные колебания оболочки. Решение за­
дачи на основе точной теории упругости содер­
жится в [3], где рассматривается оболочка, поме­
щенная в идеальную жидкость и заполненная той 
же жидкостью. Обобщение на случай различных 
жидкостей легко получается и приводится, на­
пример, в [4]. Недавно получено решение для 
оболочки, частично заполненной жидкостью [5].

В монографии [6] рассеянное поле выражено 
через механический импеданс оболочки и импе- 
дансы излучения во внешнюю и внутреннюю об­
ласти, и приводятся точные и приближенные 
формулы для определения механического импе­
данса.

В настоящей работе использованы результа­
ты [3,4], справедливые не только для тонких обо­
лочек, но и для упругого сферического слоя про­
извольной толщины.

Пусть на оболочку падает плоская монохрома­
тическая звуковая волна, описываемая выраже­
нием:

р0 = pexp(ikrcosQ), (1)

где р -  амплитуда звукового давления, к -  волно­
вое число во внешней жидкости, г -  расстояние от 
центра оболочки, 0 -  угол, отсчитываемый от на­
правления падения волны. Рис. 1 поясняет геоме­
трию задачи. Плоская волна падает в направле­
нии, обратном направлению оси X  на рисунке. 
Плотности внутренней и внешней жидкостей 
обозначены р, и р2, соответственно, скорости 
распространения звука -  с{ и с2. В выражении (1) 
и далее для краткости не выписывается множи­
тель exp(-icor).
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Для падающей волны р0, рассеянной волны 

p (2s)  и поля внутри оболочки р { справедливы раз­
ложения:

где а -  внешний радиус оболочки. Другой часто 
используемой величиной является сечение рассе­
яния с , которое также выражается через форм- 
функцию:

Ро = р £ ( 2 я +  \ )i"j„(kr)Pn(cose), (2) 
/1 = 0

Р[ = р ^ ( 2 п +  \) i“a J n(k tr)Pn(cosQ), (3)
п = 0

р ?  = р £ ( 2 я + l ) f b nh ll\k r )P n(cosQ). (4)
п = 0

Здесь j n и h (n[) -  сферические функции Бесселя и 
Ганкеля порядка п\ Рп(х) -  многочлен Лежандра, 
к{ = со/с{. Числовые коэффициенты ап и Ьп и четы­
ре коэффициента с,„ входящие в выражения 
для смещений оболочки, определяются из шести 
граничных условий: непрерывности смещений на 
внешней и внутренней поверхностях оболочки, 
условий равенства полного звукового давления и 
нормальной составляющей напряжения оболоч­
ки (с учетом знака), и условий отсутствия каса­
тельных напряжений на поверхностях оболочки 
[3,4]. Нахождение коэффициентов сводится к  ре­
шению системы из шести линейных уравнений с 
шестью неизвестными:

IK7||„[a„, b,„ с„, d,„ е„, f„]T = [а „  0, а 3, 0, 0, 0 ]

Выражения для а ь а 3 и элементов матрицы пц 
приведены в приложении. Таким образом, коэф­
фициенты а„ и Ьп зависят от частоты, параметров 
внешней и внутренней сред (р,, с]5 р2, с2), плотно­
сти материала оболочки, коэффициентов Ламэ, а 
также от радиуса и толщины оболочки.

Обычно анализируется форм-функция/, которая 
определяется через звуковое давление рассеянной
волны р 2 в направлении, обратном направлению
падения волны (0 = л) на бесконечном удалении от 
центра оболочки (г — -  °о). Используя асимптотиче­
ское выражение h'„" (х) ~ (-/)"+1exp(t*)/r и учиты­
вая, что Р„(-1) = (-1)", можно записать форм-

функцию /и р ‘2" как:

(2л + 1) ( - 1) Х
/1 = 0

ка
Для анализа форм-функции предлагались раз­

личные методы [7]. Широкое распространение 
получил метод интегрального преобразования 
Зоммерфельда-Ватсона [8, 9]. Преобразование 
применяется к  ряду парциальных мод типа (4), 
что позволяет существенно ускорить вычисления 
этого медленно сходящегося ряда. Кроме того, 
таким способом можно получить вклад отдель­
ных типов волн в рассеянное звуковое поле.

Другим часто применяемым методом является 
использование теории резонансного рассеяния 
[10, 11], заимствованной из квантовой механики. 
Основная идея состоит в том, что рассеянное по­
ле можно формально представить как сумму двух 
компонент: резонансной, связанной с упругими 
резонансами оболочки в вакууме, и фоновой, 
обусловленной так называемыми дифракцион­
ными модами. В качестве фоновой составляю­
щей часто используют звуковое поле, рассеянное 
на идеально жесткой или мягкой сфере. Выбор 
подходящей фоновой составляющей, вычитая ко­
торую можно получить резонансную часть в 
классической Брейт-Вигнеровской форме, явля­
ется главной проблемой в этом методе. Для тон­
ких оболочек фоновая составляющая соответст­
вует рассеянию на мягкой сфере, для очень тол­
стых оболочек -  на жесткой сфере. В некоторых 
работах [4, 11] предложено использовать проме­
жуточное основание, составленное из решений 
для мягкой и жесткой сфер. Это позволило полу­
чать несколько лучшие результаты, но полно­
стью не решило проблемы.

Новый способ выделения резонансной состав­
ляющей предложен в серии работ [12-14] и, для 
цилиндрической оболочки, применен в [15]. Со­
гласно этому методу, резонансная составляющая 
выделяется не путем вычитания некоторого фо­
на, а получается в результате численного опреде­
ления полюсов форм-функции (корней дисперси­
онного уравнения det||m,y|| = 0) на комплексной 
плоскости частоты при заданном номере моды 
п = 0, 1, 2, так что каждая парциальная мода в 
выражении (5) анализируется в отдельности. Ч а­
стоту принято выражать в безразмерных ком­
плексных величинах ка. Зная положения полю­
сов и номер парциальной моды, легко определить 
фазовую скорость и построить дисперсионные 
кривые. Анализ дисперсионных кривых позволя­
ет идентифицировать резонансы по принадлеж-
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Таблица 1. Параметры, использованные в расчете; cL и 
ст-  скорости продольной и поперечной волны в титане, 
соответственно

Плотность, кг/м3 Скорость звука, м/с

воздух 1.293 346
эфир 713.5 985
вода 1000 1500
титан 4540 cL = 5718.8; ст= 3056.8

ности к  определенному типу движения (волне). 
Этим методом и были получены все результаты в 
данной статье.

В последнее время опубликовано много работ, 
посвященных взаимодействию упругих и акусти­
ческих волн как в классических [16—18] так и в бо­
лее сложных [19-22] системах. Появление этой 
статьи во многом вызвано публикацией [15], в ко­
торой исследуются волны изгибного типа, рас­
пространяющиеся в цилиндрической оболочке с 
жидким заполнителем. Настоящая работа разви­
вает результаты, полученные в [15]. Рассмотре­
ние не ограничивается только волнами изгибного 
типа, анализируются и продольные волны. Расче­
ты выполнены в более широком диапазоне без­
размерных частот. Кроме того, кратко обсужда­
ются результаты для полой оболочки, получен­
ные впервые в [12, 14], что позволяет нагляднее 
представить механизм взаимодействия различ­
ных типов волн.

Численное определение положения полюсов 
х,щ на комплексной плоскости безразмерной час­
тоты ка выполнялось с использованием теоремы 
Коши о вычетах [23]. Прямоугольная область 
0 < Rt(ka) < 100, 0 < Im(ка) < 5 разбивалась прямо­
угольной сеткой. В каждой ячейке сетки при за­
данном значении п вычислялся интеграл:

Iо = j>bn(ka)d(ka),
С

где С -  граница ячейки, Ьп(ка) -  коэффициент в 
разложении (5), представленный как функция ча­
стоты. Если /0 был отличен от нуля (в пределах 
точности вычислений), то положение полюса х,щ 
определялось [11] из отношения интегралов:

xnq = y{kab,Xka)d{ka). 
с

Индекс п в обозначении полюса соответствует 
номеру парциальной моды, q определяет принад­
лежность к некоторому типу волны. Вычисле­
ния производились в программе, специально со­

ставленной с помощью математического пакета 
Matlab 5.2.

Относительная фазовая скорость волны cpnq /с2 
по определению [4, 24] есть

срНп̂д _  _____
с2 п + (1/2 )’

Re(x,^)

Расчеты были выполнены для сферической 
оболочки из титана с отношением толщины h к 
радиусу hja = 0.042. В качестве заполнителя рас­
сматривались вода, эфир и воздух. Числовые па­
раметры, принятые для расчета, указаны в таб­
лице 1.

Рассмотрим вначале более простую систему -  
пустую сферическую оболочку, погруженную в 
воду. Подробное обсуждение читатель найдет в 
[12,14], здесь же будут приведены только резуль­
таты расчетов и некоторые выводы.

На рисунке 2а показан модуль форм-функции. 
В довольно сложной частотной зависимости |/ | 
можно выделить две характерные области: при 
малых значениях частоты 1 < ка < 4 присутствуют 
несколько мощных резонансных пиков, в диапа­
зоне ка примерно от 20 до 35 имеется несколько 
широких перекрывающихся резонансных макси­
мумов, создающих характерный подъем. Выше 
частоты ка ~ 50 форм-функция колеблется вбли­
зи единицы с заметными резонансными пиками и 
провалами.

Изрезанность форм-функции обусловлена 
возбуждением в оболочке упругих волн. В обо­
лочке в вакууме в рассматриваемом частотном 
диапазоне распространяются две упругие волны, 
которые по аналогии с волнами в пластине были 
названы антисимметричной, а0, и симметричной, 
%  волнами Лэмба [12]. На рисунке За показаны 
дисперсионные кривые волн Лэмба в оболочке в 
вакууме и в пластине равной толщины [25]. Са­
мой низкой модой, на которой возможно возбуж­
дение волны а0 в оболочке, является вторая мода. 
На низких частотах (в нашем случае ка < 10) вол­
ны в оболочке существенно отличаются от волн в 
пластине и их название носит условный характер. 
К примеру, в реальной оболочке на низких часто­
тах невозможно возбудить волну а0 без появления 
симметричной волны [6].

Фазовая скорость волны s0 слабо изменится, 
если погрузить оболочку в жидкость (рис. За). 
К ак видно, наличие внешней жидкости заметно 
сказывается лишь на резонансных частотах нуле­
вой и первой моды, где волна несколько замедля­
ется. Начиная с четвертой моды, кривые практи­
чески сливаются, и волна s0 почти не испытывает 
дисперсии.
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Рис. 2. Модуль форм-функции: а -  пустой оболочки, б -  оболочки, заполненной эфиром, в -  заполненной водой.

Совсем по-другому обстоит дело с антисимме­
тричной волной Лэмба. Фазовая скорость этой 
волны в оболочке в вакууме быстро уменьшается 
при малых значениях ка, проходит минимум вбли­
зи ка = 5, после чего возрастает и, начиная с ка ~ 
~ 27, превышает скорость звука в воде. Когда 
оболочка погружена в воду, наблюдается инте­
ресное явление расщепления волны а0 на две со­
ставляющие, условно названные в [12] дозвуко­
вой а<у_ и сверхзвуковой (в других работах, на­
пример в [15], сверхзвуковая ветвь называется 
“волной А”, но мы будем пользоваться обозначе­
ниями, введенными в [12]).

Дисперсионные кривые волн ао_ и а ^  рассчи­
танные для указанных выше числовых парамет­
ров, также приведены на рис. За. Положение по­
люсов, соответствующих волнам $0, ао_ и д^, по­
казано на рисунке 36.

Механизм взаимодействия двух ветвей анти­
симметричной волны Лэмба можно представить 
следующим образом. На низких частотах (в на­

шем случае, ка < 20) волна а ^  ведет себя как ди­
фракционная и распространяется в воде вблизи 
поверхности оболочки. Ее полюсы расположены 
далеко от действительной оси (рис. 36), и она вно­
сит малый вклад в рассеянное поле. В низкочас­
тотной области в оболочке распространяется 
волна До_, которая мало отличается от изгибной 
волны а0 в “сухой’' оболочке. Из-за влияния присо­
единенной массы окружающей оболочку жидкос­
ти, фазовая скорость волны ао_ несколько умень­
шается по сравнению со скоростью а0 (рис. За). 
Полюсы, связанные с волной до_, лежат очень 
близко к действительной оси (рис. 36).

В области частот, где фазовая скорость изгиб­
ной волны в “сухой” оболочке приближается к с2 
(20 < ка < 40), происходит обмен ветвями. Ско­
рость дозвуковой волны а$_ начинает плавно воз­
растать, стремясь к с2ч в то время, как дисперсион­
ная кривая ветви д0+ приближается к кривой для 
д0. Начиная с ка ~ 20, полюсы ветви а^_ быстро от­
даляются от действительной оси и волна превра-
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Рис. 3. Дисперсионные кривые (а) и положения полюсов (б) на комплексной плоскости безразмерной частоты ка, со­
ответствующие антисимметричной и симметричной волнам Лэмба в оболочке в вакууме и в пустой оболочке в воде. 
Сплошными кривыми показаны скорости волн в титановой пластине той же толщины. Цифры рядом с кривыми -  но­
мера мод.

щается в дифракционную. Напротив, ветвь 
трансформируется в изгибную волну, распрост­
раняющуюся по оболочке. В области частот, где 
происходит обмен ветвями, форм-функция имеет 
характерный подъем.

Если оболочка заполнена жидкостью (или га­
зом), то в ней возможен еще один тип движения -  
волны типа “шепчущих галерей” [25], wg. Диспер­
сионные уравнения для волн этого типа в сфери­
ческой полости радиуса а2 с абсолютно жесткими
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_|__________ I__________ I__________ I--------------- 1
20 40 60 80 ка

- 1т(/:<г)
5

j__________ I----------------1--------------- 1--------------- 1--------------- 1
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Рис. 4. Дисперсионные кривые (а) и положения полюсов (б) волн а0+ и волн типа “шепчущих галерей”, wg, для обо­
лочки, заполненной водой. Для сравнения показаны относительная фазовая скорость волны а$ в оболочке в вакууме 
и положения полюсов волны а$+ в оболочке, заполненной воздухом и эфиром. Полюса, принадлежащие волнам wg{-  
wg4 показаны, начиная с ка> 30. Цифры рядом с кривыми -  номера мод.

и абсолютно мягкими границами записываются в 
виде j'n (к{а2) = 0 и j,t(k\a2) = 0, соответственно.

Резонансы, связанные с данным типом волн, 
существенно усложняют вид форм-функции. На 
рисунках 26 и 2в представлены модули форм-

функций для оболочки, заполненной эфиром и 
водой. Как видно из рис. 2в, помимо характерного 
подъема в диапазоне ка от 20 до 35, форм-функ- 
ция имеет еще несколько подобных особенностей 
в областях 40 < ка < 55, 65 < ка < 75 и т.д. Однако 
форм-функции для оболочки, заполненной эфи-
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Таблица 2. Безразмерные комплексные частоты полюсов, ка> определяющих симметричную волну Лэмба, s0. 
Для оболочек с водой и эфиром указаны два ближайших полюса

Мода Оболочка 
в вакууме Пустая оболочка в воде Оболочка с эфиром Оболочка с водой

0 5.6823 4.4494-2.5016/ 5.1544-1.2674/ 3.9221-0.4227/

5.2791-0.4580/ 6.0701-0.8611/
1 6.9511 6.0319-1.3931/ 6.0487-0.2946/ 5.5152-0.2388/

6.7402-0.8382/ 7.4481-0.7111/
2 9.5726 9.2103-0.5746/ 9.1039-0.2104/ 7.7202-0.0167/

9.8137-0.3553/ 9.4238-0.4052/
3 12.7789 12.6373-0.2855/ 12.4002-0.0669/ 12.1449-0.0223/

13.0210-0.2282/ 13.3383-0.3034/
4 16.1568 16.0945-0.1567/ 15.7118-0.0078/ 16.0331-0.1005/

16.2895-0.1575/

ром, имеет совершенно отличный вид: подъем в 
диапазоне ка от 20 до 35 не так явно различим, как 
на рис. 2а и 2в, и он распространяется на больший 
интервал частот, примерно от ка = 20 до ка = 60.

Рассмотрим более подробно случай оболочки, 
заполненной водой. Для него были определены 
положения полюсов и построены дисперсионные 
кривые, представленные на рис. 4. Волна aq_ лег­
ко узнается, так как почти не изменяет своего ви­
да по сравнению с волной в пустой оболочке. 
Как и следовало ожидать, из-за влияния заполни­
теля скорость данной волны несколько уменьши­
лась. Если минимальная относительная скорость 
волны а0 в “сухой” оболочке равна 0.520, то в пу­
стой оболочке, помещенной в воду, она уменьша­
ется до 0.406, и становится равной 0.345 в оболоч­
ке с водным заполнителем.

Сверхзвуковая ветвь антисимметричной вол­
ны, а0+, испытывает значительное изменение. 
В диапазоне частот 40 < ка < 55 происходит взаи­
модействие с самой медленной из волн типа “шеп­
чущих галерей”, wg0, после чего относительная 
фазовая скорость ветви aQ+ перестает расти и вы­
ходит на уровень приблизительно 1.08. Скорость 
волны wg0, распространяющейся в полости с аб­
солютно мягкими или абсолютно жесткими гра­
ницами, как известно, монотонно уменьшается. 
В нашем случае вблизи области взаимодействия с 
я0+ фазовая скорость wg0 начинает плавно расти и 
в диапазоне ка от 35 до 55 эта волна как бы заме­
щает а0+. Далее, когда скорость wg0 приближает­
ся к  скорости следующей из волн “шепчущих га­
лерей”, wgj, снова происходит взаимодействие, и 
волна wg0 превращается в wg{. То же самое проис­

ходит и со следующими волнами: wg[y wg2 и т.д. 
Это интересное явление было, вероятно впервые, 
отмечено Векслером в [15] для случая цилиндри­
ческой оболочки.

Таким образом, антисимметричная волна Лэм­
ба (изгибная волна), как таковая, не распространя­
ется в оболочке с жидким заполнителем, помещен­
ной в жидкую среду. Изгибная волна получается 
как результат взаимодействия между волнами ти­
па а<у_, wg. Легко заметить, что форм-функция 
имеет особенности в областях взаимодействия (об­
мена ветвями) между волнами различных типов.

Интересно проследить изменение траекторий 
полюсов, определяющих волны разных типов 
(рис. 46). Сравнивая рисунки 36 и 46, легко ви­
деть, что траектория полюсов а^_ мало меняется. 
Напротив, полюсы волны а0+ начинают быстро 
приближаться к действительной оси при ка > 30. 
Это подтверждает предположение, что на этих 
частотах данная волна изменяет свой характер и 
становится волной wg4 полюсы которой, как пра­
вило, имеют малую мнимую часть.

Полюсы волн wg0-wg4 плавно отдаляются от 
действительной оси в частотной области взаимо­
действия волн, затем опять приближаются к  ней. 
Полюсы, максимально удаленные от оси, точно 
соответствуют пересечению дисперсионных кри­
вых волн wg и волны а0 (рис. 4). Для наглядности, 
на рисунке 46 нанесены также траектории полю­
сов волны я0+, распространяющейся в оболочке, 
заполненной воздухом и эфиром. Заметно, что 
увеличение плотности заполнителя приводит к 
уменьшению ширины резонансов данной волны.
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Рис. 5. То же, что и на рис. 4, для оболочки, заполненной эфиром. Для сравнения показаны относительная фазовая 
скорость волны до в оболочке в вакууме и кривые, соответствующие волне в оболочке, заполненной водой.

Если оболочка заполнена жидкостью, в кото­
рой скорость звука меньше, чем во внешней сре­
де, например эфиром, то картина усложняется. 
В этом случае может возникать взаимодействие 
волн wg как с волной ао+, так и с волной

Дисперсионные кривые волн, распространяю­
щихся в оболочке, заполненной эфиром, показа­

ны на рис. 5а. На том же рисунке показаны кри­
вые относительной фазовой скорости волн а0 (в 
оболочке в вакууме) и а$_ в оболочке, заполнен­
ной водой. Скорость волны «о_ в оболочке с эфи­
ром и в оболочке, заполненной водой, почти оди­
накова на частотах ка < 13, далее происходит вза­
имодействие с волной wg0. До частоты ка ~ 35
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Cphase/ ^2

Рис. 6. Дисперсионные кривые (а) и положения полюсов (б) волн типа %_ и wg для оболочки, заполненной воздухом. 
Пунктир соответствует волне в пустой оболочке.

дисперсионная кривая волны а^_ реализуется в ви­
де отрезков волн wg0 и wg[9 после чего ее харак­
тер, по-видимому, меняется. Исходя из положе­
ния полюсов, показанных на рисунке 56, следует 
заключить, что, начиная ска~Ъ5, взаимодействие 
не происходит, так как траектория wg2 начинает 
отдаляться от действительной оси и проходит 
вблизи траектории волны ао_, распространяю­
щейся в оболочке, заполненной водой.

На отсутствие взаимодействия указывает и 
вид дисперсионных кривых (рис. 5а). Как было 
показано в [15], форма дисперсионных кривых 
вблизи пересечения с кривой для волны а0 опре­
деляется плотностью наполнителя. Чем легче на­

полнитель, тем ближе кривые волн wg прилегают 
к  кривой а0. Тот же вывод можно сделать, сравни­
вая рис. 4а и 5а. Однако форма кривых wg3, wg4 и 
т.д. практически не меняется при пересечении с 
кривой wg ,, что указывает на отсутствие взаимо­
действия.

По тем же соображениям и волна %*. была вы­
делена как отдельный тип движения (рис. 5).

В заключение приведем без подробного рас­
смотрения дисперсионные кривые и положения 
полюсов для оболочки, заполненной воздухом 
(рис. 6). Данным примером иллюстрируется, во- 
первых, зависимость формы дисперсионных кри-
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Рис. 7. Дисперсионные кривые (а) и положения полюсов (б) для оболочки, заполненной эфиром. Пунктирные кривые 
соответствуют симметричной волне в полой оболочке в воде.

вых от плотности заполнителя, во-вторых, пред­
положение, что взаимодействие между волнами 
различных типов происходит тогда, когда траек­
тории полюсов этих волн расположены близко 
друг к  другу. Форм-функция для этого случая не 
приводится, так как мало отличается от изобра­
женной на рис. 2а.

При идентификации полюсов, определяющих 
симметричную волну Лэмба, s0, возникли некото­
рые сложности: иногда было трудно определить, 
какой из двух близкорасположенных полюсов со­
ответствует данной волне. В таблице 2 приведе­
ны результаты вычисления нескольких первых 
полюсов волны s0 для оболочки в вакууме и в во­
де с различными наполнителями. Так, например, 
для оболочки, заполненной эфиром, траектория 
полюсов волны 50 может проходить как через

точки 5.1544 -  1.2674/; 6.0487 -  0.2946/; 9.1039 -
0.2104/, ..., так и через 5.2791 -  0.4580/; 6.7402- 
0.8382/ и т.д. Подобные затруднения возникли и с 
полюсами волн типа wg.

Было сделано предположение, что волна s0 
также взаимодействует с волнами типа “шепчу­
щих галерей” и, как таковая, в данной системе не 
существует, но реализуется в результате взаимо­
действия волн wg. На рисунках 7а и 8а показаны 
дисперсионные кривые для оболочек с эфиром и 
водой, соответственно, которые иллюстрируют 
сказанное. Пунктиром с крестиками показана 
кривая относительной фазовой скорости волны 
s0 в  пустой оболочке, помещенной в воду.

Если данное предположение верно, что траек­
тории полюсов волн wg будут иметь вид, представ­
ленный на рисунках 76 и 86. Для эфира (рис. 76)
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Рис. 8. То же, что и на рис. 7, для оболочки, заполненной водой.

данная картина более наглядна. Вблизи соответ­
ствующих полюсов волны s0 в  пустой оболочке 
траектории имеют излом. Если соединить полю­
сы wg2, п = 0; wg3, п = 1 и т.д., то получим траекто­
рию кажущейся волны s0, которая начиная с п = 4 
будет практически совпадать с траекторией %

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе были исследованы акустичес­
кие волны, возникающие в упругой сферической 
оболочке, заполненной жидкостью. Если в обо­
лочке в вакууме на низких частотах возможно 
распространение двух упругих волн Лэмба: сим­
метричной (продольной) и антисимметричной 
(изгибной), то при помещении пустой оболочки в 
жидкость наблюдается интересное явление -  рас­
щепление антисимметричной волны на две ветви.

При заполнении оболочки газом или жидкос­
тью в ней становится возможен еще один тип дви­
жения -  волны типа “шепчущей галереи”. Эти 
волны распространяются во внутреннем объеме 
оболочки. Как было показано в данной статье, в 
такой системе, в общем случае, ни один тип дви­
жения (волны а0, 50, wg) не реализуется самостоя­
тельно, но осуществляется в результате взаимо­
действия различных волн. Механизм взаимодей­
ствия подобен обмену ветвями между волнами aq_ 
и а0+ в пустой оболочке.

Условием для такого взаимодействия является 
пересечение дисперсионных кривых волн, рас­
пространяющихся в уединенных системах и, по- 
видимому, близость ширины резонансных макси­
мумов, соответствующих различным волнам 
(близость траекторий полюсов).
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ПРИЛОЖЕНИЕ 
Элементы матрицы ту:

т , j = 0, т 12 = {2n+\)inh(̂ \ k a )- ^ ~ ,
р2с2со

« 1 3  -  — )» « 1 4  -

W| 5 = п (п+ 1)уя(Цп), m i6 = л(л + 1)л„(дл ),

л ь 1 (2л + 1 )l" Уп(к\аг) pa г 
p,c,co

« 2  3  —  — ^ L 2 7 n ( M - L 2 ) *  « 2 4  —  ~ M l . 2 « n ( M i . 2 ) *

m25 = л(л + 1 Ш Ргс)> « 2 6  = «(« + 1 )я»(Цт2 ). 

/л, | = 0, m32 = (2л + \)inh\ ' \ka)pa~ ,

« з  з = 2 ц р ^ л ( Ц м ) - ^ 12п(Цы).

«34 = 2p p ^ ;;(p ,. ,) -X p ^ H „ (p ZJ),

m35 = 2цл(п + l ) O '„ ( H n ) - lW i0 l7T)).

m36 = 2цп(л + 1)(л„(рл ) - р Г|и;,(рп )), 

« 4! = (2л + \ ) inj a(kla2)pal, m42 = О, 

«43 = 2ppi2J„'(pi2) -  Х,р/2у„(р;2), 

«44 = 2рцл2л„ (Ц/,2) -  Х.р;_2л„(Р/.2),

« 4 5  - 2 р л ( л  +  1 ) ( у „ ( М т 2 )  “  М т г У ' Л М г г ) ) »

т 46 = 2цл(л+  1)(л„(цГ2) -Ц г 2«я(Цг2)).

«51 =  0 .  « 5 2  =  0 -  '«53 =  2 р £. |Л , ( Р 2 .1) - 2 у „ ( р £.1) ,

'«54 = 2 р ,|Л ;(р „ ) -2 л „ (р £1),

« 5 5 =  -Р п Г Л Р п ) - ( Л 2 +  п -  2)л,(М'Л ) .

'«56 =  ~  И л  я«(Мт1) - ( Л 2 +  п - 2  К(Ц-г

=  0 , т 62 =  0, т 63 =L
C

lII • \
LlJn (Р п )  ~ 2 / г,( M i

« 6 4  =  2ц t2n i(H « )--2/2 « ( Н и ) .

'«65 -  “ МтгУЛ^п) - ( Л 2 +  п “ 2)у„(Мт2

« 6 6 ~ (« 2+  п - 2 ) л  „(Цг2)

Компоненты столбца свободных членов: 

а ,  = -{2n + \ ) i ' ' j \ , ( k a ) - ^ - ,
р 2 С 2 Ш

а 3 = ~(2п + 1 )in j H(ka)pa2.
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Здесь j„(x) и п„(х) -  сферические функции Бес­
селя и Неймана порядка л, штрих означает произ-

со со соводную по [iLi = —а , р /2 = —а2, = — а , =
CZ. CL СГ
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Abstract—Acoustic waves arising in a fluid-filled elastic spherical shell placed in a liquid are considered. It is 
demonstrated that, in a general case, none of the four types of waves possible in such a system (subsonic and 
supersonic antisymmetric Lamb waves, symmetric Lamb waves, and whispering galleries)-is realized separate­
ly, but an interaction between the waves of different types takes place.
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