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Из теоремы взаимности в формулировке Л.М. Лямшева выведено общее соотношение симметрии 
матриц коэффициентов отражения волн в однородных средах и одномерных волноводах. Показано, 
что соотношение эквивалентно нормировке амплитуд перекрестным потоком мощности прямых и 
обратных волн. Оно верно как для распространяющихся, так и для неоднородных волн. Все извест­
ные в литературе соотношения симметрии следуют из него как частные случаи.

Классическое понятие взаимности в акустике 
соответствует неизменности отклика при переме­
не местами точечного источника и приемника и 
эквивалентно симметрии функции Грина относи­
тельно координат возбуждения и отклика. Свой­
ство взаимности присуще широкому классу ли­
нейных сред и конструкций и часто используется 
при решении практических задач [1-3].

Рассматриваемое в данной статье понятие вза­
имности относится к задаче об отражении и про­
хождении волн -  см. также [4-7]. “Источником" 
здесь является волна, падающая на препятствие, а 
“отклику" соответствуют отраженные и прошед­
шие волны. Взаимность означает неизменность 
коэффициента отражения (прохождения) при пе­
ремене местами падающей и отраженной (про­
шедшей) волн. Математически такая взаимность 
эквивалентна симметрии матрицы коэффициен­
тов отражения и прохождения относительно 
главной диагонали.

Из литературы известно (например, [8]), что в 
общем случае коэффициенты отражения и про­
хождения взаимностью не обладают. Однако ес­
ли амплитуды волн нормировать усредненным по 
времени потоком мощности (такая нормировка 
означает, что амплитуда волны считается равной 
единице, если е е  нормальная к границе интенсив­
ность равна единице), то отражение (прохожде­
ние) становится взаимным [5, 8-12]. К сожале­
нию, этот результат верен только для однород­
ных, распространяющихся без затухания, волн. К 
неоднородным волнам, экспоненциально убыва­
ющим с расстоянием, он не применим, так как по­
ток мощности для них тождественно равен нулю. 
Для неоднородных волн в некоторых простых 
структурах (стерж ень, пластина) были получены 
частные соотнош ения между симметричными ко­

эффициентами отражения и прохождения [7, 10, 
11], однако, общего соотношения взаимности по­
лучено не было.

В данной статье показано, что если волновод 
(среда) и препятствие обладают свойством взаим­
ности в его  классическом понимании, то взаим­
ность имеет место и в задаче об отражении и про­
хождении волн. Ниже, исходя из классической те­
оремы взаимности, выведено новое соотношение 
симметрии для коэффициентов отражения волн, 
которое обобщ ает все известные в литературе 
соотношения и которое верно как для распрост­
раняющихся, так и для неоднородных волн. Наи­
более существенным результатом работы являет­
ся то, что полученное соотношение эквивалентно 
нормировке амплитуд переменной составляющей 
перекрестного потока мощности прямых и обрат­
ных волн, а не постоянной составляющей собст­
венных потоков мощности, как это  делается в ли­
тературе. Иначе говоря, если все учитываемые в 
задаче волны нормировать переменной составля­
ющей перекрестного потока мощности, то пол­
ная матрица коэффициентов отражения и про­
хождения становится симметричной. Величина 
этой переменной составляющей отлична от нуля 
для всех типов волн, причем для распространяю­
щихся волн она совпадает с постоянной составля­
ющей собственного потока мощности.

В этой части работы выведено и проанализи­
ровано соотношение симметрии для задачи отра­
жения волн. Кроме того, установлен ряд новых 
свойств волновых матриц, на которых основана 
теория. Общая задача об отражении и прохожде­
нии волн будет рассмотрена позднее. Тогда же бу­
дут приведены некоторые общ ие результаты, ка­
сающиеся энергетики участвующих в процессе 
волн, в том числе и неоднородных.
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Рассмотрим задачу об отражении волн от пре­
пятствия в однородной непрерывной структуре, в 
которой все полевые величины являются функ­
циями одной пространственной координаты х. 
Предполагается, что в структуре на каждой час­
тоте со могут существовать 2п независимых волн 
вида

u (± k j ) e x p (± ik jx  -  /сог), (1)

где к, -  это в общем случае комплексная постоян­
ная распространения j -ой волны в направлении л;

и = [их,и 2, ипУ -  (2)

это «-вектор обобщенных смещений сечения 
структуры; /' = 1, 2, п\ верхний индекс Т везде 
означает транспонирование. Действительные 
значения постоянной распространения соответст­
вуют распространяющимся или однородным по х 
волнам. Мнимые и комплексные к; относятся к 
неоднородным волнам. Половина волн (1), имею­
щих знак + перед kj, являются прямыми, т.е. рас­
пространяющимися или убывающими в сторону 
положительных х, остальные п волн (со знаком - )  
являются обратными, т.е. распространяющимися 
или убывающими в сторону отрицательных х.

Под структурами в статье подразумеваются 
прежде всего одномерные твердые и жидкие вол­
новоды, в которых, в отличие от дву- и трехмер­
ных волноводов, может существовать конечное 
число нормальных волн. Типичным примером та­
кого волновода является прямой тонкий стер­
жень. В нем существует п = 6  волн вида (1): про­
дольная, крутильная и по две изгибные волны в 
двух перпендикулярных плоскостях [13], а компо­
нентами вектора и являются смещения по трем  
ортогональным осям и углы поворота вокруг 
этих осей. В общем случае число независимых 
волн в одномерном волноводе равно числу степе­
ней свободы его поперечного сечения [14].

Рассматриваемые структуры включают в себя 
также однородные трехмерные среды, если вол­
ны в них являются плоскими и отражаются они от  
однородных плоских границ. В этом случае про­
екция всех отраженных волн на границу фикси­
рована, так как определяется падающей волной 
(закон Снелля [8]), и задача отражения фактиче­
ски является одномерной: важна зависимость по­
левых величин только от перпендикулярной к 
границе координаты х. Число волн (1) здесь огра­
ничено и равно числу различных типов плоских 
волн в данной среде. Так, в жидкой или газообраз­
ной среде это единственная волна продольного 
типа (п = 1). В упругой среде существует два типа 
волн -  продольная и сдвиговая (/? = 2). В пористых 
средах, композиционным материалах, средах с 
микроструктурой число типов волн может быть 
три и больше [15].

(а)

( б )

Ь

- / ’ 0_

Рис. 1. Однородная структура (волновод) с препятст­
вием Z на конце .* = 0. а -  Падающие волны с ампли­
тудами а. возбуждаемые внешней нагрузкой ЧЧ*), от­
ражаются от препятствия с амплитудами b; б -  те же 
падающие и отраженные волны, возбуждаемые сила­
ми / ( - / )  в сечении д: = -/.

Приводимая ниже теория охватывает также 
однородные двумерные среды, в которых волны с 
линейным фронтом отражаю тся от однородных 
линейных препятствий. Здесь также след волн на 
линейной границе задан и задача является одно­
мерной, а число п волн (1) равно числу плоских 
волн в среде. Например, в тонкой однородной  
пластине число волн равно четырем -  это две вол­
ны изгибного типа (распространяющаяся и неод­
нородная), а также продольная и сдвиговая волны, 
распространяющиеся без затухания в плоскости 
пластины [13].

Пусть одна из указанных выше структур зани­
мает область отрицательных л: и к ее правой гра­
нице х = 0  присоединено препятствие Z (рис. 1). 
Положим, ч т о  участок структуры [-/, 0 ] ,  примы­
кающий к препятствию, свободен от внешних 
воздействий и в нем возбуждается п прямых (па­
дающих на препятствие) волн (1) с комплексными 
амплитудами смещения а , , . . ап и п обратных, от­
раженных от препятствия, волн (1) с комплексны­
ми амплитудами смещения /?,, Ьп. Амплитуды  
отраженных волн однозначно определяются амп­
литудами падающих волн и параметрами структу­
ры и препятствия. Связь между ними принято за­
писывать в матричном виде

b  = Ra , (3)

где а и b  -  это записанные в виде «-векторов амп­
литуды падающих и отраженны х волн

а = [а{, . . . ,а п]т, b =  [Ьи Ь„]г, (4)
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a R -  это комплексная п х  л-матрица коэффициен­
тов отражения. Элемент Rjm этой матрицы равен 
амплитуде смещения у-ой отраженной волны, ес­
ли падающей является m-ая волна единичной амп­
литуды.

Задача состоит в том, чтобы вычислить мат­
рицу коэффициентов отражения и найти соотно­
шение симметрии, устанавливающее связь между 
ее  симметричными элементами R]m и Rmj или, что 
то ж е самое, связь между матрицей R и ее  транс­
понированной RT.

Введем, следуя [13, 16], волновые матрицы -  
основные характеристики структуры, необходи­
мые для решения задачи отражения. Так как 
структура с п типами волн имеет поперечное се­
чение с  п степенями свободы [14], то ее  колеба­
тельное движение характеризуется не только п 
обобщенными смещениями (2), но и п сопряженны­
ми с ними обобщенными силами / =  [ /1?/ 2, 
Каждая из п прямых (падающих) волн, скажем с 
номером w, имеет свою независимую форму ко­
лебаний поперечного сечения, которая характе­
ризуется определенным /7-вектором обобщенных 
смещений и вектором обобщенных сил:

.......» Г г ,  / “  = [ / !" ’ ......... / Г г .  (5)
причем эта форма не зависит от продольной ко­
ординаты дг, т  = 1, . . . ,  л. Составим из вектор- 
столбцов (5) две квадратные матрицы порядка л, 
матрицу смещений D, и силовую матрицу Fh

А  = [u(l\  ..., и(я)], Fj = \ f {l\  . . . , / (n)], (6)
а также две аналогичные матрицы D r и Fr, кото­
рые составлены из векторов (5), соответствую­
щих обратным (отраженным) волнам. Очевидно, 
что матрицы Dr и Fr могут быть получены из ма­
триц D, и Fi путем замены знака перед всеми по­
стоянными распространения.

Зависимость смещений и сил в нормальной 
волне от координаты х определяется ее амплиту­
дой, которая, согласно (1), является экспоненци­
альной функцией х. Если (4) это амплитуды пада­
ющих и отраженных волн в сечении х = 0, то их 
амплитуды в произвольном сечении х  можно за­
писать в матричном виде как

а(х) = ФДх)п, Ь(х) = Ф г(х)Ь, (7)

где амплитудные матрицы

Ф /(*) = diag[exp(/A:1x), . . . ,  exp(/£„x)],
( 8)

Фг(х )  = diag[ exp(- /£ ,* ) , . . . ,  exp (-/&„*)]

определяют набег ф аз и убывание амплитуд на 
отрезке [0, х].

Используя матрицы (6), (8) и амплитуды (7), 
смещения и напряжения (силы) в лю бом сечении 
структуры в самом общ ем случае, когда присутст­

вую т все падающие и отраженные волны, можно 
записать в следующей компактной форме

и (х )  = D M * )  + D rb (x )  = Д.Ф Д*)я + О гФг(х )Ь , 

/ ( * )  = F fl(x )  + Frb (x ) = F & '(x )a  + F /D r(x  )b .

Эти соотношения дают исчерпывающее описа­
ние произвольного гармонического движения 
структуры и являются отправными для последу­
ю щ его изложения. В них входят шесть квадрат­
ных матриц порядка /г, назовем их волновыми ма­
трицами, которые полностью характеризуют 
структуру как носителя волнового поля. Элемен­
ты  волновых матриц являются комплексными, 
зависят от частоты и параметров структуры, в ча­
стности от постоянных распространения kj.

В  качестве примера вычислим волновые мат­
рицы для однородного тонкого изгибно колеблю ­
щ егося стержня. Общим решением уравнения 
Бернулли-Эйлера [13] Bd*w(x)/dx* -  pwrAw(x) =  О 
относительно поперечного смещения w является 
функция

уф:) = а {е1кх + а2е~кх + b xe~lkx + b2ekx, (10)

где постоянные распространения двух нормаль­
ных волн равны к х =  к и к2 =  Нс; к4 = рсо2Л/В, р -  
плотность материала, А -  площадь поперечного 
сечения, В -  изгибная жесткость стержня. Вычис­
ляя из (10) два обобщ енных смещения их(х) = уф:), 
и и2(х) = -vv'(x), а также два сопряженных с ними 
обобщ енны х усилия -  перерезывающую силу 
fi(x )  = Bw"'(x) и изгибающий момент/2(х) = Bxv"(x), 
нетрудно получить после приведения к виду (9), 
что волновые матрицы для прямых волн равны

А  =
1 1 , А  = -В к

r ik  к

Ф>(х) =
ikxе 0
г\0 е  \

ik к 
1 -1

( П )

а для обратных волн получаются заменой к на -к ,  
а =  [а1уа2]Т,Ь  = [Ь]УЬ2]Г.

Приведем теперь некоторые общие свойства 
волновых матриц, которые потребуются в даль­
нейш ем, но в литературе не рассматривались. О т­
метим прежде всего, что волновые матрицы яв­
ляю тся неособенными. Для диагональных ампли­
тудны х матриц (8) это свойство очевидно. Для 
матриц смещения D h D r и сил Fh Fr это свойство 
является следствием линейной независимости их 
столбцов (см. (5), (6)), которые являются собст­
венными векторами некоторой нормальной мат­
рицы [14]. Неособенность означает, в частности, 
ч то все волновые матрицы имеют обратные. Для
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амплитудных матриц (8) им ею т место также сле­
дую щ ие очевидные равенства:

Фг(х) = ф :1 (х), Ф ,(0) = ФДО) = /. (12)

где I -  единичная матрица порядка п.
При выводе соотношения симметрии важную 

роль играют следующие энергетические матри­
цы, которые определяют различные энергетиче­
ские характеристики волнового поля в структуре:

Р, = D f  Fh P r =  D * Fп (13)

S, = d ] Fj, Sr = D 1 Fr, (14)

S = \ { D ] F r- F ] D r), Q = D ] F r, (15)

где звездочка означает эрмитово сопряжение. 
Матрицы (13) определяют средние по времени 
собственные потоки мощности прямых и обрат­
ных волн. Например, величина

WJ = у  a*P ia

представляет собой постоянный по времени ком­
плексный поток мощности падающих волн. Мат­
рицы (14) определяют переменную составляю­
щ ую мгновенного потока мощности -  см. подроб­
нее Приложение 1. Матрицы (15) тесно связаны с 
переменной составляющей перекрестного потока 
мощности.

Матрицы ( 13)-( 15) удовлетворяют следующим 
соотношениям

/> + /> ,=  О, S; + Sr = 0, (16)

S j  = S, , S* = S r, (17)

S = \ { Q  + QT) = d ia g [O i„  Q2 2 , . . . . QJ-  (18)
Соотношения (16) означают, что как постоянная, 
так и переменная составляющие потока мощнос­
ти прямых и обратных нормальных волн равны и 
противоположны по знаку. Соотношения (17) вы­
раж аю т свойство симметрии энергетических мат­
риц. А  соотношение (18) означает, что матрица S
(15) диагональна. Строгое доказательство соот­
ношений (16)—(18) дано в Приложении 2. Там же 
показано, что свойства (17) и (18) являются след­
ствием классической теоремы  взаимности.

Для получения общ его решения задачи об от­
ражении волн препятствие должно быть описано 
теми ж е понятиями, что и волновод. Так как на 
препятствие со стороны волновода действуют п 
обобщенных сил g = [g{ j . . . ,  gn]T, а его отклик пред­
ставляет собой п обобщенных смещений (2), то на­
иболее естественной характеристикой для описа­
ния движения препятствия является его п х  ^-мат­

рица Z входных импедансов по отнош ению к 
силам взаимодействия или его п х  л-матрица Y вход­
ных проводимостей, определенные соотношениями

g = Zu4 и = Yg. (19)
Матрицы Z и Y комплексны и симметричны. Их 
симметричность является следствием теоремы  
взаимности, которая предполагается верной и для 
препятствия. (Строго говоря, равенства (19) опре­
деляют матрицы динамических жесткостей и по­
датливостей, отличающихся от матриц импедан­
сов и проводимостей множителем -/со. В рамках 
данной статьи это отличие не является сущест­
венным).

Рассмотрим теперь структуру с препятствием 
на конце х = 0 (рис. 1). Пусть g  и/( -0 )  это  векторы  
обобщенных сил, действующих соответственно 
на препятствие и на структуру, а и и и(0) -  их 
обобщ енные смещения при х = 0. Тогда, записав 
условия жесткого соединения препятствия и 
структуры в виде

g + / ( - 0 )  = 0, и =  1/(0) (20)
и, подставив в них соотношения (9) и (19), полу­
чим после несложных преобразований следую­
щ ее выражение для п х  я-матрицы коэффициен­
тов отражения (3)

R -  ~(Fr -  ZDr)~l(F; -  ZD,). (21)

Если вместо импедансной матрицы Z использует­
ся матрица проводимостей F, то вместо (21) полу­
чается формула

R =  < Y F r -  D ^ Y F i  -  Д ) . (22)

Матрица R устанавливает связь между амплиту­
дами а падающих волн и амплитудами b отражен­
ных волн в сечении х  =  0. Она зависит от физиче­
ских и геометрических параметров структуры, 
точнее от ее волновых матриц, и от матрицы Z 
входных импедансов или матрицы Y входных про­
водимостей препятствия.

Приведем несколько полезных частных случа­
ев формул (21), (22).

Свободный край. Матрица коэффициентов 
отражения волн от свободного края структуры  
получается из (21), если матрицу импедансов пре­
пятствия положить равной нулевой матрице

r 0 = - f ; ' f ,. (23)

Неподвижный край. Матрица коэффициентов от­
ражения от неподвижного края структуры равна

R„ = - D ; ' D I. (24)

Ее можно получить из (22), устремив матрицу 
проводимостей Y к нулевой матрице.

П розрачное препят ст вие. Все коэффициен­
ты отражения равны нулю (матрица R  является
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нулевой), если препятствие имеет матрицу импе- 
дансов, равную

Z = Z = F ,D l-1 (25)

Матрица Z, является матрицей характеристичес­
ких импедансов структуры. Она равна матрице 
входных импедансов в сечении х =  О полубеско- 
нечной структуры, занимающей область х > 0. 
(Действительно, в этом случае имеем /(0 )  = F,a, 
и{0) = D,a, откуда, исключая а , получаем /(0 )  =

= F jD j1 и(0)). Отметим, что матрица входных им­
педансов полубесконечной структуры, занимаю­

щей область 0 > х, равна Zr = - F rD~' и отличается 
от Z, знаком некоторых внедиагональных эле­
ментов. Используя характеристические импе- 
дансные матрщы Z, и Zr, формулу (21) можно пе­
реписать в виде

-1R =  D ^  + Z r H Z , - ^ . (26)
Аналогично, если вместо импедансов использу­
ются проводимости, то

R = F ; >(Yr + r ) - \ Y i -Y )F h (27)

где У, = Z ,1, Уг = Zr 1. Матричные выражения (21), 
(22), (26) и (27) для коэффициентов отражения 
волн от препятствия представляют собой обоб­
щение известных формул Френеля [8] на случай 
волноводов и сред со многими типами нормаль­
ных волн. Некоторые из этих формул приводятся 
в литературе, например, в [13].

Чтобы  вывести соотнош ение симметрии для 
матрицы коэффициентов отражения /?, восполь­
зуемся классической теорем ой взаимности [2]. С  
этой целью выделим участок волновода [- / , 0], 
свободный от внешних воздействий, и заменим 
действие отсеченной его части х  < - /  обобщенны­
ми силами реакции / ( - / ) ,  действующими в сече­
нии х  = - / ,  как показано на рис. 16. Эти силы со­
здаю т в выделенном участке такой ж е набор пря­
мых и обратных волн, как и внешнее воздействие 
Ч'Сх) в первоначальной структуре (рис. 1а). Ис­
пользуя равенства (3) и (9), силы и смещения в се­
чении х = - /  можно записать следующим образом

и(-1) = Щ Ф Д -О  + ^ Ф Д - /) /? ]^  

/ ( - / )  = [F&ii-D + F&ri-DRW.
(28)

Пусть теперь имеется два разных набора амп­
литуд падающих волн а{1) и а{2) и соответствующие 
им векторы сил и смещений (28) : / (1)( - / ) ,  и([){-1) и 
/ |2)(“ 0> и[2)(-1). Тогда, согласно классической тео­
реме взаимности, имеет место равенство

[ / (1,(-/)Ги,2)(-/) -  [м(1)(-/)]г/ <2)(-/) = о. (29)

Подстановка соотношений (28) в (29) приводит, 
после несложных преобразований, к равенству

[й(1)]г[Ф, (-/)(5, -  S j  )Ф,-(—/) +

+ йгФД-/)(5, -  S i  )ФГ(-/)/? + 2Ф1(-1)БФГ(-1 )Я  -

-  2ЛгФг(-/)5 гФ,(-/)]а|2) = 0,
где энергетические матрицы S h S r и S  даны ф ор­
мулами (13М 15). Используя свойство симметрии 
матриц Sh  Sr и диагональность матрицы 5  -  
см. (17), (18), а также легко проверяемое соотно­
шение Ф ,(-/)5 Ф Д -/) = 5, это равенство сводится к 
следующему

[ a ^ ] T(SR  -  R TS  т)аЫ = 0.
В силу произвольности векторов амплитуд пада­
ющих волн из этого следует симметричность ма­
трицы SR :

S R  = (SR)T. (30)
Это и есть искомое соотношение симметрии: ма­
трица коэффициентов отражения /?, определен­
ная относительно амплитуд смещения, первона­
чально не являясь симметричной (R7 *  /?), стано­
вится симметричной после умножения слева на

матрицу 5 = ( O f  Fr -  F j D r)/2. Матрица S  зависит 
только от параметров волновода (среды), она не­
особенна \S\ Ф 0 и диагональна.

Свойство (30) можно записать в виде соотно­
шения между симметричными элементами мат­
рицы R:

SJjRjm = SmmRmj, (31)

где Sjj и Smm -  этоу-ы й и m-ый элементы диагонали 
матрицы S J  *  т.

Покажем также, что свойство симметрии (30), 
(31) эквивалентно некоторой нормировке ампли­
туд нормальных волн. Действительно, если вмес­
то амплитуд смещений а и b ввести амплитуды а  
и Р в соответствии с равенствами

я = S~1/2a, b = 5_1/2р, (32)
то матрица коэффициентов отражения Rb  связы­
вающая новые амплитуды, является симметрич­
ной. Подставляя (32) в (3), получим

р = /?,сх, /?, = 5 1/2/?5-,/2. (33)

Если матрицу R { представить в виде

/?, = S l/2RS~l/2 = S~lf2(SR)S~l/2

и учесть, что нормировочная матрица 5 ,/2 диаго­
нальна, а значит, и симметрична, то симметрич­
ность новой матрицы коэффициентов отражения

становится очевидной: r [ = R {. Таким образом, 
если амплитуды смещений нормальных волн нор-
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мировать элементами диагональной матрицы 
S 1/2, то отражение волн становится взаимным 
(симметричным): амплитуда m-ой отраженной 
волны (Зт при падении на препятствие единичной 
у-ой волны (а,- = 1) равна амплитуде отраженной 
j - ой волны (3,, вызванной падение4м на препятст­
вие m-ой волны единичной амплитуды (а т = 1). 
Подчеркнем, что это  свойство верно для всех ти­
пов волн -  распространяющихся и неоднородных.

Рассмотрим физический смысл полученного 
соотношения симметрии. Как видно из (18), мат­
рица 5  составлена из диагональных элементов ма­

трицы Q = D ]  Fr. Е е m-ый элемент Smrn = Qmm оп­
ределяет, согласно ф орм уле (П5) Приложения 1, 
переменную составляющую перекрестного пото­
ка мощности прямой и обратной нормальных 
волн с номером т: если ат и Ьт это амплитуды 
смещений этих волн, то величина

- j S mmambm =  - i- ^ ( u i)m( f r)m (34)

представляет собой комплексную амплитуду пе­
ременной составляющей работы в единицу вре­
мени обобщенных сил ( f r)m т-ой обратной волны 
на смещениях (и;)т  m-ой прямой волны. Пусть

W~m -  это величина (34), определенная для пря­

пространяющихся волн эквивалентна известной в 
литературе энергетической нормировке.

Для неоднородных волн собственные потоки 
мощности равны нулю. Однако перекрестные по­
токи прямых и обратных волн отличны от нуля 
[17], так что нормировка перекрестными потока­
ми (32), (35) является, по-видимому, единствен­
ной, которая приводит к симметричным матри­
цам коэффициентов отражения, обладающих 
свойством взаимности для волноводов и сред с 
любыми типами нормальных волн. Отметим так­
ж е, что имеющиеся в литературе соотношения 
между симметричными коэффициентами отра­
жения неоднородных волн в некоторых частных 
волноводах и средах [7-12] получаются из норми­
ровки перекрестным потоком мощности как ча­
стные случаи.

Рассмотрим два простых примера, которые 
иллюстрируют полученное соотношение симмет­
рии. Начнем со стержня Бернулли-Эйлера, в ко­
тором из двух типов нормальных волн одна рас­
пространяющаяся, а другая неоднородная. Вол­
новые матрицы для этого волновода даны в (11). 
По ним нетрудно рассчитать энергетические мат­
рицы, матрицы характеристических импедансов 
и коэффициентов отражения. В частности, диаго­
нальная матрица (15) имеет стедующие ненуле­
вые элементы:

мой нормальной волны при Ьт = атч и W"rm -  это
величина (34), определенная для обратных волн 
при ат = Ьт. Тогда, если от амплитуд смещений ат 
и Ьт перейти к энергетическим амплитудам

О-т = (W JJ112 = (-i(aSmJ 2 ) 'nam, ^

Pm = (V O  " 2 = ( - i u S mJ 2 ) m b m,

которые отличаются от (32) постоянным множи­
телем (—/со/2)1/2, то физический смысл соотнош е­
ний симметрии (ЗО)-(ЗЗ) становится вполне яс­
ным: чтобы матрица коэффициентов отражения 
была симметричной, амплитудами нормальных 
волн должны быть квадратные корни переменной 
составляющей перекрестного потока мощности.

Покажем, что для однородной волны с дейст­
вительной постоянной распространения кт пере­
менная составляющая перекрестного потока 
мощности (34) совпадает с постоянной составля­
ющей собственного потока /и-ой волны. Действи­
тельно, согласно свойству (П6) силовой матрицы 
Fr (см. Приложение 2 ), силы (f r)m в m-ой обратной 
волне с действительной амплитудой равны ком­
плексно сопряженным силам ( f ) m в ш-ой прямой 
волне, а выражение (34) оказывается равным ус­
редненному по времени комплексному собствен­
ному потоку мощности в т-ои прямой волне. Та­
ким образом, нормировка (32), (35) в случае рас­

S n =  ЪВк?, S22 = 2Вкъ. (36)

Соотношение симметрии для матрицы коэффи­
циентов отражения в форме (31) записывается в 
виде

*21 =  * i2( V S 22) =  « 12. (37)
что совпадает с результатом работы [7]. Напри­
мер, для свободного и защемленного краев мат­
рицы коэффициентов отражения, вычисленные 
по формулам (23) и (24), равны

-1  + ; 
—I

Нетрудно убедиться, что они удовлетворяют соот­
ношению (37). Автор проверил непосредственно 
(аналитически) справедливость соотношения (37) 
и для случая отражения от препятствия с произ­
вольной симметричной матрицей импедансов Z. 
Комплексные амплитуды переменной составля­
ющей перекрестного потока мощности (34) здесь 
равны (отличаются от (36) множителем -г'со/2)

W ] = Вк?аю], W \ = -iB k 3(o a l . (38)

Для распространяющейся волны W~ действитель­
на (если ci\ действительна) и совпадает с усреднен­
ным по времени ее собственным потоком мощно­
сти. Для неоднородной волны собственный поток
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мощности тождественно равен нулю. Н о пере­
крестный поток, как видно из (38), является от­
личной от нуля чисто мнимой величиной.

Рассмотрим теперь пример отражения волн в 
двумерной структуре -  полубесконечной одно­
родной пластине (х < 0) с линейной границей д: = 0. 
Положим, что пластина имеет малую волновую 
толщину А, так что ее изгибные колебания подчи­
няются классическому уравнению Ж ермен-Лаг­

ранжа [13]: ДЧф;, у) -  ко w(x, у) = 0 , где к0 =
= (рсо:/D )l/4 -  волновое число, D  -  изгибная жест­
кость, р -  плотность, А -  двумерный оператор Ла­
пласа. Пусть в пластине возбуждаются (напри­
мер, с помощью внешних сил, приложенных на 
некотором расстоянии от границы х = 0) две пада­
ющие изгибные волны с амплитудами я, и а 2, след 
которых на границе х = 0 представляет собой экс­
поненциальную функцию exp(iky) с заданной ком­
плексной у-компонентой к волнового вектора. От 
границы отражаются две изгибные волны с амп­
литудами Ьх и Ьъ  имеющие на границе, в силу за­
кона Снелля, тот же след. Общее поле попереч­
ных смещений пластины представляется суммой 
смещений всех этих волн

vv(.v, у) =  ( а 1ехр(/А ,л) + ch exp iik jx )  +
*. (39)

+ А ,ехр(-/£,л:) + b 2e x p (- ik 2x)]e ' \

где комплексные ^-компоненты постоянной рас­
пространения получаются после подстановки (39) 
в уравнение Жермен-Лагранжа и равны

к ]  = к] -  к2, к \  = - ко -  к2. (40)

Выбирая в качестве компонентов вектора и сме­
щение ux = w  и угол поворота и2 = -Эн>/Эл, а в ка­
честве элементов вектора /  -  перерезывающую  
силу/! = D[d3w/dx* +  (2 -  v)d2w/dxdy2] и изгибаю­
щий момент / 2 = D(d2w/dx2 + v32w/dy2), где v -  это 
коэффициент Пуассона, и представляя их в фор­
ме (9), получим следующие выражения для вол­
новых матриц

ik2 P 2  

Pi

Здесь введены обозначения: /?, = kl + к \  1 -  v),

Р2 = *о - £ 2( 1 -  v). Диагональные элементы матри­
цы (15), вычисленные с помощью (41), здесь равны

Su = i2 D k 20 kl4 S22 = - i2 D k 20 k2. (42)

Поэтому соотнош ение симметрии (31) для произ­
вольного препятствия на пластине, установленно­
го на линии х  = 0 , записывается в виде

^21 ~  Я 12(^11/^22) = Р\2(-к\/к2), (43)

где к{ 2 даны в (40). В случае нормального падения 
волн на границу (к = 0) имеем А, = к0ч к2 = iko и со­
отношение (43) совпадает с соотнош ением симме­
трии для стержня (37). Величины (42), умножен­
ные на - / со/2, совпадают, согласно (34), с ком­
плексной амплитудой переменной составляющей 
перекрестного потока мощности. В случае, когда 
след падающих волн характеризуется действи­
тельной (к < к0) или чисто мнимой величиной к, 
первая изгибная волна в пластине является одно­
родной, а величина -/со5ц/2 представляет собой 
ее вещественный положительный поток мощнос­
ти в направлении л. В общем случае произвольно­
го следа падающих волн (к комплексна) все вол­
ны, падающие и отраженные, являются неодно­
родными, а величины (42) и, следовательно, 
перекрестные потоки мощности являются ком­
плексными величинами.

ПРИЛОЖ ЕНИЕ 1.
М ГНОВЕННЫ Й ПОТОК МОЩ НОСТИ  

И ЕГО КОМ ПОНЕНТЫ

Все выкладки в статье проведены для гармони­
ческих во времени сигналов с использованием их 
комплексного представления. Реальные сигналы 
всегда действительны. Поэтому для выяснения 
физического смысла квадратичных комплексных 
величин, например, произведения комплексных 
амплитуд смещения и силы, следует знать соотно­
шения между действительным и комплексным 
представлениями соответствующих функций. 
Ниже приводятся необходимые для целей статьи 
соотношения [18].

Пусть

u (t) =  wccos(cor) + wssin(cor), 

/ ( О  =  / ccos(wr) + / ssin(cor) -
(П1)

это л-векторы смещений и сил (2), (5), записанные 
как действительные функции времени, где векто­
ры ис s и f c 5 имею т действительные компоненты. 
Комплексное представление сигналов (П 1) име­
ет вид

где
u(t) = Re(w£“/a)'/  f i t )  = Re(/<r/a)rX

и = uc + ius, f = f c +  ifs (П2)

это л-векторы комплексных амплитуд. Мгновен­
ный поток колебательной мощности через сече­
ние волновода по определению равен

Щ О  =f(t)du(t)/dt =
= W0 + lVt.cos(2wr) + Vrssin(2(or),

где VV0 -  это  постоянная, т.е. средняя по времени, 
составляющая потока, а W~ = Wc + iWs -  это ком-
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плексная амплитуда переменной составляющей 
потока мощности частоты 2со. Непосредственной 
проверкой нетрудно убедиться, что для них верны 
следующие соотношения

(П4)

Г  = - у ы г/ .  (П5)

Если вместо векторов и и/подставить их выраже­
ния через волновые матрицы -  см. (9), то получим, 
что постоянная составляющая потока мощности 
(П4) выражается через энергетическую матрицу
(13), переменная составляющая (П5) -  через мат­
рицу (14), а матрица (15) определяет переменную  
составляющ ую перекрестного потока мощнос­
ти -  см. также (34).

ПРИЛОЖ ЕНИЕ 2.
С ВО Й СТВА ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ МАТРИЦ

Ниже выводятся соотношения (16)-{18), кото­
рым удовлетворяют энергетические матрицы (13)-
(15).

Для доказательства соотношений (16) рассмо­
трим сначала зависимость волновых матриц от 
постоянных распространения kj нормальных 
волн. Пусть j i9j 2, •••Jm ”  это порядковые номера 
тех компонент обобщенного вектора смещений (2), 
(5), которы е имеют нечетную зависимость от 
т.е. изменяют знак при изменении знака всех по­
стоянных распространения. Так как смещения и 
силы являются сопряженными величинами и их 
произведение пропорционально потоку мощнос­
ти, представляющему собой нечетную функцию 
от кр  то  компоненты силы с порядковыми номе­
рами j i9 j 2, j m9 наоборот, являются четными 
функциями, а остальные компоненты -  нечетны­
ми функциями kj. Таким образом, если ввести две 
диагональные матрицы порядка п: J(h у которой 
элементы диагонали с порядковыми номерами/ ,  
/>> . . . , 7т равны -1 , а остальные элементы равны 
единице, и матрицу У/, у которой/ , 72* • • .,ут-ые эле_ 
менты диагонали равны 1, а остальные равны -1 , 
то связь между волновыми матрицами прямых и 
обратных нормальных волн можно записать как

D r = JdD i% Fr = Jf F). (П6)

Введенные таким образом матрицы удовлетворя­
ют следующим очевидным равенствам

/ /  + 4 = 0 ,  JjJj = JfJd = —I , (П7)

где I -  единичная матрица. Кроме того, они явля­
ются нильпотентными:

j ]  = J ) = I .  (П8)
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Используя свойства (П 6)-(П 8), нетрудно дока­
зать равенства (16). Так, для матрицы Рг имеем

P r = D * Fг = ( J tD p jf F t  = D * J(iJfFi =

что эквивалентно первому равенству (16). Второе  
равенство доказывается аналогично. Кроме это­
го, с помощью (П 6)-(П 8) можно получить связь 
между двумя слагаемыми матрицы S -  см. (15),
(18). Действительно, второе слагаемое оказыва­
ется равным

f J D r =  f J JdDi = f Jj  j  JdD, =

= - F ri Jl Dl = - ( D ] F ; f  = - Q \

так ч то матрица (15) равна 5  = (Q  + QT)/24 что до ­
казывает первую половину равенства (18).

Свойство симметрии (17) матриц S, и 5Г, а так­
ж е диагональность матрицы S  тесно связаны с 
классической теоремой взаимности. Для доказа­
тельства этих свойств рассмотрим однородный 
участок структуры с граничными сечениями х  = 0 
и /. П усть в нем имеется поле из прямых нормаль­
ных волн с амплитудами а и обратных волн с амп­
литудами Ь. Тогда, на основании равенств (9), 
обобщ енны е силы на торцах структуры, которые 
возбуж даю т эту систему нормальных волн, долж ­
ны равняться

/(0 )  = F,a  + Frb , / ( / )  = -F & X D a  -  Д Ф Г( / Д  (П9)

а обобщ енны е смещения торцевых сечений запи­
шутся в виде

и(0) = D {a  + О Д  и(1) = Д Ф ,(/)я  + ОгФг( / Д  (П10)

Воспользуемся теперь теоремой взаимности [2]. 
Пусть имеется две системы сил (П 9 ):/(1)( 0 ) , / (1)(/) 
и / (2)( 0 ) , / (2)(/). Эти силы возбуждают в структуре 
две системы нормальных волн с амплитудами а{1\  
/?(1) и а(2\  Ь(2\  а также смещения м(1)(0), м(,)(/) и 
w(2)(0), и{2)(1). По теореме взаимности имеем

[/(0(0)] v 2,(0 )+ i r xm Ti f i \ D =

=  [и^т]т/<2\о) +  [u«xnvf2\iy
Подстановка сюда выражений (П9) и (П10) дает 
равенство, которое из-за его громоздкости цели­
ком здесь не приводится. Вместо этого рассмот­
рены его  частные случаи, достаточные для дока­
зательства соотношений (17), (18).

Положим, что в равенствах (П 9)-(Ш  1) ампли­
туды всех обратных волн равны нулю: Ь(1) =  Ьа) = 0. 
Тогда соотношение взаимности приводится к виду

[a(1)m  -  sj) -  Ф,(/)(5, -  sj  )Фгш 2) = о.
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Ввиду произвольности векторов aw , а<2\  каждый 
j m - ы й  элемент матрицы в квадратных скобках 
долж ен равняться нулю:

(5,- -  s j  )7-m[l -  expi(kj + km)l] =  0.

Н о так как постоянные распространения отлич­
ны от нуля и длина / участка структуры выбрана 
произвольно, то отсюда следует равенство симме­
тричных элементов матрицы S, : = (S,)m;, ко­

торое и означает ее симметричность: s j  =  S,.
В торое равенство (17), т.е. симметричность мат­
рицы Sr, доказывается аналогично, если в соотно­
шениях (П 9)-{Ш 1) положить, что амплитуды 
прямых волн равны нулю, а1[) = а{2) = 0 , и в струк­
туре возбуждены только обратны е волны.

Диагональность матрицы (15) доказывается 
тем ж е способом, если в соотношениях (П 9 Н П 1 1) 
положить Ь{1) = а{2) = 0. В этом случае соотноше­
ние взаимности (П11) приводится к следующему 
виду

[a(1)]r [S -  <J>(/)SOr(/)]&(2> = 0.
Очевидно, что ввиду произвольности амплитуд 
а([), bl2) матрица в квадратных скобках должна 
быть нулевой. Рассмотрим произвольный, ска­
жем j m - ы й ,  ее элемент:

(% , [ 1 -e x p  i ( k j - k m)l]  =  0.

Для внедиагональных элементов, у ф т , выраже­
ние в квадратных скобках отлично от нуля, так 
как kj Ф  к т  и / произвольно, и следовательно 

j m - ы й  элемент матрицы 5, лежащ ий вне главной 
диагонали, должен равняться нулю. Для диаго­
нальных элементов,у = т , наоборот, выражение в 
квадратных скобках тождественно равно нулю, а 
элементы матрицы отличны о т  нуля, что и дока­
зывает диагональность матрицы 5  и вторую по­
ловину свойства (18).

Следует заметить, что при доказательстве бы­
ло использовано предположение о  том, что все 
постоянные распространения волн различны. Это 
предположение верно для всех жидких и твердых 
волноводов и сред на всех частотах, кроме счетно­
го числа критических частот, где корни дисперси­
онных уравнений являются кратными. Для случая 
кратных корней система волн (1) математически 
неполна и должна быть дополнена так называе­
мыми присоединенными волнами [19]. Насколько 
известно автору этих строк, теория отражения и 
прохождения для присоединенных волн еще не 
создана и вопрос о симметрии матриц отраже- 
ния/прохождения здесь поэтому не ставился. Од­
нако, по мнению автора, присоединенные волны 
являются чрезмерно сильной математической 
идеализацией и в реальных средах их нет. В рабо­
те [20], в частности, показано, что наличие в вол­

новоде потерь, даже ничтожно малых, снимает 
кратность корней дисперсионных уравнений. Это  
делает все корни различными, а все результаты  
данной статьи справедливыми на всех частотах.
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